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摘　要: 尽管大语言模型 (large language model, LLM)为算法定理自动证明领域提供了一条新的探索路径, 但现有

方法未能充分提升自动定理证明器在证明中间命题时的能力. 当前在线性数据结构算法形式化定理证明方面所需

的标签数据非常稀少, 将大语言模型用于预测时, 尤其具有挑战性. 为弥补这一不足, 构建一种新的面向线性数据

结构算法的引理库驱动证明方法 LDPM, 融合了大语言模型与形式化技术. 该方法通过构建一个由已被证明的新

引理组成的引理库, 通过从引理库中调取相关引理, 可有效强化自动定理证明器对中间命题的证明效能. 引理库的

构建遵循三阶段递进式策略: 首先通过联合请求机制生成多个候选引理陈述, 以丰富库内资源; 接着借助迭代证明

策略逐个证明候选引理, 逐步提升引理库的可靠性; 最终引入引理反思机制, 借助 LLM对引理进行修正与优化, 从
而实现引理库的动态扩展与持续完善. 通过这一方法, 线性数据结构算法定理证明的性能得以显著提升, 与最先进

的方法比较, 证明成功率从 44.00%提高到 82.00%. 消融实验进一步表明, 引理库在提升自动定理证明器证明中间

命题的能力上发挥了关键作用, 使线性数据结构算法定理证明的成功率提高了 38.00%.
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Abstract:  Although  large  language  models  (LLMs)  provide  a  new  exploration  path  in  the  field  of  automated  algorithmic  theorem  proving,
existing  methods  fail  to  sufficiently  improve  the  capability  of  automated  theorem  provers  in  proving  intermediate  propositions.  Currently,
labeled  data  for  formal  theorem  proving  in  linear  data  structure  algorithms  is  very  scarce,  which  presents  significant  challenges  when  large
language  models  are  used  for  prediction.  To  address  this  issue,  this  study  proposes  a  novel  lemma-library-driven  proof  method,  LDPM,  for
automated  theorem  proving  of  linear  data  structure  algorithms,  which  integrates  large  language  models  with  formalization  techniques.  The
method  constructs  a  lemma  library  composed  of  newly  proven  lemmas.  By  retrieving  relevant  lemmas  from  this  library,  the  capability  of
the  automated  theorem  prover  in  proving  intermediate  propositions  can  be  effectively  enhanced.  The  construction  of  the  lemma  library
follows  a  three-stage  progressive  strategy.  First,  a  joint  request  mechanism  is  adopted  to  generate  multiple  candidate  lemma  statements,
thus  enriching  the  library  resources.  Second,  an  iterative  proof  strategy  is  employed  to  prove  the  candidate  lemmas  one  by  one,  gradually
improving  the  reliability  of  the  lemma  library.  Finally,  a  lemma  reflection  mechanism  is  introduced,  leveraging  LLMs  to  revise  and
optimize  lemmas,  achieving  the  dynamic  expansion  and  continuous  refinement  of  the  lemma  library.  Through  this  method,  the  performance
of  theorem  proving  for  linear  data  structure  algorithms  is  significantly  improved.  Compared  with  the  state-of-the-art  methods,  the  success
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rate  of  theorem  proving  is  increased  from  44.00% to  82.00%.  Ablation  experiments  further  show  that  the  lemma  library  plays  a  key  role  in
improving  the  capability  of  automated  theorem  provers  in  proving  intermediate  propositions,  increasing  the  success  rate  of  theorem  proving
for linear data structure algorithms by 38.00%.
Key words:  large language model (LLM); formalization technique; theorem proving; lemma library; Isabelle/HOL

定理的形式化验证是确保定理正确性的关键途径之一. 在数据结构的定理证明中, 通常包括建模、性质描述

和验证 [1–3]. 其中, 建模是对数据结构操作函数 (如增、删、改、查等操作函数)进行形式化定义; 性质描述则是对

操作函数的功能属性进行形式化定义; 而验证则是对定理进行形式化证明的过程. 在定理验证过程中, 用户通常通

过交互式定理证明器 (如 Coq[4]、Isabelle[5]、Lean[6]和 Metamath[7])引导证明步骤, 逐步推进, 直到定理验证成功.
但实际情况中, 定理的形式化验证过程往往极为复杂且耗时, 需要大量的人工干预和精力. 因此, 推动自动定理证

明的实现已成为一项迫切的研究需求. 自动定理证明不仅能够有效降低人工参与所带来的成本, 还能大幅提升定

理验证的效率, 使得更复杂的定理证明任务变得可行, 为形式化验证领域带来更广泛的应用前景.
机器学习在交互式定理证明领域的研究范式可归纳为以下 3类: 第 1类为基于模板的交互式证明生成方法 [8,9],

该方法针对当前证明状态预测并执行相应的证明策略, 从而生成新的证明状态, 并循环此过程直至证明目标达成.
第 2类方法基于序列到序列模型进行证明生成 [10,11], 其核心思想围绕中间命题构建证明过程, 具备接近自然语言

的表达形式. 在此范式下, 用户仅需提出中间命题或猜想, 无需关注具体的策略实现, 后续证明策略由自动定理证

明器 [12]自动合成. 第 3类方法聚焦于定理筛选 [13,14], 即在已构建的定理或引理库中, 选取对当前证明目标具有潜在

帮助的定理或引理, 以辅助后续证明过程.
最近, 通过大语言模型 (large language model, LLM)生成中间命题/猜想 (第 2类)[15,16]和构造相关定理/引理库

(第 3 类)[17]显现出极大的应用潜力. 但是在形式化定理证明方面所需的标签数据非常稀少, 将大语言模型用于预

测时, 尤其具有挑战性, 这是由于在数据稀缺、容易拟合过度的情况下, 性能与模型大小的比例关系很快就会被打

破 [18]. 尤其是在线性数据结构算法定理这一领域, 堆栈、队列和双端队列 (deques)等经典线性数据结构在安全攸

关关键应用中得到广泛应用. 在《信息技术安全评估通用标准》的最高评估保证级别 (EAL)中, 此类数据结构必

须经过形式化规范, 并验证符合其规范 [19].

现有研究通过不同的策略增强了 LLM生成形式化证明草图的能力 [15,17,20], 从而获得易于进行形式化验证的

证明草图, 随后利用交互式定理证明器 (如 Isabelle)内置的自动定理证明器 Sledgehammer[12]来证明草图中的中间

命题. 然而, 上述方法在处理线性数据结构定理的证明任务时, 对于自动定理证明器在中间命题层面的证明能力尚

未形成有效提升. Sledgehammer在处理中间命题时采用基于预定义定理/引理库的前提选择策略, 以筛选相关引理

并合成所需的证明策略. 然而, 随着线性数据结构问题复杂性的增加, Sledgehammer在处理中间命题时存在引理

选择范围不足的问题. 而 DSP[15]方法在提升 LLM 生成形式化证明草图能力方面取得了显著进展, 但未能充分增

强自动定理证明器在验证中间命题时的能力, 这在更复杂的证明任务中可能导致局限. 现有方法实验结果表明, 无

论是单独使用 Sledgehammer (验证成功率为 36.00%), 还是采用现有方法 DSP[15] (验证成功率为 44.00%), 其证明

能力均因中间引理的不足而受到限制. 相较本文提出的方法 (验证成功率为 82.00%), 上述两种方法分别有 46.00%

和 38.00%的证明失败是因为缺少中间引理库.
为弥补这一不足, 本研究构建了一种新的引理库驱动的线性数据结构算法定理自动证明方法, 融合了大语言

模型与形式化验证技术. 该方法通过构建一个由已被证明的新引理组成的引理库, 通过从引理库中调取相关引理,
可有效强化自动定理证明器对中间命题的证明效能. 本文紧密围绕线性数据结构的特性开展研究, 这主要体现在:
1)核心引理库的构建. 本文方法引理库重点覆盖了线性结构 (如栈、有界栈、先进先出队列、优先级队列和子列

表)的典型操作 (如迭代、插入、删除)所涉及的归纳原理和状态不变量. 2)生成策略的针对性. 本文方法集成的

中间引理生成策略在处理线性的数据访问模式时最为有效.
构建引理库面临两个主要挑战: 1)获取多样性的引理陈述, 以丰富引理库的内容; 2)形式化验证引理陈述, 以

保证引理库可靠可信. 为应对上述挑战, 引理库驱动的证明方法是一个思维链过程, 包括以下步骤: 首先借助 LLM
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产生定理的非形式化证明, 以此为基础构造其对应的形式化证明草图; 随后, 采用联合请求机制, 分别以非形式化

证明与形式化证明草图为引导, 促使 LLM生成多样化的候选引理陈述, 以扩充引理库; 为保障引理的逻辑严谨性,
本文引入迭代证明策略验证这些候选引理以提升引理库的可靠性; 在此基础上, 进一步引入引理反思机制, 针对

LLM在引理生成过程中可能存在的偏差进行修正, 以优化引理陈述的准确性; 最终, 依托构建完成的引理库, 调用

自动定理证明器验证证明草图中的各个中间命题, 从而保障定理证明的完整性与正确性.
综上所述, 本文的主要创新贡献可归纳为以下 3个方面.
(1)提出一种面向线性数据结构的引理库驱动式定理证明方法. 此方法将 LLM与形式化验证技术相结合, 促

使 LLM生成与目标定理及其子目标均具有相关性的引理陈述, 并通过迭代式构建过程形成全新的自定义引理库.
该库的引入有效提升了现有自动定理证明器在线性数据结构算法定理中间命题证明中的推理能力.

(2)针对线性数据结构引理库构建过程中面临的主要挑战, 设计三阶段递进式策略: 首先通过联合请求机制生

成多个候选引理陈述, 以丰富库内资源; 接着借助迭代证明策略逐个证明候选引理, 逐步提升引理库的可靠性; 最
终引入引理反思机制, 借助 LLM对引理进行修正与优化, 从而实现引理库的动态扩展与持续完善.

(3)在栈、有界栈、先进先出队列、优先级队列及子列表这多种典型线性数据结构上对本文方法进行了系统

评估. 与最先进的工作比较, 结果显示本文方法将线性数据结构算法定理证明的成功率从 44.00%提高至 82.00%,
消融实验进一步验证了引理库在增强现有自动定理证明器处理此类定理中间命题时发挥了关键作用.

 1   相关工作

本文相关工作主要聚焦于基于形式化证明草图生成的定理证明、基于预定义引理筛选的定理证明或基于自

定义引理库构建的定理证明.
● 基于形式化证明草图生成的定理证明. 在自动形式化定理证明这一前沿领域中, 机器学习技术已成为研究

热点. 然而, 这类方法在生成形式化证明的过程中, 对形式化训练数据具有高度依赖性, 而此类数据在实际中往往

较为匮乏; 相比之下, 非形式化证明语料则来源丰富、获取门槛较低. 受此现象启发, 早期工作如 Jiang 等人 [15]提

出的 DSP 方法, 采用“非形式化证明引导形式化草图生成, 再由定理证明器验证”的流水线. 随后, Zhao 等人 [20] 提
出一种以子目标为导向的演示学习框架, 有效提升了大语言模型用于形式化定理证明的效果. First等人 [16]更进一

步, 将完整证明一次性生成, 并引入了证明修复模型作为辅助手段, 以提高定理证明的成功率. 尽管上述工作均聚

焦于利用 LLM 构造形式化证明, 但 LLM 在生成长序列证明时表现欠佳. 为应对这一挑战, Wang 等人 [17]引入了

LEGO-Prover, 作为一种新颖的定理证明方法, 它通过模块化地构造证明, 并使用一个不断增长的技能库来不断提

高 LLM的形式化能力. 尽管上述研究在提升 LLM生成形式化证明草图能力方面取得了显著进展, 然而它们未能

充分增强自动定理证明器在验证中间命题时的能力, 这在更复杂的证明任务中可能导致局限. 本文请求大语言模

型自动生成辅助定理证明的引理, 并形式化验证这些生成的引理. 通过集成这些经过验证的引理, 旨在降低定理证

明的复杂度, 从而增强自动定理证明器在验证中间命题时的能力.
● 基于预定义引理筛选的定理证明. Claessen 等人 [21]首次提出 Hipspec 的核心思想, 通过理论探索 (theory

exploration)自动合成定理/引理. 如今, 自动推理工具 (hammer)在形式化方法、程序验证中已成为不可或缺的助

手, Czajka等人 [22]在 Coq中设计的 Coqhammer与 Paulson等人 [12]在 Isabelle设计的 Sledghammer, 均是通过自动

化合成来辅助定理证明. 基于语义合成方法是将定理/引理分解为子目标, 利用 theory exploration来自动查找所需

引理并验证, 其引理生成的方法是基于交互式定理证明器引导人工来构造及证明, 存在一定难度. 本文聚焦于该领

域中的核心挑战: 如何为证明复杂定理生成所需的引理. 提出了基于大语言模型的方法和用于构建引理库的 3个
策略, 生成了经过验证的相关引理, 显著提升了证明复杂定理的正确性和效率.

Alemi等人 [23] 使用了循环神经网络 (LSTM/GRU)与卷积神经网络 (CNN)来提取特征用于定理/引理筛选, 从
而完全避免手工设计特征. 随后为能够更好地提取命题语法结构信息, Paliwal等人 [24]将图神经网络 (graph neural
network, GNN)应用于这一任务. 最近, Mikuła等人 [14]介绍了Magnushammer, 使用 Transformer 模型以及对比学
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习 (contrastive learning)作为解决定理/引理筛选问题的一种新方法. 上述基于机器学习的工作充分展示了定理筛

选对证明成功率的巨大影响, 然而依赖于从一个系统预定义定理/引理库中进行筛选. 随着问题的复杂化, 这种依

赖于预设引理库的方式可能难以应对更大规模、更为复杂的定理证明任务. 为增强自动定理证明器在合成证明策

略时的效能, 本文构建了一个全新的自定义引理库, 该库的引理更加多样化、可信性高, 能够有效扩展其可用的引

理资源.
● 基于自定义引理库构建的定理证明. 在处理规模更大、复杂性更高的定理证明任务时, 不仅需要在加载的

系统预定义定理/引理库中启发式地筛选相关定理/引理, 还需构造自定义的引理库. Mündler等人 [25]展示了在交互

定理证明 Isabelle/HOL中数据结构 B+树的命令式实现的验证. Toth等人 [26]验证了实时双端队列, 其中所有操作

都需要常数时间. Miao等人 [27]提出了一种兼容的经过验证的 TEE架构, 其中验证了 386个引理/定理. 虽然上述工

作成功验证了程序的正确性, 但其实现依赖于人工构建引理进行形式化证明, 这种方式不仅高度依赖专家知识, 也
伴随着显著的人力资源消耗. Wang 等人 [17]通过启发 LLM 生成并构造与定理相关自定义引理库, 并证明这些引

理. 尽管他们借助引理增强了 LLM生成定理形式化证明草图的能力, 但其生成的引理仅限于与定理相似的引理,
未能利用引理来充分提升自动定理证明器对中间命题的证明能力. 本研究以定理的非形式化证明及其形式化证明

草图为依据, 驱动 LLM生成与定理整体及其中间命题相关联的引理, 充分展现了 LLM在引理生成与形式化验证

方面的潜力. 通过迭代方式证明引理, 进而建立起一个全新的自定义引理库.

 2   LDPM 方法

引理库驱动证明方法 (lemma-library-driven proof method, LDPM)结合了大语言模型 (如 ChatGPT[28,29])与交

互式定理证明器 (如 Isabelle), 旨在提升自动定理证明器的证明能力. 大语言模型在接收特定输入后, 已表现出对

学习模式与任务处理的强大适应力, 这一特性在研究中被定义为上下文学习 (in-context learning, ICL)[30]. 最近的研

究 [15–17,20]成功利用 ICL自动生成了形式化证明草图和相关候选引理. 然而, 作为概率模型, 大语言模型 (如 ChatGPT)
并不能保证生成结果的真实性和可靠性. 另一方面, 交互式定理证明器通过用户输入的策略和定理名称, 逐步构造

证明步骤并引导中间证明目标. 其小内核架构确保了每一步证明的可靠性. 然而, 交互式定理证明器的不足在于学

习曲线陡峭且验证效率较低. 为此, 将大语言模型与交互式定理证明器相结合, 利用前者的任务处理能力与后者的

高可靠性, 成为提升自动定理证明效率的一种可行方案.
LDPM正是基于这一思路, 通过大语言模型生成初步的非形式化证明、形式化草图以及与之关联的候选引理

陈述, 并对这些候选引理进行逐个证明以建立可靠的自定义引理库. 对于证明过程中失败的引理, 则调用 LLM生

成修正后的陈述以提升其可用性. 最后, 依托系统预定义定理/引理库和构建的自定义引理库, 交互式定理证明器

对形式化证明草图所包含的中间命题进行验证, 从而实现定理证明的自动化和高效化. 这种方法不仅增强了引理

库的多样性和可靠性, 还充分提升了自动定理证明器对中间命题的证明能力. 优化了整体的证明效率.
如图 1(a) 所示, 引理库驱动证明方法 (LDPM) 包含 5 个核心模块: 第 1 个模块是大语言模型 (LLM): 使用

图 1(b) 中 LLM 请求格式的规则, 在不同阶段生成和获取预期的结果, 这包括生成非形式化证明、形式化证明草

图和相关候选引理陈述. 在图 1(b) 中, 请求 LLM 的输入内容包括 4 个部分 (LLM 当前的角色、所处理任务的描

述、多个示例和待解决的问题), 通过这 4个部分的提示, LLM能更准确地理解任务生成预期的结果. 第 2个模块

是自动定理证明器: 依托 Isabelle 中的自动证明工具 Sledgehammer, 按照图 1(c) Sledgehammer 请求格式的要求,
对 LLM生成的形式化证明草图中的中间命题/猜想进行自动证明. 在图 1(c)中, 自定义引理库构建完成后, 需在调

用 Sledgehammer之前将其加载到 Isabelle的证明环境中, 借助自定义引理库辅助 Sledgehammer证明中间命题, 获
得可靠可信的定理形式化证明. 第 3个模块是未证明引理矢量存储: 用于存储由 LLM生成但尚未验证的候选引理

陈述, 以便在进入正式验证流程前可被灵活调用与修改. 第 4个模块是已证明引理矢量存储: 其所收录的引理均已

完成验证, 包含引理陈述和形式化证明, 这一模块确保所有已被验证的引理能够用于后续证明过程. 第 5个模块是

自定义引理库: 在 Isabelle中, 构建新的自定义引理库, 区别于其系统预定义定理/引理库, 包含经过验证的新引理,
为后续的形式化证明提供可靠的支持和扩展.
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theorem push_pop_invariance:"pop (push v s) = (v, s)"
proof -
have "push v s = v#s" by (simp add: push_def)
also have "pop (v#s) = (v, s)" by simp
…

theorempush_pop_invariance:"pop (push v s) = (v, s)"
proof -
have "push v s = v#s" sledgehammer
also have "pop (v#s) = (v, s)" sledgehammer

…

lemma lemma1: …
lemma lemma2: …
…

A. 请求非形式化证明 B. 请求形式化证明

函数定义

定理陈述 非形式化证明
形式化证明
草图

引理形式化证明

候选引理陈述

引理是否被
证明?

“正确”引理
陈述

形式化证明

步骤1. 证明请求

步骤2. 引理联合请求

步骤3. 引理迭代证明步骤4. 引理反思

步骤5. 形式证明

C. 引理请求

lemma1 lemma2

引理陈述

D. 迭代证明

N
E. 反思引理

G. 证明

lemma2

添加

添加

形式化证明

形式化证明草图

引理库

(b) LLM请求格式 (c) Sledgehammer请求格式

角色

任务描述

示例

问题

候选结果1

候选结果2

…
输出

输出

输入

输入

输入

输出

(a) 引理驱动证明方法

Y
添加

大语言模型 自动定理证明器

已证明引理
矢量存储

引理库

未证明
引理矢量存储

F. 构造引理库

图 1　LDPM技术路线概述
 

如图 1(a)所示, LDPM (引理库驱动证明方法)包含 5个处理步骤: 步骤 1. 证明请求: 该步骤分为两部分, 非形

式证明请求和形式证明草图请求. 首先, 根据定理陈述及其函数定义, 向 LLM请求生成定理的非形式证明. 随后,

再请求 LLM将非形式证明生成为形式证明草图, 为后续的自动定理证明奠定基础. 步骤 2. 引理联合请求: 在此步

骤中, 采用两种不同的引导方式, 使 LLM能够生成覆盖范围更广的候选引理陈述. 一是基于非形式证明的引理请

求, 利用定理完整的非形式证明, 向 LLM请求生成相关的候选引理 (Lemmas1), 这些引理有助于证明整个定理. 二
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是基于形式化证明草图的引理请求机制, 如果现有自动定理证明器 (如 Sledgehammer)证明不了草图中的中间命

题, 系统将请求 LLM生成针对性的引理 (Lemmas2), 以协助完成对该命题的验证. 步骤 3. 引理迭代证明: 在此步

骤中, 将第 2步生成的候选引理陈述添加到未证明引理的矢量存储中. 然后, 通过迭代的方式逐个证明这些引理陈

述, 具体细节在第 2.3节中讨论. 步骤 4. 引理反思: 如果在第 3步中未能成功证明 lemma2, 就通过 LLM的反思能

力, 修改 lemma2, 生成更“正确”的引理陈述. 新的引理陈述将再次被添加至未证明引理矢量存储中, 并尝试继续证

明. 步骤 5. 形式证明: 第 3步中证明成功引理被收录至已证明引理矢量存储, 并借助这些引理在 Isabelle中建立出

全新的自定义引理库. 在此基础上, 运用该引理库, 借助现有自动定理证明器 (如 Sledgehammer)对形式化证明草

图内的各中间命题进行验证, 以保障最终形式化证明的准确无误. 通过这 5个步骤, LDPM实现了大语言模型与自

动定理证明器的深度融合, 有效提升了数据结构算法定理证明的自动化和准确性.
所有涉及请求大语言模型的动作, 包括请求非形式化证明、形式化证明草图、候选引理和反思引理等, 每个

请求包含了输入内容和输出内容. 更多细节见源代码文档, 具体可参阅 https://github.com/fuhengxing/LDPM.

 2.1   证明请求

证明请求包括非形式化证明请求和形式化证明草图请求. 证明请求与 Jiang等人 [15]和Wang等人 [17]的设置相似.
非形式化证明请求: 如源代码文档图 A1所示, 首先在 Isabelle 中定义了数据结构的若干操作函数 (如增、删、

改、查等). 接着, 使用一个定理描述了这些操作函数的某种属性. 随后, 采用 ICL机制引导 LLM生成该定理的非

形式化证明. 为使其生成内容在结构上与 Isabelle形式化证明的规范保持一致, 本研究规定非形式化证明须以递进

式推理结构呈现, 从而复现 Isabelle中形式化证明的典型表达范式.
形式化证明草图请求: 如源代码文档图 A2、图 A3 所示, 凭借已获得的非形式证明引导 LLM 构建定理的形

式化草图, 该草图勾勒出初步的形式化推理结构, 其中所包含的中间命题/猜想还没有得到验证. 在此阶段, 对于这

些待证明的中间部分, 我们暂以“Sledgehammer”作为占位符, 标识其证明策略有待后续由该自动化工具填充.
Sledgehammer是一种强大的自动推理工具, 其合成证明策略极其依赖系统预定义定理/引理库, 借助启发式方

法从中筛选相关定理/引理, 并调用外部自动定理证明器合成证明策略. 然而, 当面对复杂命题时, 单靠系统预定义

定理/引理库, Sledgehammer往往力不从心. 因此, 构建一个全新的自定义引理库, 不同于现有的定理/引理库, 成为

关键问题. 而这一构建过程面临两大问题: 构造引理和证明引理.

 2.2   引理联合请求

引理请求的目的是获取多样化的引理陈述, 以丰富引理库. 如图 1(a)所示, 本文分别以非形式化证明和形式化

证明草图为切入点引导 LLM生成丰富的候选引理陈述, 这两种引理请求的方式分别是基于非形式化证明请求候

选引理陈述和基于形式化证明草图请求候选引理陈述. LLM请求生成候选引理时, 其输出包含解决该问题需要何

种类型的引理、该引理的形式化陈述.
基于定理的非形式化证明请求候选引理陈述: 如源代码文档图 A4、图 A5所示, 基于非形式化证明的推理步

骤, 引导 LLM构造出多个候选引理陈述, 这些引理对于解决目标定理可能具有潜在价值. 利用非形式化推理的引

导作用, LLM能够在缺乏严格形式化表达的前提下, 推理出能够辅助定理证明的引理. 这种方式侧重于从更高层

次的推理逻辑中提取引理.
基于定理的形式化证明草图请求候选引理陈述: 如源代码文档图 A6、图 A7 所示, 当调用 Sledgehammer 证

明形式化证明草图中的中间命题失败时, 依据形式化证明草图中的推理路径及其失败的中间命题, 引导 LLM生成

具有针对性的引理陈述. LLM在这种情况下会尝试生成针对性的引理陈述, 帮助解决当前命题. 这种引理请求主

要针对那些自动证明工具无法处理的难点, 提供补充.
这两种引理请求的方式有各自的特点, 第 1次引理请求 (基于非形式化证明)关注整个非形式化证明, 生成与

定理整体推理相关的引理. 这些引理往往从全局角度出发, 涵盖更广泛的证明步骤. 第 2次引理请求 (基于形式化

证明草图)更加精确, 集中在形式化证明草图中某个具体命题的解决. 它作为第 1次引理请求的补充, 目的是生成

一些容易被第 1次引理请求忽略的引理. 实际上, 第 2次引理请求的出现是为了弥补非形式化证明和形式化证明

之间的差距. 这种差距源于非形式化证明的抽象性和形式化证明的严谨性之间的区别. 非形式化推理可能会忽略
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某些细节, 而这些细节在形式化推理中尤为重要.
与 LEGO-Prover[17]方法不同, 本文除了使用基于定理的非形式化草图请求候选引理外, 还通过基于定理的形

式化证明草图请求候选引理陈述的方式, 可以丰富引理种类.

(priority q

(min q)) ⩽ the (priority q

(map f st (map snd

(map_o f (alist_o f q)(min q)) ⩽

the (map_o f (alist_o f q)

采用联合请求策略构造引理时, 请求大语言模型加入线性数据结构操作信息, 以优先级队列为例, 其核心操作函

数包括 priority 与 min. 其中, priority 函数依据给定的关键值查询该元素在队列中所对应的优先级; min 函数则用

于获取当前队列头部元素的关键值. 利用上述函数有利于大语言模型理解定理 min_priority_leq_all(“the 
 v)”)的含义, 此定理表示队列首元素的优先级最小. 大语言模型分别分析操作函数执行过

程和优先级队列约束条件“distinct   xs)”和“sorted   xs)” (其中“xs”是优先级队列对应的列表, 函数

distinct 约束优先级队列元素关键值不重复, 函数 sorted 约束优先级队列中元素优先级有序), 理解目标定理的含义

及证明细节. 构造引理 distinct_fst_alist_of 和 sorted_alist_of, 分别约束当前优先级队列元素值不重复和对应优先级

有序排列. 此外, 根据优先级队列的操作函数, 可以将定理化简为一个中间命题“the 

 v)”. 根据上述优先级队列的相关信息, 有利于大语言模型构造针对线性数据结构算法定理

的潜在引理, 如引理 min_priority_leq_all_aux, 并构造 4个约束条件, 明确引理的使用范围, 有针对性的辅助验证中

间命题. 更多细节见第 4.4.1节线性数据结构.

 2.3   引理迭代证明

本节提出的迭代证明方法 (iterative proof method, IPM)是第 2节 LDPM方法的一个步骤, 它或者调用直接证

明方法 (direct proof method, DPM)来直接证明引理, 提高引理证明的效率, 或者递归调用 LDPM来进行迭代证明

引理. 这是由于证明一个定理可能需要证明引理, 而证明引理中间可能又需要证明子引理, 因此需要迭代证明引

理. 整个函数调用关系是: LDPM (作用于定理)调用 IPM, IPM调用 DPM或递归调用 LDPM (作用于引理).
引理库只能存储完成形式化验证并证明成功的引理, 确保这些引理在后续的定理或引理证明中能够被安全使

用. 本文通过迭代方式对这些引理进行证明, 从而建立起一个全新的自定义引理库.
 2.3.1    直接证明方法 (DPM)

如图 2所示, 直接证明方法 (DPM)与图 1 引理库驱动证明方法 (LDPM)技术路线类似, 但不需要步骤 2–4. 以
证明引理 alist_of_push (向优先队列中插入新元素)为例, 具体步骤如下.
 
 

函数定义

定理陈述

请求非形式化证明

非形式化证明

请求形式化证明
证明

引理库

形式化证明草图

形式化证明

…

…

…

…

图 2　直接证明方法 (DPM)
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非形式化证明请求: 首先根据定理及其函数定义, 提示 LLM生成引理 alist_of_push 的非形式化证明.
形式化证明草图请求: 凭借已获得的非形式证明引导 LLM构建定理的形式化草图, 该草图勾勒出证明的总体

结构, 其中所包含的中间命题或猜想尚未得到验证.
自动验证阶段: 在这一阶段, 会在 Isabelle 中加载系统预定义和自定义引理库 (来自第 2.5.1 节), 并请求

Sledgehammer对形式化证明草图中的中间命题/猜想进行证明. Sledgehammer会根据中间命题/猜想从引理库中选

择相关的引理, 例如引理 distinct_insort_key_fst (确保优先队列执行插入操作后键的唯一性)和引理 sorted_insort_
key_alist_of (确保优先队列执行插入操作后仍然保持有序), 并调用外部自动定理证明器合成证明策略, 最终通过

Isabelle的小内核进行验证, 确保整个形式证明的可信度.
与本节引理库驱动证明方法 (LDPM)不同, DPM并不参与新引理的构造与验证, 其核心任务是在已有自定义

引理库的支持下, 完成对形式化证明草图的验证. DPM的设计目的是快速验证 LDPM 中构造的引理陈述, 提升整

体证明效率.
尽管 DPM 可以借助系统预定义定理/引理库提高定理证明的效率, 但面对更大规模更为复杂的定理证明任

务, 还需构造自定义的引理库. 引理库驱动证明方法 (LDPM)则建立了一个全新的自定义引理库, 以增强 Sledge-
hammer合成证明策略的能力, 从而提升定理证明的效率.
 2.3.2    迭代证明方法

本文提出的迭代证明方法, 通过协同使用直接证明方法 (DPM)与引理库驱动证明方法 (LDPM), 实现了对引

理的多阶段验证. 该组合策略能够针对不同引理的证明需求灵活调整验证路径, 从而最大化验证效率. 具体而言,

验证过程首先尝试使用 DPM, 其验证工作主要依赖系统预定义引理库提供的支持. 若 DPM在某一定理的证明中

失败, 则系统转而采用 LDPM继续验证. LDPM通过大语言模型生成新的引理, 并在此基础上构建自定义引理库,

以应对复杂性较高的证明任务. 无论经由 DPM还是 LDPM成功验证的引理, 都会被添加到自定义引理库中. 随着

引理库的不断扩展, 后续的定理和引理证明会变得更加高效.
算法 1调用 DPM来直接证明引理, 提高引理证明的效率, 或者递归调用 LDPM来进行迭代证明引理, 从而在

证明效率与复杂问题处理之间取得平衡.

算法 1. 迭代证明方法 (IPM).

输入: 未被证明的引理 lemma, 循环边界 l1和 l2, 大语言模型 LLM, 形式化验证环境 isabelle, 已被证明引理矢量存

储 VS, 引理迭代深度 depth;
输出: 更新后的矢量存储 VS.

1. i = 0;
2. j = 0;
3. success = false;
4. formal = None; //表示引理的形式化证明

5. while not success and i < l1 do{
6.  　 formal = DPM(lemma, LLM, isabelle, success); // DPM验证

7.  　 i++;}
8. if success then
9.  　 VS.add(lemma, formal);
10.　 return VS
11. if depth > 0 then // 检查引理迭代深度

12.　 while not success and j < l2 do{
13.　　 formal = LDPM(lemma, LLM, isabelle, success, depth–1); // LDPM验证, 引理迭代深度减 1
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14.　　 j++;}
15. if success then
16.　 VS.add(lemma, formal); //添加引理形式化证明到矢量存储中

17. return VS

该算法的执行步骤如下. 定义变量 (第 1–4行): 定义循环边界 i 和 j, 分别代表 DPM 和 LDPM 的尝试次数. 变
量 success 表示引理是否被验证成功, 初始为 false. 变量 formal 初始为 None, 用于表示引理的形式化证明. DPM证

明尝试 (第 5–7行): 在一个循环中反复尝试使用 DPM 证明引理. 通过 success 来判断引理是否被证明成功, 并判断

DPM 尝试次数 i 是否超过设定的循环边界 l1. 如果引理证明成功或超过最大循环边界, 则退出循环; 否则继续调

用 DPM. 检查引理是否证明成功 (第 8–10行): 如果引理最终被成功证明, 则将其形式化证明结果添加到已证明引

理的矢量存储中, 并返回新的引理矢量存储. 判断引理迭代深度 (第 11 行): 如果引理的迭代深度 depth 小于或等

于 0, 则不再执行 LDPM, 即使 DPM没有证明引理也不会进入 LDPM阶段. LDPM证明尝试 (第 12–14行): 如果

depth 大于 0, 并且 DPM未能成功证明引理, 则进入 LDPM阶段. 在 LDPM中, 请求 LLM生成子引理, 并通过这些

子引理辅助证明引理. 同时, 减少引理的迭代深度 depth. 继续循环判断引理是否被证明, 并检查 LDPM的循环边

界 j 是否超出循环边界 l2. 成功证明后的处理 (第 15、16行): 如果引理最终被成功证明, 则将其形式化证明结果

添加到已证明引理的矢量存储中. 最后 (第 17行): 返回包含新证明引理的矢量存储, 供后续定理证明使用.

< set (values q)⇒ alist_o f (push k p q) = insort_key snd (k, p) (alist_o f

y ∈ {xs.distinct (map f st xs)∧ sorted (map snd xs)} ⇒ alist_o f (Abs_pq?y) = ?

(map f st (insort_key snd (k, p) (alist_o f (map snd

(insort_key snd (k, p) (alist_o f

采用迭代证明策略证明引理时, 请求大语言模型利用前面迭代相关信息, 例如之前已构建的引理库, 此引理库

是面向线性数据结构的, 依赖引理库逐个证明候选引理, 不断增强引理库可信性. 例如在证明引理 alist_of_push
(“k   q)”), 表示当 k 不在优先级队列中时, 使用

两种方式将新元素插入到优先级队列, 两种方式的效果等价. 一种是通过函数 push 插入新元素到优先队列中, 另
一种是通过函数 insorted_key 将新元素插入到优先级队列对应的列表中)时, 使用函数 alist_of 化简 push, 即使用

规则 Abs_pq_inverse(“?   y”). 但要使用

规则 Abs_pq_inverse, 必须满足两个约束条件 distinct (map fst xs)和 sorted (map snd xs), 分别约束优先级队列关键

值不重复和元素有序排列, 也就必须要当前优先级队列满足这两个约束条件. 首先会从自定义引理库中检索这两

个约束条件是否被证明, 若已证明, 则可直接使用规则 Abs_pq_inverse 证明引理 alist_of_push; 若未证明, 则请求模

型构造这两个约束条件来约束当前优先级队列, 使其能适用规则 Abs_pq_inverse. 例如大语言模型会构造引理 distinct_
insort_key_fst(“distinct   q)))”)和引理 sorted_insort_key_alist_of(“sorted 

 q)))”). 引理 distinct_insort_key_fst 表示元素插入优先级队列后关键值依然不重复, 引
理 sorted_insort_key_alist_of 表示元素插入优先级队列后元素依然有序排列. 证明这两个引理, 并添加到引理库中,
引理 alist_of_push 可以适用规则 Abs_pq_inverse. 引理 alist_of_push 通过迭代的方式得以证明.

 2.4   引理反思

引理反思的机制旨在通过 LLM的自反思改进生成的引理. 在构造引理时, LLM容易陷入推理的“思维漩涡”,
产生幻觉或错误结论 [31]. 为了解决这一问题, 引理反思基于 LLM的自我评估或外部反馈来调整和改进输出, 从而

提升生成引理的质量.
在 LDPM 的第 2 步引理联合请求中, 在定理的形式化证明草图中, 若存在某个中间命题未能被直接证明, 则

请求 LLM生成与该命题相关的候选引理陈述 (Lemmas2), 目的是辅助该命题的证明. 在 LDPM的第 4步引理反

思中, 基于引理 lemma2的证明失败, LLM通过反思来分析引理为何无法被证明, 并提出新的引理, 如源代码文档

图 A8、图 A9 所示. 通过 LLM 自我评估, LLM 生成一个经过调整的新引理, 这个新引理被设计成更加适合当前

的证明环境, 旨在解决未能被验证的中间命题. 新的引理会再次进入验证阶段.

(push k p q) = insort_key snd (k, p) (alist_o f

alist_o f (push k p q) = insort_key snd (k, p)(alist_o f q)

在执行引理反思策略的过程中, 需引导大语言模型结合线性数据结构的相关信息进行分析, 例如在反思引理

alist_of_push(“alist_of   q)”)时, 在之前大模型构造引理时, 发现可以通过

函数 alist_of 来化简函数 push:  . 通过分析线性数据结构
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k

k < set (values q) k q k alist_o f_push

alist_o f_push

alist_o f_push k < set (values q)

操作函数 alist_of、push 和 insort_key 等 (其中, 函数 alist_of 表示将优先队列 q 转换成列表形式. 函数 push 检查判

断待插入元素的关键字是否存在于优先队列中, 若不存在则插入. 函数 insort_key 将元素插入到列表中), 大语言模

型理解引理陈述的含义, 分析引理陈述的不足 (比如证明此引理陈述缺少前提条件). 发现元素   需要满足约束条

件:  , 即元素   不在优先级队列   中. 当   满足上述条件时, 引理陈述   才成立. 因此大

语言模型通过对定理的证明过程分析, 修正原来的引理陈述并给出新的引理陈述  , 此时引理陈述

 满足约束条件  .

 2.5   形式化验证

 2.5.1    自定义引理库构建

本文采用矢量存储技术辅助构建引理库, 利用 ChromaDB 作为矢量存储数据库, 帮助管理和检索引理数据. 该
矢量存储数据库的每个存储单元由 3个核心要素组成: 文档、元数据以及嵌入向量. 其中, 文档通常对应引理的形式

化陈述或其完整的证明内容; 元数据则记录了该引理关联的数据结构信息; 嵌入向量是由嵌入模型对引理陈述或用

户查询实施编码映射后所生成的数值表示. 当系统获得查询请求时, 会调用相同的嵌入模型将查询内容转换为嵌入

向量, 进而以余弦相似度为度量标准, 在已有存储中检索与该查询向量最匹配的文档, 最终返回对应的引理信息.
为对处于不同验证阶段的引理进行系统化管理, 本文构建了两类矢量存储结构: 其一为未证明引理矢量存储,

主要收录通过引理请求获得的候选引理陈述. 所有存入的引理陈述均经过语法检查, 以确保其形式规范性; 元数据

部分记录了该引理关联的数据结构信息, 便于之后索引并调用. 在图 1(a)所示的 LDPM流程中, 第 3步将验证未

证明引理矢量存储中的引理. 其二为已证明引理矢量存储, 用于收录通过形式化验证的引理, 涵盖引理陈述与完整

的形式化证明, 也使用元数据记录该引理关联的数据结构信息. 为进一步提升引理的复用效率, 本研究在 Isabelle
环境中依据数据结构类别分别构造专属的引理库. 在证明过程中, 属于同一数据结构的定理及其衍生引理共享该

库资源, 使得已验证的引理能够在同类证明中反复使用, 大幅降低了重复构建的开销. 当一条引理成功完成形式化

验证后会存入已证明引理矢量存储, 并同步更新对应数据结构的引理库内容. 随着定理/引理的证明不断演进, 不
仅能保证引理库的及时更新, 还能够利用已验证的引理加速后续定理的证明过程, 提高整个定理验证的效率.

自定义引理库的构建是一个渐进的过程: 初始状态下引理库内容较为有限甚至为空; 随着定理证明的逐步推

进, 每一条新获证明的引理都会被纳入其中, 最终实现引理库的不断积累与扩展.
 2.5.2    形式化证明草图验证

如图 1(a) 所示, 形式化验证是引理库驱动证明方法的最后一步, 其目的是确保由 LLM 生成定理的形式化证

明草图的正确性. LLM生成的形式化证明草图通常包含多个未被证明的中间命题. 在此步骤中, 将已经构建的自

定义引理库加载到 Isabelle的证明环境中, 利用 Isabelle中的自动定理证明工具 Sledgehammer, 逐步合成这些中间

命题的证明策略. Sledgehammer通过整合系统预定义定理/引理库与自定义引理库中的引理资源, 生成适配的证明

策略, 从而对形式化证明草图所包含的各个中间命题进行验证.

 3   实　验

 3.1   数据集和评估

本研究构建了 5类线性数据结构算法定理, 共计 50条, 覆盖了多种线性数据结构类型及其核心操作, 具体如下.

∀v s. pop (push v s) = (v, s)

栈 (stack)部分共涵盖 5个定理, 这些定理形式化地刻画了元素在进栈与出栈操作中所遵循的行为关系. 栈的

操作遵循后进先出 (LIFO) 原则. 例如, 定理 push_pop_identity 通过逻辑等式   形式化地

验证了 push 和 pop 操作的协同工作符合栈的预期行为: 推入一个元素后立即弹出, 应得到原栈和推入的元素.

¬isfull s =⇒ pop (push x s) = (Some x,

有界栈 (bounded stack)部分共涵盖 8条定理, 与基础栈结构相比, 这些定理在涵盖其标准操作的同时, 额外引

入了对栈容量的明确限制. 例如, 定理 bounded_stack_push_pop_inverse(“   s)”)
表示了在有界栈栈未满的情况下, push 操作后立即执行 pop 操作会正确返回被推入的元素和原始的栈状态.

先进先出队列 (FIFO queue) 部分共涵盖 4 个定理, 用于刻画元素在入队与出队操作中所遵循的行为逻辑.
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q xs = rev q@

先进先出队列的操作严格遵循先进先出原则, 即元素的出队顺序与入队顺序保持一致. 例如, 定理 deq2list_ind
(“deq2list   xs”) 表示将队列 q 中的所有元素依次出队并添加到列表 xs 的前面, 最终结果等于将队列

q 的内部列表直接与 xs 连接.

¬is_empty q;v ∈ set |q|]] ⇒ the (the priority q (min q)) ⩽ the (priority q

优先级队列 (priority queue)部分共涵盖 7个定理. 该数据结构以列表形式组织, 列表中每个元素均由键及其

对应的优先级共同构成一个有序对. 元素的出队次序由优先级数值决定, 数值越小则出队次序越靠前. 例如, 定理

min_priority_leq_all(“[[   v)”) 表示对于所有非

空的优先级队列 q, 以及队列中存在的任意元素 v, 队列中优先级最小的元素的优先级不大于 v 对应的优先级.

xs (ys@
[
y
]↔ xs = ys@

[
y
]∨prefix xs

子列表 (sublist)部分共涵盖 26个定理, 主要描述列表间的前缀关系、后缀关系和子序列的性质. 前缀关系是

列表的一种偏序关系. 例如, 定理 prefix_snoc(“prefix   ys”)表示列表 xs 是 ys 追
加元素 y 后的新列表的前缀, 当且仅当 xs 等于 ys@[y]或者 xs 已经是 ys 的前缀.

每组数据结构包括定理的形式化陈述以及与之相关的数据结构的定义, 所有这些内容都在 Isabelle中进行表

达. 源代码文档图 B1展示了优先队列数据结构操作定义和相关定理形式化陈述.
本研究旨在以自动化方式生成定理的形式化证明, 同时保证所得证明的正确无误. 证明的正确性主要依据两

个标准进行判定: 1)证明文本必须完全摒弃“sorry”和“oops”这类用于临时跳过证明过程的关键字, 杜绝不完整的

推导. 2)每个证明都必须通过 Isabelle定理证明器的完整校验, 且验证过程零错误, 以此作为证明正确的最终依据.
本系统采用 Isabelle-client API[32]作为核心接口从而实现与 Isabelle 的高效程序化交互, 完成形式化证明的提交、

执行与结果获取.

 3.2   基　线

● Sledgehammer. 本文选取 Isabelle 2022环境中的 Sledgehammer作为基准证明工具, 用于对线性数据结构算

法定理进行自动证明尝试. Sledgehammer的参数配置沿用其在 Isabelle 2022中的默认设定: 每个证明请求的超时

时间设定为 30 s, 并调用 6个外部自动定理证明器协同工作, 即 CVC4[33]、veriT[34]、Z3[35]、SPASS[36]、Vampire[37]

和 Zipperposition[38].
● DSP. 该方法由 Jiang等人 [15]设计, 其操作流程可分为 3个环节: 首先, 通过一定方式获得定理的非形式化证明;

其次, 以此为基础驱动语言模型生成相应的形式化证明草图; 最后, 采用自动定理证明器对草图内容进行验证.
Jiang 等人将 DSP 方法应用于中学数学定理的形式化验证, 实际测试表明该方法能够有效生成证明. 本研究在其

工作基础上, 完整复现并调整了该方法的流程, 以 ChatGPT为核心生成模型, 进而将其扩展至线性数据结构相关

算法定理的证明任务中.
● DSP+. 作为 DSP方法的扩展, DSP+被纳入本研究的基准方法集. 与原始 DSP一致, DSP+同样借助 ChatGPT

生成定理的非形式化证明与形式化证明草图, 但其关键改进在于增加了基于非形式化证明的引理请求机制. 该机

制旨在通过引理辅助定理证明, 并在草图验证过程中调用这些引理, 从而增强定理的可证明性.

 3.3   实验设置

本研究的方法流程中, 以 ChatGPT为大语言模型, 设定参数 temperature (用于控制大语言模型生成文本随机

性的超参数) T=0.7. 每个定理经历 25 次非形式化证明生成, 每次非形式化证明进一步产生 2 个形式化证明草图,
故每个定理需完成对 50 个形式化证明草图的验证. 只要有一个形式化证明草图验证通过, 则表示定理证明成功.
在引理生成环节, 每轮请求中 ChatGPT 输出 5 条候选引理. 候选引理进入未证明引理矢量存储须满足两个条件:
该候选引理与定理之间嵌入向量的余弦相似度大于 0.2, 且与所有已证明引理嵌入向量的余弦相似度大于 0.08. 每
次调用 ChatGPT 时, 输入内容遵循图 1(b)的格式, 包括任务描述、1–3个示例和待解定理, 示例个数依据输入文

本长度动态决定. 同时, 我们从提供的示例集中选取与当前定理相近的示例, 并保证所采示例不涉及正在证明的定

理. 在引理迭代证明时, 直接证明方法 DPM 循环边界 l1=1, 即定理证明时无需调用引理; 引理库驱动证明方法

LDPM 循环边界 l2=5, 即定理证明时需要调用引理, 大模型会生成 5 个候选引理, 引理迭代深度 depth=2, 即定理

需要调用引理, 引理又可以调用子引理.
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 3.4   主要结果

表 1结果显示, DSP方法在线性数据结构算法定理的证明中取得了 44.00%的成功率, 相比 Sledgehammer基
准方法提升 8.00%, 并多完成了 4个定理的证明. 该增益主要得益于大语言模型对复杂定理的化简与推导能力, 通
过将复杂定理合理划分为多个相对简单的子命题, 使得证明难度降低. 随后, DSP+方法将成功率提升至 62.00%, 相
比 DSP方法实现了 18.00%的增长, 并多证明了 9个定理. 其改进策略体现为借助新引理对定理证明提供辅助支

持, 有效缓解了大语言模型在生成长篇幅形式化证明时易出错的局限, 使证明过程趋于简化和模块化.
 
 

表 1　不同证明方法在线性数据结构算法定理上的验证成功率
 

分类 方法 stack bounded
stack

FIFO
queue

priority
queue sublist 成功率 (%)

基线

Sledgehammer 5 1 1 2 9 36.00
DSP[15] 5 3 2 2 10 44.00

DSP+引理 (DSP+) 5 6 2 2 16 62.00
LDPM 5 8 2 6 20 82.00

消融

–联合请求 5 8 2 3 14 64.00 (−18.00)

–迭代证明 5 6 2 2 16 62.00 (−20.00)

–引理反思 5 8 2 4 14 66.00 (−16.00)
 

LDPM在本研究涉及的线性数据结构定理验证中达到了 82.00%的成功率, 较 DSP+方法成功率提高 20.00%,
额外证明 10个定理. 其核心优势在于其引入了引理库驱动的证明方法, 设置了一个线性数据结构算法定理共享的

自定义引理库, 并收录所有证明成功的引理. 借助该库, 定理之间的内在联系得以强化, 信息得以复用, 进而大幅提

高了定理证明的成功率.
表 2结果显示, 基准方法 Sledgehammer的在线性数据结构算法定理上的验证总时间仅为 90.00 s, 因为它无需

对定理陈述的形式化证明草图进行证明, 而是对定理陈述直接使用 Sledgehammer工具进行自动化验证. 同时, 该
方法未使用大语言模型, 因此无需计入 LLM调用时间. DSP+方法的总验证时间为 6 027.63 s, 约为 DSP方法总验

证时间 (1 848.76 s)的 3倍. 这是因为在引入新引理辅助定理证明的过程中, 需要额外的 LLM调用时间和 Isabelle
验证时间, 从而增加了总体时间成本. LDPM方法的总验证时间为 4 520.72 s, 约为 DSP+方法的 0.75倍. 这是由于

LDPM设置了一个线性数据结构算法定理共享的自定义引理库, 并保存所有证明成功的引理, 从而减少了 LLM调

用时间和 Isabelle验证时间.
 
 

表 2　不同证明方法在线性数据结构算法定理上的时间成本
 

基线
类型 时间成本 (s)

stack bounded stack FIFO queue priority queue sublist LLM调用时间 Isabelle验证时间 验证总时间

Sledgehammer 5 1 1 2 9 － 90.00 90.00
DSP[15] 5 3 2 2 10 214.86 1 633.90 1 848.76

DSP+引理 (DSP+) 5 6 2 2 16 1 700.07 4 327.56 6 027.63
LDPM 5 8 2 6 20 1 275.05 3 247.67 4 520.72

 

综合表 1和表 2的结果可知, LDPM方法在本研究所涉及的线性数据结构定理验证任务中, 与最先进的方法

比较, 验证成功率从 44.00%提高到 82.00%. 尽管验证总时间约为最先进方法的 2.5 倍, 但在自动定理证明中, 验
证成功率是首要评价指标, 在准确性得到显著提升的前提下, 这个时间开销是可接受的.

 4   分　析

 4.1   消融研究

引理库的持续扩展显著增强了现有自动定理证明器 (如 Sledgehammer所整合的 CVC4、VeriT、Z3、SPASS、
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Vampire和 Zipperposition这 6个外部证明器)的定理证明能力. 为了展示自定义引理库对这些自动定理证明器证

明定理的影响, 本文进行了消融实验, 分别给出了取消不同策略的实验效果, 并比较系统在整个数据集上的性能

差异, 见表 1 和图 3. 通过与基线 DSP+ 的成功率对比可以看出, 这 3 种策略在有界栈 (bounded stack)、优先队列

(priority queue)和子列表 (sublist)上分别多证明了 2条、4条和 4条定理, 结果具有显著差异. 在取消引理联合请

求策略的情况下, LDPM的验证通过率下降至 64.00%. 在取消引理迭代证明策略的情况下, LDPM的验证通过率

下降至 62.00%. 在取消引理反思策略的情况下, LDPM的验证通过率下降至 66.00%. 由此看出引理迭代证明策略

作用最大, 引理反思策略作用最小.
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图 3　LDPM证明定理数量的消融实验
 

如图 3所示, 起初引理库对定理证明没有显著差异, 但随着调用大语言模型的次数增加, 库中的引理数量不断

增长 (散点), 这种积累逐渐对定理证明表现出重要影响. 例如: 图 3(a)优先级队列定理证明中, 在有引理库的情况

下, 使用 LDPM方法优先级队列相关的定理得到了很好的解决, 完成了 6个定理证明. 然而, 在取消引理联合请求

策略的情况下, 验证了 3个定理. 在取消引理迭代证明策略的情况下, 只验证了 2个定理. 在取消引理反思策略的

情况下, 验证了 4个定理. 图 3(b)有界栈定理证明中, 引理库的扩充有效提高了定理的证明成功率, 并且在调用 LLM
的次数明显减少的情况下, LDPM 方法完成了 8 个定理证明. 在取消引理联合请求策略的情况下, 验证了 8 个定

理. 在取消引理迭代证明策略的情况下, 只验证了 6个定理. 在取消引理反思策略的情况下, 验证了 8个定理. 相比

之下, 这 3种情况所需的 LLM调用次数明显多于 LDPM方法.
这一实验结果进一步验证了本文的假设: 自定义引理库有效辅助现有自动定理证明器证明定理, 并随着引理

库的不断扩展, 大大加速定理的证明过程. 这表明构建和扩展引理库是提高定理证明成功率的关键因素, 尤其在处

理线性数据结构算法定理时效果尤为显著.

 4.2   引理库对自动定理证明器证明能力的影响

通过从引理库中筛选相关的引理, 可以扩展自动定理证明器对证明子目标的搜索路径, 以更好地合成证明策

略, 从而提高定理证明的效率. 如图 4所示, 首先基于定理 min_priority_leq_all (确保优先队列中队首元素的优先

级最小)非形式化证明和形式草图证明请求 LLM生成相关引理陈述 distinct_fst_alist_of (当优先队列非空时, 将其

转化成键值对列表, 且所有键值对的第 1个元素是唯一的, 不存在重复)、min_priority_leq_all_aux (在一个按键值

对的优先级有序排列且键唯一的键值对列表中, 头部元素的优先级小于键值对列表中任意其他元素的优先级)和
sorted_alist_of (在生成的键值对列表中, 对所有键值对的第 2个元素按顺序排列). 接着, 逐一证明这些引理, 确保

其正确性, 并将证明成功的引理添加到已证明引理矢量存储中, 刷新引理库以加载最新的引理. 最后, 借助已更新

的引理库, Sledgehammer能够筛选相关引理, 从而合成中间命题 (定理 min_priority_leq_all 形式化证明中的中间

命题 h4)的证明策略, 以确保定理的严格正确性.
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theorem min_priority_leq_all:
assumes a1: "¬ is_empty q" and a2: "v ∈ set |q|"
shows "the (priority q (min q)) ≤ the (priority q v)"

proof -
(* Step 3: Case Analysis *)
show ?thesis
proof (cases "q = empty")

case True
(* Case 1: q is empty, contradicts the premise *)
then have "is_empty q" using alist_of

by (simp add: alist_of_Abs_pq priority_queue.empty_def
priority_queue.is_empty_def)

then show ?thesis using a1 by auto
next

case False
(* Case 2: q is not empty *)
then have "q ≠ empty" by simp
then have h1: "min q = fst (hd (alist_of q))"

by (simp add: priority_queue.min_def)
then have h2: "v ∈ set (map fst (alist_of q))"

by (metis a2 values_def)
(* Step 4: Priority of m and v *)
have h3:"the (priority q (min q)) = the (map_of (alist_of q) (min q))"

by (simp add: priority_def)
also have h4:"... ≤ the (map_of (alist_of q) v)"

by (metis a1 distinct_fst_alist_of h2 min_priority_leq_all_aux
order_refl priority_queue.min_def sorted_alist_of)

finally show ?thesis
by (simp add: priority_def)

qed
qed

证明引理
证明引理

添加 添加
添加

已证明引理矢量存储
引理库

定理形式化证明

lemma sorted_alist_of:
"sorted (map snd (alist_of q))"

(* By the definition of alist_of *)
proof -

have "sorted (map snd (alist_of q))"
using alist_of
by auto

then show ?thesis
by simp

qed

引理形式化证明

lemma min_priority_leq_all_aux :
assumes a1: "sorted (map snd (alist_of q))"

and a2: "distinct (map fst (alist_of q))"
and a3: "v ≠ fst (hd (alist_of q))"
and a4: "v∈ set (map fst (alist_of q))"

shows "the (map_of (alist_of q) (fst (hd (alist_of q)))) ≤
the (map_of (alist_of q) v)"

proof -
(* Step 1: Definitions *)
define min_key where "min_key = fst (hd (alist_of q))"
(* Step 2.1: Analysis of a1 *)
have min_priority_leq_all: "∧p. (min_key, p)∈ set (alist_of q)

the (map_of (alist_of q) min_key) ≤ p"
using a1 unfolding min_key_def
by (simp add: a2)

(* Step 2.2: Analysis of a2 *)
have v_priority_defined: " p. (v, p) ∈ set (alist_of q)"

using a4 by auto
(* Step 2.3: Analysis of a3 *)
have min_key_neq_v: "min_key ≠ v"

using a3 unfolding min_key_def
by auto

(* Step 3: Conclusion *)
show ?thesis

using min_priority_leq_all v_priority_defined min_key_neq_v
by (smt (verit, best) a1 a2 empty_iff empty_set
hd_conv_nth in_set_conv_nth length_map length_pos_if_in_set list.
set_cases map_of_Cons_code(2)map_of_is_SomeI nth_map option.sel
prod.collapse sndI sorted_nth_mono zero_le)

qed

引理形式化证明
lemma distinct_fst_alist_of :

assumes "¬ is_empty q"
shows "distinct (map fst (alist_of q))"

proof (cases "alist_of q")
case Nil
then have "is_empty q"

by (simp add: priority_queue.is_empty_def)
then show ?thesis by (simp add: assms)

next
case (Cons a list)
then have "q ≠ empty" using alist_of

by (metis (no_types, lifting) Abs_pq_inverse
assms distinct.simps(1) map_is_Nil_conv
mem_Collect_eq priority_queue.empty_def
priority_queue.is_empty_def sorted0)

then have "distinct (map fst (alist_of q))"
using alist_of by auto

then show ?thesis by simp
qed

引理形式化证明

lemma distinct_fst_alist_of:
assumes "¬ is_empty q"
shows "distinct (map fst (alist_of q))"

引理陈述

theorem min_priority_leq_all:
assumes a1:"¬ is_empty q" and a2:"v∈ set |q|"
shows "the (priority q (min q)) ≤ the (priority q v)"

定理陈述

lemma sorted_alist_of:
"sorted (map snd (alist_of q))"

引理陈述

请求引理

证明引理

lemma min_priority_leq_all_aux:
assumes a1: "sorted (map snd (alist_of q))"

and a2: "distinct (map fst (alist_of q))"
and a3: "v ≠ fst (hd (alist_of q))"
and a4: "v∈ set (map fst (alist_of q))"

shows "the (map_of (alist_of q) (fst (hd (alist_of q)))) ≤
the (map_of (alist_of q) v)"

引理陈述

theorem min_priority_leq_all:
assumes a1:"¬ is_empty q"
and a2:"v∈ set |q|"
shows "the (priority q (min q)) ≤ the (priority q v)"

定理陈述

图 4　定理 min_priority_leq_all 证明
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 4.3   3 个策略对引理库扩展的影响

图 5展示了引理库中不同子集的引理数量及其有效性. 图 5(a)显示了针对数据结构优先级队列构建的引理库

子集, 图 5(b)则展示了针对数据结构有界栈构建的引理库子集. 每个引理库被分为 3个子集: 第一, 基于定理的非

形式化证明请求的引理 (Lemmas1); 第二, 基于定理的形式化证明草图请求的引理 (Lemmas2); 第三, 通过引理反

思获取的引理 (Reflection lemmas). 蓝色柱状对应各子集中的引理总数; 黄色柱状则代表在定理证明过程中实际被

调用的引理数量, 反映了对定理证明的有效性; 绿色柱状表示在引理证明过程中引用了该子集中引理的数量, 反映

了对引理证明的有效性. 这些数据展示了引理库中通过不同方式构造的子集对线性数据结构算法定理证明的支持

程度.
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图 5　引理库中不同子集数量及其有效性的比较
 

● 引理请求. 引理的构造依托于联合请求策略, 具体分为两条途径: 其一, 基于定理的非形式化证明, 引导大语

言模型生成引理 (Lemmas1); 其二, 基于定理的形式化证明草图, 引导大语言模型生成引理 (Lemmas2). 以图 5(a)
所示优先级队列为例, 最终通过验证的引理总数达 72个, 其中 16个来源于 Lemmas1, 26个来源于 Lemmas2. 两类

引理合计占比 58.33%, 有效丰富了引理库的内容, 增强了其对后续定理证明的支撑能力. 图 5(b)则显示, 这两种方

式构造且被验证的引理在数据结构有界栈中占 56.82% (引理库中引理的数量达到 44个, 其中 12个来自 Lemmas1,
13个来自 Lemmas2), 同样有效地增强了其引理库的内容.

● 引理证明. 采用迭代方式证明这些引理, 保证引理库扩展后的可信性. 如图 5(a)的绿色柱状所示, 在引理

库中, 约 40.3%的引理在证明时引用了其他引理, 这显著促进了引理的证明. 从有效性指标来看, Lemmas1 子集

表现最佳, 共计 10条引理被后续证明所采用, 有效性达 62.5%. Lemmas2 子集虽然被引用的引理数量最多, 但其

有效性稍逊, 为 50.0%. 而 Reflection lemmas 子集则在引用规模与有效性两个维度上均位列最末. 在图 5(b) 中,

子集 Lemmas1 同样展现出最高的有效性, 该现象进一步凸显了 Lemmas1 子集中引理的独特价值, 其内在原因

可能与引理的构造路径密切相关: Lemmas1依托定理的非形式化证明引导大语言模型生成引理, 从而从全局证

明视角中归纳出具有较强普适性的引理; 而 Lemmas2与 Reflection lemmas则聚焦于形式化草图中的特定中间

命题, 所生成的引理虽具有较强的针对性, 但通用性相对不足. 综上所述, 引理库中的引理体现了数据结构的通

用性和针对性.

● 引理反思. 如图 5(a) 所示, 在数据结构优先级队列上, 通过引理反思获取了 30 个引理, 有效的扩展了引理

库. 如图 5(b)所示, 在数据结构有界栈上, 通过引理反思获取了 19个引理, 同样有效的扩展了引理库. 尽管在图 5

中, 子集 Reflection lemmas的引理数量显著高于子集 Lemmas1和 Lemmas2, 但其对定理证明的有效性却极低. 具

体而言, 图 5(a)中的黄色柱状显示, 子集 Reflection lemmas的引理在定理证明中并未被引用, 数量为 0; 而图 5(b)

则显示, 该子集在定理证明中的有效性仅为 5.3%, 为所有子集中最低. 这表明, Reflection lemmas在促进定理证明

方面的作用有限. 这一现象可能归因于 LLM在缺乏丰富反馈信息的情况下, 其反思能力受到限制. 子集 Reflection
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lemmas在引理证明过程中展现出一定的效用.

 4.4   案例研究

为更直观地说明引理库驱动证明方法的操作过程, 本节引入了两个具体案例. 第 4.4.1节将展示该方法高效地证

明线性数据结构——优先队列算法定理 (min_priority_leq_all). 第 4.4.2节将该方法扩展到证明非线性数据结构——

二叉树重要定理 (size1_height), 进一步探索本文方法的潜力.
本节案例将会使用到辅助定理证明器 Isabelle, 现将该语言的核心关键词简要说明如下.
theorem: 声明待证明的定理, 明确需要验证的命题.
lemma: 声明辅助性的引理, 用于支撑主定理的证明, 作用是拆分复杂证明为多个小目标.
proof: 启动证明过程, 后续紧跟证明策略或分情况讨论.
case: 分情况证明的分支标记.
have: 证明过程中临时推导的中间结论, 用于逐步构建证明链.
then show: 基于前一步的 have结论, 推导并证明当前分支的目标 (?thesis代表当前需证的子目标).
next: 切换到分情况证明的下一个分支.
from: 引用已有的假设、引理或归纳假设.
using: 结合多个假设、引理或自动推理工具完成推导.
by: 调用证明策略 (如 simp简化器、auto自动推理、metis定理证明器、fastforce强力推理)完成当前结论的

证明.
assumes: 声明定理或引理的前提条件, 明确证明的假设边界.
shows: 声明定理或引理的结论, 即需要证明的目标.
qed: 结束证明过程, 标记当前定理或引理的证明完成.

 4.4.1    线性数据结构

(priority q (min q)) ⩽

the (priority q

本研究首先通过联合请求机制生成与待证定理关联的候选引理陈述, 接着借助迭代证明策略对这些引理进行

验证, 并将验证通过的引理收录至引理库中. 在对定理的形式化证明草图进行验证时, 系统从引理库中检索与当前

中间命题相匹配的引理, 以此为自动定理证明器提供支撑, 辅助其合成有效的证明策略, 最终实现对中间命题的

证明, 并确保定理整体形式化证明的正确性. 如图 4 所示, 定理 min_priority_leq_all(“the  

 v)”)表示在优先队列中, 位于队首的元素的优先级具有最小值. 其中, priority 函数的作用是根据给定

的关键值查询其对应的优先级, 而 min 函数则用于获取当前队首元素的关键值. 其具体的证明流程如下所示.

min_priority_leq_all为证目标定理  , 首先请求大模型生成定理非形式化证明, 大模型会根据优先级队列的操

作函数 (如函数 prioprity 和 min), 逐步化简并证明定理 min_priority_leq_all, 整个证明过程被逐层拆解, 构建出逻

辑严谨的推导路径. 随后, 以该非形式化证明为基础, 引导大模型构建出定理的形式化证明草图. 该形式化证明草

图以逻辑形式语言为载体, 遵循自然语言证明所呈现的推理脉络, 逐步构建出完整的形式化推导体系.

(map_o f (alist_o f q)(min q)) ⩽ the (map_o f (alist_o f q)

min_priority_leq_

其次, 大模型构造相关引理辅助验证定理. 根据定理 min_priority_leq_all 的非形式化证明及其形式化证明草

图, 通过联合请求机制引导大模型生成相关的引理. 在此过程中, 大模型对该定理证明可能涉及的引理进行了

分析. 大模型根据优先级队列满足的约束条件: “distinct (map fst xs)”和“sorted (map snd xs)”, 其中“xs”是优先级队

列对应的列表, 函数 distinct 约束优先级队列元素关键值不重复, 函数 sorted 约束优先级队列中元素优先级有序.
通过对定理进行细致分析, 当前定理 min_priority_leq_all 中, 优先级队列对应的列表“xs”等于“alist_of q”, 函数

alist_of 表示将优先队列 q 转换成列表形式. 由此, 大模型提炼出两个核心的新引理: distinct_fst_alist_of、和

sorted_alist_of. 分别约束当前优先级队列元素值不重复和对应优先级有序排列. 形式化草图中一个关键中间命题

(“the   v)”)无法直接被 Sledgehammer验证, 该中间命题的核

心含义在于: 具有最小优先级的元素, 其优先级数值严格小于队列中所有其他元素的优先级. 为完成对该命题的证

明, 大模型基于优先级队列的固有约束条件, 提炼出 4项前置约束, 并以此为基础构建了辅助引理 
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all_aux distinct_fst_alist_o f sorted_alist_o f

min_priority_leq_all_aux

, 充分融合了优先级队列的约束信息. 值得注意的是, 引理   和   分别源自

对定理的不同非形式化证明请求, 而引理   则是基于定理的形式化证明草图所生成的辅助

引理.

distinct_fst_alist_o f min_
priority_leq_all_aux sorted_alist_o f

?x ∈ {xs.distinct (map fst xs) ∧ sorted (map snd

min_priority_leq_all

distinct_fst_alist_o f min_priority_leq_all_aux sorted_alist_o f

order_re f l priority_queue min_de f

然后证明上述引理. 大模型将引理分解为中间命题, 逐个验证其正确性. 以引理  、

 和   为例, 这引理属于优先级队列, 证明时要满足优先级队列的约束要求, 例如

“alist_of   xs)}”. 当所有引理均完成形式化验证并成功入库之后, 系统

进入对定理   形式化证明草图的验证阶段. 此时, Sledgehammer 会从引理库中检索与当前中间

命题相匹配的引理, 并基于这些引理整合生成相应的证明策略. 该机制使自动定理证明器可以充分调用引理库中

存储的引理, 在证明过程中动态构建合适的证明策略. 以某一中间命题的验证为例, 其证明策略可表达为“by(metis
a1 distinct_fst_alist_of h2 min_priority_leq_all_aux order_refl priority_queue.min_def sorted_alist_of)”. 该策略不仅整

合了由大语言模型生成并经严格验证的引理   、  与   ,
同时也调用了系统预定义的定理或引理, 如   、  与  . 通过对这些引理的有机组合,
证明策略得以有效验证草图中的全部中间命题, 从而确保定理 min_priority_leq_all 的最终正确性.
 4.4.2    扩展性案例

t ⩽ 2∧height(t :: ′a

为进一步探索本文方法的适用性, 我们将其推广至非线性数据结构算法定理的证明任务中. 对于需要引理支

持的非线性数据结构定理, 设计合适的引理, 通过逐步推导的方式实现对定理正确性的验证. 定理 size1_height
(“size1   tree)”)描述了二叉树中节点总数与树高的关系, 其核心结论为: 对于任意二叉树 t, 节点总

数不超过 2^{height t}–1 (其中 height t 表示树的高度). 该定理的详细证明步骤如下.

t = lea f t = Node l a r

2∧height l+

2∧height r ⩽ 2∗2∧(max (height l)(height height l height r

首先, 如图 6所示, 大语言模型基于二叉树的递归结构, 分别对   和   两种情形进行证明, 逐
步展开定理 size1_height 的完整证明. 随后, 大语言模型将该非形式化证明转换为形式化证明草图, 并尝试通过

Sledgehammer 对草图内的中间命题进行自动化验证. 然而, 在此过程中出现了一个中间命题 (如: “ 
 r))”). 由于    和    之间的大小关系无法直接确定, Sledgeham-

mer无法直接完成证明.
 
 

图 6　二叉树定理 size1_height 证明
 

2∧a+2∧b ⩽ 2∧

(Suc (max a

为攻克这一证明难题, 借助大语言模型专门为该中间命题生成辅助引理 power_sum (如: “ 
 b))”). 引理 power_sum 与前述证明受阻的中间命题在功能层面具有显著的契合性, 二者具有紧密的对
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应关系, 是攻克该证明难题的关键桥梁. 该引理本身亦被进一步拆分和归纳为多个中间命题, 使得其证明过程转化

为对多个子命题的依次证明, 从而降低了整体证明的复杂性.

power_sum size1_height最后, 借助引理  , 定理   的自动验证得以最终完成. 正是凭借该引理, 此前难以直接证明

的中间命题获得了必要的理论依据, 从而在引理的支撑下被成功推进.

 5   局限性

本文聚焦线性数据结构, 我们将从两方面来阐述其原因.
一方面, 在形式化定理证明方面由于缺少训练集, 尤其在数据结构定理证明领域, 无法进行大规模实验. 但我

们团队在线性数据结构进行深入研究, 积累了一定数据量的训练集, 因此采取线性数据结构作为研究对象.
另一方面, 本文方法在初始设计与验证过程中, 是紧密围绕线性数据结构的特性进行的. 这主要体现在: 1)核

心引理库的构建. 本文方法引理库重点覆盖了线性结构 (如栈、有界栈、先进先出队列、优先级队列和子列表)
的典型操作 (如迭代、插入、删除)所涉及的归纳原理和状态不变量. 对于非线性结构中更复杂的递归模式 (如多

路递归、嵌套递归)和复杂的状态不变量 (如平衡因子), 当前引理库的覆盖度有限. 2)生成策略的针对性. 本文方

法集成的中间引理生成策略在处理线性、顺序性的数据访问模式时最为有效. 当面对复杂的非线性结构 (如平衡

二叉树的旋转操作、图的遍历) 时, 证明搜索空间会呈指数级增长, 现有策略可能无法高效地生成关键的中间引

理, 从而需要人工干预或策略调整.
因此, 本文方法存在局限性, 尤其是在处理复杂的非线性数据结构算法 (如维护红黑树或 AVL 树的平衡

性)时, 需要对引理库和生成策略进行针对性的增强. 未来的工作将致力于将此框架扩展至更复杂的非线性领域.

 6   结　论

本文提出了引理库驱动证明方法 (LDPM), 旨在通过构建一个不断扩展的引理库, 增强现有自动定理证明器

在处理定理的形式化证明草图中中间命题的能力. 通过融合 LLM与形式化验证技术, 借助定理的非形式化证明和

形式化证明草图启发 LLM生成多个候选引理, 并且对候选引理进行迭代式证明, 从而不断提高引理库的可靠性.
此外, 利用 LLM反思未被证明的引理, 借助 LLM生成更“正确”的引理陈述, 进一步扩展引理库的内容. 与以往方

法集中于构造易证明的形式化草图不同, LDPM特别关注提升自动定理证明器在中间命题处理上的能力. 实验测

试表明, LDPM确实可以提高数据结构算法定理的证明成功率. 本文的消融研究和详细分析显示了 LDPM中每项

策略的有效性.
尽管 LDPM 在实验验证中表现出显著优势, 但其在以下几个方面仍有进一步提升的空间: 首先, 在引理筛选

方面, Sledgehammer当前所采用的筛选策略较为固定, 其机械式的引理选择过程可能使部分关键引理被遗漏, 导
致定理难以成功证明. 针对这一问题, 未来可引入启发式筛选机制, 引导 Sledgehammer进行更为精准的引理筛选,
以提升证明策略生成的效率与准确性. 其次, 在模型生成质量方面, 当前由 ChatGPT输出的候选引理陈述及形式

化草图在领域适配性上仍有提升空间. 针对这一现状, 对 LLM (如 ChatGPT)进行面向特定领域的微调, 有望显著

提升其在该任务中的表现能力. 此外, 在引理反思环节中, 当前输入至 LLM的反馈信息相对有限, 一定程度上制约

了其反思机制的有效发挥, 若能在反思任务中引入更丰富、更具结构化的反馈信号, 将有助于激发模型进行更深

层次的自我优化, 从而提升其在引理构造与迭代过程中的综合性能.
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