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摘　要: 隐变量间的因果结构学习, 核心在于从观测数据中挖掘隐变量彼此的因果关联, 是科学研究中揭示现象

本质的一种关键技术. 现有方法普遍依赖“纯子”假设, 即隐变量对应的观测子代变量 (测量变量) 间不存在直接

的因果连接边, 该假设在许多现实场景中往往无法成立, 从而导致现有方法可识别性受限. 针对该挑战, 考虑“非

纯”测量场景下的隐变量识别性问题, 提出线性非高斯无环隐变量模型 (linear non-Gaussian acyclic latent variable

model, LiNGLM), 该模型允许观测变量间存在因果关联. 基于该模型, 提出一种隐变量结构学习 (latent variable

structure learning, LLSTIN)算法, 该算法基于变换独立噪声 (transformed independent noise, TIN)条件及其建立的

图准则, 首先通过因果聚类构建 (build causal cluster, BCC)算法提取各隐变量对应的“单因子集”来识别隐变量的

存在, 然后选取集合中的“根”观测变量作为隐变量的有效代理, 进而识别隐变量间的因果关系. 从理论上证明算

法可正确提取单因子集并进一步识别隐变量因果结构, 仿真数据与真实数据实验结果进一步验证所提算法的正

确性和有效性.
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Abstract:  Learning  the  causal  structure  among  latent  variables  is  a  key  technique  for  revealing  the  underlying  mechanisms  of  phenomena
in  scientific  research,  with  its  core  objective  being  to  infer  causal  relationships  between  latent  variables  from  observational  data.  Existing
methods  generally  rely  on  the  “pure  child”  assumption,  which  assumes  that  no  direct  causal  connections  exist  among  the  observed  child
variables  (measurement  variables)  corresponding  to  latent  variables.  However,  this  assumption  often  fails  to  hold  in  many  real-world
scenarios,  thus  limiting  the  identifiability  of  existing  methods.  To  address  this  challenge,  this  study  investigates  the  identifiability  of  latent
variables  under  the  “non-pure”  measurement  setting  and  proposes  a  linear  non-Gaussian  acyclic  latent  variable  model  (LiNGLM)  that
allows  causal  relationships  among  observed  variables.  Based  on  this  model,  a  latent  variable  structure  learning  (LLSTIN)  algorithm  is
proposed.  This  algorithm  is  based  on  the  transformed  independent  noise  (TIN)  condition  and  the  graph  criterion  established  thereby.  First,

 
 

*   基金项目: NSFC-区域创新发展联合基金 (广东) (U24A20233)
收稿时间: 2025-10-14; 修改时间: 2025-11-11, 2025-12-26; 采用时间: 2026-01-12; jos在线出版时间: 2026-05-20 

软件学报 ISSN 1000-9825, CODEN RUXUEW E-mail: jos@iscas.ac.cn
[doi: 10.13328/j.cnki.jos.007633] [CSTR: 32375.14.jos.007633] http://www.jos.org.cn
©中国科学院软件研究所版权所有. Tel: +86-10-62562563

mailto:cairuichu@gmail.com
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
http://www.jos.org.cn/1000-9825/7633.htm
mailto:jos@iscas.ac.cn
https://doi.org/10.13328/j.cnki.jos.007633
https://cstr.cn/32375.14.jos.007633
http://www.jos.org.cn


the  “single-factor  sets”  corresponding  to  each  latent  variable  are  extracted  through  the  build  causal  cluster  (BCC)  algorithm  to  identify  the
existence  of  latent  variables.  Then,  the  “root”  observed  variables  in  the  sets  are  selected  as  effective  proxies  for  latent  variables,  and  the
causal  relationships  between  latent  variables  are  further  identified.  This  study  theoretically  proves  that  the  proposed  algorithm  can  correctly
extract  single-factor  sets  and  further  identify  the  causal  structure  among  latent  variables.  Simulation  data  and  real-world  data  experimental
results further verify the correctness and effectiveness of the proposed algorithm.
Key words:  causal structure learning; linear non-Gaussian; “impure” measurement scenario; transformed independent noise

因果关系发现是探寻事物间因果联系的研究手段 [1,2]. 在心理学研究中, 从行为观测、问卷数据及实验记录等

资料中挖掘变量间真实因果关联, 是揭示心理现象本质、构建理论模型与优化干预策略的关键 [3,4]. 在传统的因果

发现任务中, 研究人员专注于发现可测量的变量之间的因果关系, 已经有许多解决此问题的尝试 [5,6]. 而在一些研

究中, 科学家们需要推断隐变量之间的因果关系. 例如, 为了研究“开放性”与“外向性”等人格特征之间的关系, 心
理学家通过设计相应的调查问卷来间接测量这些感兴趣的潜在因子 (即隐变量). 在这种情况下, 如何从隐变量的

可观测后代变量 (也称测量变量)来推断隐变量间的因果关系成为研究的关键.
在没有任何假设下, 从观测数据推断隐变量的因果结构是一个难以实现的任务. 为此, 研究者通常对模型施加

参数化假设. 例如, Silvar等人 [7]提出了一种线性隐变量模型, 在“3个纯子代”的假设下, 基于 Tetrad约束, 设计了

一种两阶段的隐变量因果结构学习算法: 即通过 Tetrad 约束识别因果聚类, 定位隐变量, 然后基于因果聚类的信

息, 间接推断隐变量间的因果结构. Huang等人 [8]和 Dong等人 [9]在此基础上, 将该识别性结果推广到线性隐变量

层级结构上, 并给出了更一般化的结构学习算法. 尽管这些方法推动了隐变量因果结构的识别性边界, 但是这些方

法仅利用观测变量间的二阶统计量信息来推断因果结构, 存在马尔可夫等价类的问题, 即部分隐变量间的因果方

向是无法识别的.
为了解决隐变量间的马尔可夫等价类问题, 一种主流的解决方案是引入非高斯假设. Cai等人 [10]基于非高斯

性假设提出 Triad 约束方法, 通过构造测量变量间的伪回归残差并检验其独立性, 首次回答了隐变量间因果方向

的识别性问题; Xie等人 [11]针对 Triad约束仅适用于单因子模型的局限性进行扩展, 提出广义独立噪声条件 (genera
lized independent noise, GIN), 使其能够识别变量集之间的因果序. Chen等人 [12]基于 GIN条件, 讨论了隐变量因果

结构可识别的最小非高斯性条件. 近年来, Xie等人 [13,14]基于 GIN条件提出了一种递归学习策略, 回答了线性非高

斯隐变量层级结构模型的识别性问题. Jin等人 [15]讨论了基于 GIN条件可识别的隐变量因果结构边界. Chen等人 [16]

则进一步探究了基于高阶累积量 (higher-order cumulant)在存在隐变量影响时对因果结构的识别能力. 然而, 这类

研究往往需要满足一定数量的“纯子”假设, 即隐变量对应的观测子代变量 (测量变量) 间不存在直接的因果关系.
这一假设在许多现实场景中常被违反: 例如在研究大五人格 (big five personality)中“外向性”与“宜人性”的关系时,
心理学家通过设计对应的问卷问题作为反映“外向性”“宜人性”的观测指标, 而这些问题之间可能存在直接的因果

联系. 此时相关算法可能得出错误结论或无法提供有效信息, 给现有方法的可识别性带来了挑战.
针对上述挑战, 本文聚焦于“非纯”测量场景, 提出一种更为一般化的隐变量模型——线性非高斯无环隐变量模

型 (linear non-Gaussian acyclic latent variable model, LiNGLM), 该模型放宽了现有的纯子代测量假设 [7−16], 即允许

隐变量的测量变量之间存在直接的因果连边 (如图 1所示). 为了回答 LiNGLM的结构识别性, 本文引入了变换独

立噪声条件 (transformed independent noise, TIN)[17]及其图准则理论, 基于 TIN条件, 可以从存在复杂连接关系的观

测变量提取各隐变量对应的“单因子集” (见定义 5), 并选取单因子集中的“根”观测变量 (见第 3节)作为各隐变量

的有效代理, 进而识别隐变量间的因果关系, 从而提出了 LLSTIN算法. 本文从理论上证明了 LLSTIN算法可以在

“非纯”场景下正确提取和利用单因子集识别隐变量的因果序, 且仿真数据与真实数据的实验结果进一步验证了该

算法的正确性和有效性.
本文第 1节介绍相关工作. 第 2节阐述本研究所需基础知识, 包括因果模型与问题定义. 第 3节介绍因果聚类

构建算法. 第 4节介绍所提出的基于 TIN条件的隐变量结构学习算法. 第 5节通过仿真实验与真实数据实验验证

所提算法的有效性. 第 6节针对本文理论结果所依赖的假设展开讨论. 第 7节附上相关引理证明. 第 8节总结本文

及未来拓展方向.
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图 1　“非纯”场景下本文方法可以处理的示例因果图
 

 1   相关工作

在非时序观测数据的隐变量因果结构学习领域, 主要存在 3类方法: 基于约束的方法、基于得分的方法以及

基于因果函数模型的方法.
基于约束的隐变量因果发现方法以 FCI算法 [18]为代表, 核心原理是通过扩展独立性和条件独立性检验, 识别

观测变量间无法用自身解释的关联模式, 进而推断隐变量的存在及观测变量间因果关系. 然而, 该方法局限在于马

尔可夫等价类问题——无法区分满足相同独立性关系的不同因果结构, 仅能输出候选结构集合.
基于得分的隐变量因果发现方法通过设计包含隐变量的评分函数与搜索策略, 寻找最优因果结构. 这类方法

的核心是将隐变量纳入模型评分体系. 例如, Silva等人 [7]提出扩展贝叶斯得分, 通过对隐变量进行边际化处理, 将
其视为潜在参数纳入模型评分计算, 以此评估包含隐变量的结构合理性; Ng 等人 [19]则将二阶统计量约束转化为

目标优化函数, 设计出基于得分的算法, 通过优化目标函数学习隐变量间的因果结构.
基于因果函数模型的隐变量因果发现方法以线性非高斯无环模型 (linear non-Gaussian acyclic model,

LiNGAM)[20,21]为代表, 其核心原理是假设变量间存在特定函数关系 (如线性、非线性)并引入独立噪声, 通过分析

函数形式与噪声分布 (如非高斯分布)推断因果方向. 此类方法的优势是可突破部分传统约束方法的局限, 处理更

复杂的隐变量关联场景, 但依赖严格的函数形式假设及噪声独立等强条件.

 2   因果模型与问题定义

本文旨在“非纯”场景下回答隐变量间的因果结构学习的问题. 首先介绍因果图模型中常用的基本定义和符号

系统 (第 2.1节), 随后正式定义线性非高斯无环隐变量模型 (LiNGLM)及本文所依赖的假设 (第 2.2节). 最后, 本
文引入变换独立噪声条件及其图准则理论, 该理论结果是本文隐变量因果结构学习算法的关键 (第 2.3 节).

本文涉及的符号及其含义如表 1所示.
 
 

表 1　符号和对应描述
 

符号 含义

DAG G, 简写  有向无环图 (directed acyclic graph, DAG)
V 因果图中节点集合

E 因果图中连接各个节点的边的集合

L 因果图中隐变量节点集

X 因果图中观测变量节点集

c n包含   个观测变量的集合

L (c) c集合   代表的隐变量节点

Li, L j L (i, j = 1,2, . . . ,n)中的单个变量 

Xi, X j X (i, j = 1,2, . . . ,n)中的单个变量 

Vi y V j | S Vi V j S节点   和节点   在给定节点集   的条件下相互独立

Anc(Z) Z Z Anc (Z) = { j | ∃ j ∈ Z, j i}∪ {Z}的祖先节点, 包含   本身, 表示   ↝ 

 2.1   背景知识

为了从观测数据研究变量间的因果关系, 因果图模型 [22]是一种经典的研究方法. 在因果图模型中, 变量间的
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G = {V,E} V = X∪L
E

(
V j,Vi

) ∈ E (i , j)
(
Vi,V j

)
< E V j Vi

V j→ Vi V j Vi

因果关系通常用有向无环图 (DAG) 表示, 该图也称为因果图. 因果图可表示为  , 其中   是节点

的集合,   为边集. 因果图中, 有向边需满足约束: 若对于  , 则  , 此时   称为   的父节

点, 记为  , 边的权重表示   到   的因果强度. 一般而言, 在因果图模型中, 需假设因果马尔可夫条件、因果

忠诚性假设成立.
G = {V,E} Vi ∈ V Vi假设 1. 因果马尔可夫假设 [22]. 对于因果图  , 任意  , 给定其所有父节点,   与所有非后代变量

条件独立.
G = {V,E} Vi, V j ∈ V (i , j) S ⊂ V Vi y V j | S

Vi和V j S

假设 2. 因果忠诚性假设 [22]. 对于因果图   , 任意    和集合   , 若   , 那么

 被集合   中的变量 d-分离.

上述假设保证从数据的统计特性中唯一恢复因果结构的可能性. 其中, d-分离是因果图中判断变量间条件独

立性的关键工具, 通过 d-分离可以确定因果结构图中变量之间是否存在直接的因果边. 具体定义如下所示.
G = {V,E} G Vi, V j ∈ V (i , j) Z ⊂ V

Vi V j Z Z G Vi V j Z

定义 1. d-分离 (d-separation)[22]. 对于因果图  , 对于   上的非邻接节点   集合  ,
 与   之间的所有连通路径被   阻断, 则   在   中 d-分离   与  , 且   满足:

Vm Vi→ Vm→ V j Vi← Vm← V j Vi← Vm→ V j Vm ∈ Z(1)路径上的每个非对撞节点  , 如   ( ), 或者  , 都有  .
Vn Des(Vn) Vi→ Vn← V j Vn < E, Des(Vn) < Z(2)路径上的每个对撞节点   与其后代  , 如  , 都有  .

d-分离刻画了两个节点在图上的结构关系, 而 t-分离将其推广到两个节点集之间的结构关系. 在介绍 t-分离之

前, 首先回顾一下迹的概念.
G = {V,E} G Vi, V j ∈ V Vi V j (P1,P2)

P1 Vi P2 V j P1 P2 Vk

定义 2. 迹 (trek)[23]. 对于因果图  , 对于   上的节点  , 从   到   的一对有序的有向路径 

是一条迹, 其中   的叶子节点是  ,   的叶子节点是  , 且   和   共同的源节点为  .
G = {V,E} M N CM CN VG

M N (P1,P2) P1 CM P2 CN

(CM,CN) M N

定义 3. t-分离 (trek-separation)[23]. 对于因果图  , 设  、  、   、   是   的 4 个子集, 它们不必

不相交. 若对于从   中的节点到   中的节点的每条路径  ,   包含   中的节点, 或   包含   中的节点, 则
称对   将   与   t-分离.

通常来讲, 通过适当的因果假设, 可以从观测数据的分布特性来研究因果图中的“分离”模式 (例如 d-分离、t-
分离), 从而进一步确定隐变量的因果结构.

 2.2   问题定义

本文的理论结果建立在线性非高斯隐变量模型, 在这个模型中, 因果图中变量之间的因果关系可以形式化为

以下公式: 

Vi =
∑
βiPaVi +εVi (1)

PaVi Vi βi PaVi Vi εVi Vi

V = L∪X L X
V

其中,   表示   的父集,   是从   到   的因果效应,   表示   的噪声项, 所有的噪声项都服从非高斯分布, 且
不同的噪声项彼此独立. 令   表示因果图中的变量集,   表示隐变量集,   表示观测变量集. 为了不失一般

性, 假设   中变量的均值为 0. 本文研究的模型如下所示.
G = {VG,EG}定义 4. 线性非高斯无环隐变量模型 (LiNGLM). 线性非高斯隐变量模型, 其因果图  , 定义如下.

VG Ga)   上的分布满足马尔可夫假设, 并且对有向无环图   是忠诚的.
VG = XG ∪LG XG LG XG LGb)  ,   是观测变量的集合,   是隐变量的集合,   和   中的每个变量都是由公式 (1) 中的结

构方程模型生成的.
Gc) 在   中每对变量之间至少有一条路径.

不同于现有的方法, 如 BPC[7]、Triad[10]、GIN[11]、FOFC[24]等, 由于这种“非纯”结构的复杂性, 正确识别隐变

量的存在极具挑战. 因此, 我们需要寻求“非纯”场景下隐变量可识别的结构条件.
Li,L j ∈ L定义 5. 因子集 (factor set). 在 LiNGLM中, 对于任意  , 则:

ci, c j ⊂ X |ci| ⩾ 3, L (ci) = Li

∣∣∣c j

∣∣∣ ⩾ 3, L
(
c j
)
= L j ciyc j | Li/L j ci和c j Li和L j(1)若存在  , 其中  ;  , 使得  , 则   分别为   对应的

单因子集.

c i
j ⊂ X c i

j /y
{
ci, c j
} | Li/L j, c i

j Li和L j(2)若存在  , 使得   则   为   包含的多因子集.
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对于某一单因子集, 集合中的所有观测变量有且仅有一个隐父亲节点. 在给定该隐父亲节点时, 该集合与其他

单因子集分离 (无需与其他所有观测变量分离). 因此, 可以利用单因子集作为隐变量的测量变量, 构建一种“代理

回归” (如 GIN、TIN), 通过判断“代理回归”残差与测量变量的独立性不对称性, 来识别隐变量的因果方向. 而多因子

集中的观测变量至少存在两个隐变量父代, 即存在某一隐变量到多因子集有不小于两条不相交的迹. 这种结构导

致其无法通过单一的隐父亲节点实现与其他单因子集的分离, 这将导致基于 TIN约束构造的“代理回归”无法“阻
塞”来自原因变量的影响, 使得残差与测量变量的独立性不对称性消失了, 无法有效识别隐变量的因果方向. 我们

进一步给出如下的例子来进行说明.
L2 L3 L2 L3 X6和X11

TIN(X6, {X6,X11,X7} = 2, TIN(X11, {X6,X11,X12} = 3 L2 L3

X9 L2 TIN(X9, {X9,X6,X11} = 3, TIN(X11, {X9,X11,X12} = 3

L2 L3

以图 1 中   与   的因果方向识别为例, 若以   与   对应的单因子集变量   作为各自的代理变量, 通
过   (详见第 4 节), 此时 TIN 条件具有不对称性, 可识别出   与 

间的因果方向; 若以多因子变量   作为   的代理变量, 则通过  , 此
时 TIN条件不具有不对称性, 无法识别出   与   间的因果方向. 基于单因子集的定义, 下面给出本文的稀疏结构

约束条件, 这将有助于“非纯”测量场景下隐变量间的方向识别.
条件 1. 稀疏结构约束. 每个隐变量都存在一个单因子集.
条件 1是保证“非纯”场景下隐变量结构识别性的关键条件之一, 其要求每个隐变量存在含至少 3个观测变量

的单因子集, 且允许观测变量间的直接因果关联. 在现实场景中相较于传统的“纯测量假设”更易满足. 例如, 在设

计调查问卷时, 只需为隐变量设计足量观测指标即可, 从而大幅提升了对真实复杂场景的适配性. 关于条件 1的更

多介绍在第 6节作进一步讨论.
本文所研究的问题为: 在观测变量间存在任意因果关联的“非纯”场景下, 如何设计通用算法分离出单因子集,

并进一步设计算法研究隐变量间的因果关系.

 2.3   变换独立噪声条件

在线性非高斯隐变量模型中, 可以利用非高斯性带来的高阶统计量来推断更为复杂的结构信息, 使得“非纯”测
量场景下的隐变量识别性有望得到解决. 在本节中, 本文引入一种变换的独立噪声条件, 并介绍该条件建立的统计

特性与因果图的联系, 这为后续设计相应的结构学习算法提供了理论保证.
Z Y定义 6. 变换独立噪声 (TIN)条件 [17]. 设   和   是观测到的随机变量的两个子集. 假设变量遵循 LiNGAM, 则

TIN的函数定义如下: 

TIN(Z,Y) := |Y| −dim(Ω{Z;Y}).

Z、Y [0, |Y|] |Y| Y
dim(Ω{Z;Y}) Ω{Z;Y} Ω{Z;Y} R|Y| ωTYyZ
TIN(·,·) 是一个函数, 其输入为两个随机向量集  , 返回值为范围在   的整数. 其中,   表示   的维

数,   表示子空间   的维数, 子空间   是   中的一个子空间, 使得  .

IN (Z,Yi) TIN (Z,Z∪Yi) = |Z| GIN(Z,Y)

TIN (Z,Y) = rank (cov (Z,Y)) < |Y|

注释: 与独立噪声 (independent noise, IN)条件 [21]或广义独立噪声 (GIN)[11]不同, TIN具有更丰富的表征能力:
IN与 GIN均可视为 TIN的特例, 即   条件满足当且仅当  ;   条件满足当且仅当

 (其中 rank(cov(·))[23]表示协方差矩阵的秩).
下面, 我们将给出 TIN在 LiNGAM中的图准则, 该准则建立起 TIN条件与因果图的结构联系.

Z Y TIN(Z,Y) k

k S k S Z Anc (Z) S Y (∅,S) Z
Y BY,Anc(Z) k S Anc(Z) Y G Z\S Y\S

定理 1. TIN条件的图表达. 设   和   是观测到的随机变量的两个子集,   返回的整数值   意味着存在

一个维数为   的集合  , 0≤   ≤|Y|. 满足: 1)   表示   的因果效应; 2)   必须通过   影响  ; 3)   t-分离   与

; 4)   的秩为  . 其中,   是从   到   的最小顶点割集 [17], 确保   中没有从   到   的有向路径.
Z1 = {X1,X2} Y1 = {X6,X7} Anc(Z1) Z1 {X1,X2,L1}

Anc(Z1) Y1 L2 L1 L1 X3 L1 X4 TIN (Z1,Y1) = 1

L2 L1 L1 Z1 L2 Y1 {X6,X7} L1

(∅,S1) Z1 Y1 S1 ∈ {L1,L2} Z1 Y1 S1 dim
(
Ω{Z1;Y1}

)
=

|Y1| −TIN (Z1,Y1) = 2−1 = 1 |ω| = 1 ωTY1 y Z1

例 1: TIN条件的图表达示例. 在图 1中, 令   和  ,   包含   所有噪声, 为  ,
此时, 分离   与   的顶点割为   或   (从   到   及   到   的路径均被对撞结构所阻塞), 即  .

 包含来自   的噪声ℇ  , 该噪声变量表示   的因果效应, 且通过   传递给  , 使得   均包含ℇ  . 在图 1中即

 t-分离   与  , 其中  .   中所有的变量到   中所有的变量的路径均需经过  . 此时 

, 即存在  , 使得  .
基于 TIN条件的图表达, 可以设计一种测试方案, 通过检验特定观测变量集之间蕴含的 TIN约束, 来间接推
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断隐变量的存在及对应的因果关系. 本文中我们推广 BPC+MIMBuild的框架 (一种在线性高斯且纯的测量模型场

景下的隐变量发现框架)[7], 通过首先识别因果聚类来推断隐变量的存在性, 而后基于因果聚类为对应的隐变量父

亲选择合适的代理变量集来推断隐变量之间的因果关系.

 3   因果聚类构建算法

本节针对隐变量对应的观测变量间存在“非纯”关联的问题, 提出一种适用于 LiNGLM的约束集. 基于该约束

集带来的结构信息, 我们提出了一种基于因果聚类构建 (build causal cluster, BCC)算法, 该方法的核心思路是: 通
过 TIN 条件设计一种基于两阶段分离等价类的策略, 使最终得到的等价类能够分离分属不同单因子集的观测变

量, 从而正确识别出隐变量的存在.
下面先对聚类算法框架进行概述, 随后在第 3.1–3.4节中详细阐述算法的实现细节, 并提供必要的理论保证.
如图 2所示, 因果聚类构建由“子图分离”和“子图搜索”两个阶段构成. 在子图分离阶段, 算法旨在分离不共享

同一隐父亲节点集的观测变量, 确保单因子集的分离; 在子图搜索阶段, 则在子图分离得到的子团中进行搜索, 提
取各隐变量对应的单因子集. 因果聚类构建将基于观测变量确定隐变量数量, 进而识别隐变量的因果结构. 算法 1
展示了 BCC的伪代码, 其核心流程如下.
 
 

子图分离 子图搜索

(a) 完全无向图 (b) 子团 (c) 单因子团 (d) 单因子集

Separate Merge & Del Extract

X3
X4

X5

X6

X7

X8

X9X10

X11

X12

X13

X1

X2

X3
X4

X5

X6

X7

X8

X9X10

X11

X12

X13

X1

X2

X3

X6

X7

X8

X9X10

X11

X12

X13

X1

X2

X3

X6

X7

X8
X11

X12

X13

X1

X2

图 2　因果聚类构建框架 (例子为图 1所示因果图)
 

G G′
在子图分离阶段, 以 Silvar提出的经典算法 FindPattern[7]为基础, 首先利用 d-分离及基于二阶协方差信息的

Tetrad约束集 CS1–CS3对初始图   进行初步分离, 得到图   (第 1行), 再通过第 3.1节提出的引理 1, 确保分属不

同单因子集的两个观测变量之间的连边被完全分离, 形成若干子团 (第 2行); 在子图搜索阶段, 首先执行剪枝操作

以辅助单因子集提取: 利用引理 2合并交点属于单因子集的两个子团 (第 3行), 再通过引理 3剔除多因子团, 保证

剩余的每个团均包含一个单因子集 (第 4行), 最终通过单因子集搜索算法提取所有单因子集 (第 5行).

算法 1. BCC算法.

D FindPattern输入: 数据  , 经典算法  ;

S Sets输出: 单因子集列表  .

G′← FindPattern(D)1. 

Cliques← UseNCS(G′) G′2.   /*通过引理 1分离   中不同单因子集*/

C′← Merge(Cliques)3.   /*通过引理 2合并交集为单因子集的两个团*/

S Cliques← Del(C′)4.   /*通过引理 3剔除多因子团*/

S Sets← Extract(S Cliques)5.   /*单因子集搜索算法*/

 3.1   基于非高斯约束集的子图分离

在子图分离阶段, 算法的核心任务是从因果图中识别并分离分属不同单因子集的变量对, 并在经 FindPattern
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G′初步分离得到的   中删除它们之间的连边, 为后续单因子集的提取奠定基础. 以图 2为例, 从 (a)到 (c)展示了真

实因果图从初始完全无向图逐步处理至单因子集提取的全过程. 这一阶段的关键挑战在于: 如何以最少的图语言

约束为代价, 精准识别并抽离分属不同单因子集的变量对.
为实现这一目标, 本文通过两阶段筛选确定目标等价类, 具体流程如下.
(1)第 1阶段: 从图中筛选被隐变量集 d-分离的两个观测变量簇.

G

(2)第 2阶段: 验证两簇的核心变量是否共享隐父亲节点集. 若二者不共享同一隐父亲节点集, 则在完全无向

图   中删除它们之间的连边, 有助于后续单因子集的提取.
基于上述思路, 我们提出由 3条 TIN条件构成的非高斯约束集.

Xi和Xp X j, Xq ∈ X TIN
(
{Xi,

X j}, {Xp,Xq}
)
= 1, TIN

(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3, TIN

(
{Xq}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3 Xi Xp

引理 1. 非高斯约束集 (non-Gaussian constraint set, NCS). 对于变量  , 若存在   使得 

 且  , 则   与   不共享同一个隐父亲节点集.

→← → ← → ←

G′

图解释-非高斯约束集能够实现不同单因子集之间的分离. 如图 3表示不同约束集下的等价类, 其中虚线边代

表无向边 ( )、正向边 ( )或反向边 ( ); 实线边代表正向边 ( )或反向边 ( ); 大括号 ({})表示两个变量等

价; 绿色标记对应 TIN约束下的顶点割. 如图 3(b-4)所示, 在约束条件 b下, 存在分属不同单因子集且不共享同一

隐父亲节点集的变量等价类. 若单因子集中的变量与多因子集中的变量仅存在一条迹, 引理 1 仍可分离二者, 如
图 3(b-1)–(b-3)所示, 在约束条件 b下存在两类不共享同一隐父亲节点集的变量等价类. 通过引理 1, 可保证图 

中不同单因子集的完全分离, 同时实现部分单因子集与多因子集的分离. 为了确保正文阅读的流畅性, 本文命题以

及定理的证明见第 7节.
 
 

Li

Li

Lj

Lj

Li

Li

(a) Constraints a (b) Constraints b

Lj

Lj

Li

Li

Lj Li Lj

LjLi

Li Lj

LjLi

Xi---Xj Xp---Xq Xi---Xj Xp---Xq

Xi---Xj Xp---Xq Xi---Xj Xp---Xq

Xi---Xj Xp---Xq Xi---Xj Xp---Xq

Xi---Xj Xp---Xq Xi---Xj Xp---Xq

Xi---Xj Xp---Xq

Xi---Xj Xp---Xq

(a-1)

(a-2) (a-4)

(a-3) (a-5)

(a-6)

(b-1)

(b-2)

(b-3)

(b-4)

{ }

{ }

{ } { } { }

{ }

图 3　不同约束集下的等价类
 

X1 X6 L1

L2 X2 X7 TIN ({X1,X2}, {X6,X7}) = 1 X6 Anc (X6) = {L1,L2,X6} TIN ({X6},
{X1,X6,X7}) = 3 TIN ({X7}, {X1,X6,X7}) = 3 X1 X6

例 2: 非高斯约束集示例. 在图 1中, 对于分属不同隐父亲节点的变量   和  , 二者可被各自的隐父亲节点   或

 分离, 即存在变量   和  , 使得  . 对于  , 其祖先集  , 可得 

. 同理  . 综上可判定,   与   不共享同一个隐父亲节点集.

 3.2   基于 TIN 条件的子图搜索

在子图搜索阶段, 算法的核心任务是从团中提取单因子集信息. 为此, 本文提出两条引理 (引理 2、引理 3)进
理行剪枝操作, 使最终剩余的每个子团均对应一个单因子集的存在, 且子团的数量对应隐变量的数量 (结论 1), 这
有助于单因子集的提取.

多因子集的存在导致团的结构复杂多样, 我们首先对子图分离阶段得到的团进行分析, 并基于团的复杂特征

设计团操作规则, 以辅助子图搜索阶段单因子集的提取. 定义如下.
定义 7. 因子团 (factor clique). 对于经过子图分离阶段后得到的子团, 称之为因子团, 其中, 由单因子集组成的

团, 称之为单因子团; 由多因子集组成的团, 称之为多因子团; 由单因子集和多因子集共同组成的团, 称之为混合因

子团.
由于引理 1确保不同单因子集之间相互分离, 任意两个单因子集不会构成团, 因此每个单因子团对应唯一的

隐变量. 多因子团由两个隐变量下的多因子集构成, 它们彼此间存在至少两条迹而无法通过引理 1分离. 多因子团
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不包含单因子集信息, 需予以剔除. 对于混合因子团, 因其包含的两类变量间存在迹而形成: 单因子集的变量存在

一条不经过隐变量且指向多因子集变量的迹, 导致二者无法通过引理 1分离.
{X10,X11,X12} L3 {X4,X5} L1

L2 {X8,X9,X10} X8 L2 {X9,X10} L2 L3

例 3: 因子团示例. 如图 2(b)所示, 单因子团   由   对应的单因子集所构成; 多因子团   由 

和   下的多因子集所构成; 对于混合因子团  , 其中   为   下的单因子集变量,   为   和   下的

多因子集变量.
根据各类团的性质, 上述 3类团相交会形成 3种交集: 第 1类是单因子团与混合因子团相交, 交集为单因子集;

第 2类是两个混合因子团相交, 交集为多因子集; 第 3类是单因子团与多因子团相交, 交集为多因子集. 在子图搜

索阶段, 当两团交集为单因子集时, 本文提出引理 2实现此类团的合并, 以此提取隐变量下的单因子集信息.
Ci, C j ∈C Ci∩C j = Scom Xi ∈Ci\Scom, X j ∈C j\Scom,Xk ∈ Scom

TIN
(
{Xi}, {X j,Xk}

)
+TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
= 3 Scom

引理 2. 合并规则 (merge rule). 对于子团  , 若  , 对任意  ,
当满足   时, 则   为单因子集.

{X6,X7,X8} {X8,X9,X10} {X8} TIN ({X6}, {X8,X9}) = 1,

TIN ({X9}, {X8,X6}) = 2 {X8} X6、X7 X8 X8

X9和X10 {X6,X7,X8,X9,X10}

例 4: 合并规则示例. 如图 2(b)所示, 团   和团   存在交集  , 通过 

 可知   属于单因子集.   与   同属一个单因子集, 而   由于与多因子集存在直接的

迹而无法通过引理 1分离, 与   形成的复合团如图 2(c)所示, 将两个团合并为  .
引理 2用于判断两个子团的交集是否为单因子集, 若是, 则两团可合并为复合团, 以此聚合同一隐变量对应的

单因子集信息, 为后续提取单因子集奠定基础. 若两团的交集为多因子集, 而这类集合无法为隐变量方向的可识别

性提供有效信息, 仅需从两个团中分别剔除该交集部分. 同理, 多因子团因不具备有效信息而属于冗余结构, 可通

过多因子团剔除规则统一剔除, 如引理 3所示.
Ci ∈C Xi, X j ∈Ci C j ⊂C\Ci Xk ∈C j

TIN
({Xk}, {Xi,X j}

)
= 2 Ci

引理 3. 剔除规则 (delete rule). 对于子团  , 若对任意  , 存在  , 且对任意   均满足

, 则   为多因子团.

{X4,X5} L1和L2 {X6,X7,X8}
Xk {L1,L2} ⊂ Anc (Xk) TIN

({Xk}, {Xi,X j}
)
= 2 Xi,X j ∈ {X4,X5} Xi , X j {X4,X5}

例 5: 剔除规则示例. 如图 2(c)所示, 团   为隐变量   下的多因子集. 对于团   中的任意变

量  , 因  , 均满足   (其中   (且  )), 据此可识别出 

为多因子团并剔除.

引理 3用于识别并剔除多因子团, 从而聚焦单因子集分析. 在基于因果聚类的构建算法中, 经过子图分离与子

图搜索阶段对团的合并及剔除操作后, 我们对剩余子图的信息进行归纳总结, 得出推论 1如下.
G

G′ {C1,C2, . . . ,Ck} k k ⩾ |L| L

G′′ {C′1,C′2, . . . ,C′m} m m = |L| C′i ,C
′
j ⊂G′′ L

(
C′i
)∩L
(
C′j
)
= ∅

推论 1. 子图信息. 从包含所有观测变量的初始完全无向图   出发, 通过非高斯约束集 (NCS, 引理 1) 处理后

得到图  , 包含   共   个子团, 且满足   (  为隐变量集合). 进一步通过合并规则 (merge rule, 引
理 2)对符合条件的子团进行合并, 并剔除子团间的多因子交集后, 再经剔除规则 (delete rule, 引理 3)处理, 最终得

到图  , 其中包含   共   个子团, 此时  . 则对任意  , 均满足  .

在完成团的合并与剔除操作后, 剩余子团包含单因子团与混合因子团, 且二者都包含唯一的单因子集. 基于此

性质, 设计单因子集搜索算法如算法 2所示.

算法 2. 单因子集搜索.

D S Cliques输入: 数据  , 单因子团  ;
S Sets输出: 单因子集列表  .

S Sets1. 初始化单因子集列表 

Ci ∈ S Cliques Cpair Cmax = 0、 S Set2. For  , 初始化字典   为空、计数值   单因子集   为空(
Xi,X j

) ∈Ci (i , j) Ctin = 03.     For  , 初始化计数值 

Xk ∈ S Cliques\Ci4.         For 
TIN
({Xk} ,

{
Xi,X j

})
= 15.             IF 

Ctin+ = 16. 　　　　 

7.             End if
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Cpair
[(

Xi,X j
)]
=Ctin8. 　　　 

9.         End for
10.    End for

Cmax =max(Cpair.values)11.    

Cpair
[(

Xi,X j
)]
=Cmax

(
Xi,X j

)
S Set12.    对于   的变量对  , 加入单因子集 

S Set S Sets13.    对   去重得到单因子集, 并加入单因子集列表 

14. End for

(
Xi,X j

)
(i , j) TIN

({Xk} ,
{
Xi,X j

})
= 1 Ctin

Cmax

S Set S Sets

S Sets

算法 2 展示了单因子集搜索的伪代码, 该算法以单因子团 (见 BCC 算法第 4 行) 作为输入, 对于每个单因子

团, 算法遍历团中所有变量对  , 若满足  , 则计数   加 1, 并将该计数结果存入变

量对计数字典中 (第 1–10行). 之后, 算法找到变量对计数字典中的最大计数   (第 11 行), 并将所有计数等于该

最大计数的变量对加入单因子集    (第 12 行). 经过去重处理后, 将得到的单因子集加入单因子集列表  

(第 13 行). 当所有单因子团都处理完毕, 算法输出单因子集列表  .

{X6,X7,X8,X9,X10} (X6,X7)、 (X6,X8)和 (X7,X8)

Xk ∈ {X1,X2,X3,X11,X12,X13} TIN
({Xk} ,

{
Xi,X j

})
= 1 {X6,X7,X8}

X9 X10 {X1,X2,X3}
{X1,X2,X3}、 {X6,X7,X8}和{X11,X12,X13}

例 6: 单因子集搜索示例. 如图 2(c)所示, 针对团  , 当变量对为   时,

任取  , 都满足  , 达到最大计数对为 6, 因此将   纳入单因子

集中. 而当变量对包含   或   时, 仅有团   满足 TIN条件, 对应计数对为 3, 故不纳入单因子集. 最终, 识

别出的单因子集为  , 结果如图 2(d)所示.

 4   基于 TIN 条件的隐变量结构学习算法

通过 BCC算法从观测变量中提取单因子集后, 即可基于单因子集学习隐变量间的因果序. 首先, 本文通过命

题 1介绍基于 TIN条件识别隐变量间的因果方向.
Li, L j ∈ L ci和c j ci和c j

Xi和Xp X j ∈ ci\Xi, Xq ∈ c j\Xp TIN
(
{Xi}, {Xi,X j,Xp}

)
= 2, TIN

(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3 Li→ L j

命题 1. 基于 TIN的定向规则. 对于任意  , 其对应的单因子集为  , 若   的根观测变量分别为

, 则对于任意  , 若  , 则  .

在命题 1的基础上, 本文设计一种隐变量因果结构学习方法 LLSTIN (learning latent structure based on TIN),
具体如算法 3 所示.

算法 3. LLSTIN算法.

D BCC输入: 数据  ,   算法;
K输出: 隐变量因果顺序  .

S Sets←− BCC(D)1.   /*(1) BCC算法输出单因子集*/
Ci ∈ S Sets Xroot2. For  , 初始化字典   为空 /*(2) 搜索各单因子集中的根观测变量*/

Xi ∈Ci3.　　For 
X j,Xk ∈Ci\Xi, TIN

({Xi} ,
{
Xi,X j,Xk

})
, 3, Xroot [Ci] Xi4.   　　　若对所有   则   加入 

5.　　End for
6. End for

Lmap S Sets7. 初始化字典   为空, 将   中的子集合映射到隐变量

len
(
Lmap
)
> 0 K8. WHILE  , 初始化因果序列表   /*(3) 搜索因果序*/

Li ∈ Lmap9.　　For 
L j ∈ Lmap\Li10.　　　For 

Li L j11.   　　　　基于命题 1定向, 识别   与   间的因果方向

12.　　　End for
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L j ∈ Lmap\Li, Li→ L j K.add (Li) , Lmap.remove(Li)13.　　　若对于   识别结果均为  , 则 

14.　　End for
15. End while

K16. Return 

该算法工作流程如下: 首先通过 BCC算法输出隐变量对应的单因子集 (第 1行), 其次提取单因子集中的根观

测变量, 在一个单因子集里, 根观测变量的祖先集包含了它们共同的隐父亲节点, 不包含其他观测变量, 可作为隐

变量的理想代理变量. 基于此性质, 算法设计 TIN条件识别根观测变量 (第 2–6行); 并基于每个单因子集初始化隐

变量 (第 7行), 后续基于命题 1逐步识别隐变量中的外生节点 [20,21], 最终确定隐变量间的因果序 (第 8–15行).
推论 2. LLSTIN算法的正确性. 在 LiNGLM中, 假设条件 1成立, 则 LLSTIN算法可以正确识别隐变量及隐

变量间的因果序.

L1、L2和L3 {X1,X2,X3}、 {X6,X7,X8}和{X11,X12,X13}
{X1}、 {X6,X8}和{X11,X12}

L1 L2 TIN(X1, {X1,X2,X6}) = 2, TIN(X6,

{X1,X6,X8}) = 3 L1→ L2 L1→ L3 L1 L2 L3

L2 L1→ L2→ L3

例 7: LLSTIN算法示例. 如图 1所示,   对应的单因子集分别为  ,

第 1步先识别各集合根观测节点, 分别为   (若单因子集全为根观测节点, 此时集合中的变

量均为纯测量变量). 接着, 利用根观测变量推导隐变量因果序, 对于   与   计算 

, 识别出  . 同理可识别出  , 由此识别出外生节点  . 对于   与  , 进一步识别出外生

节点  , 最终隐变量的因果序为  .

 4.1   时间复杂度分析

O(n2m2) n m

O(n2)

O(m2)

⩽ O(n2) O(n2m2)

对于 BCC算法的整体时间复杂度为  . 其中   为观测变量总数,   为样本量. 其计算开销集中在子图分

离与子图搜索两阶段: 子图分离阶段需遍历所有观测变量对  , 每组变量对需验证 3条 TIN条件, 每条 TIN 条

件依赖 HSIC 检验  ; 子图搜索阶段的合并规则验证、剔除规则判定及单因子集搜索, 需遍历子团对或变量

对 (均  ), 核心验证步骤仍为 TIN 条件测试, 因此最终整体时间复杂度为  .

O(n2m2) n m

O(n2m2)

l < n

O(n) O(m2) O(nm2)

l < n

O(l2m2) O(n2m2)

LLSTIN 算法的整体时间复杂度为  . 其中   为观测变量总数,   为样本量. 复杂度由 3 个核心步骤构

成: 一是单因子集提取, 直接调用 BCC 算法, 带来   基础开销; 二是根观测变量识别, 该步骤需遍历所有单

因子集 ( ), 每个单因子集内需搜索对应的根观测节点: 对单个观测变量, 需遍历同集内其他变量构成变量对

( ), 并通过 TIN 条件测试 ( ), 根观测节点搜索操作时间复杂度为  ; 三是因果序推断, 该步骤通过迭

代识别外生隐变量确定因果序: 需遍历所有隐变量对 ( ), 每组隐变量对的因果方向判定依赖命题 1的定向规

则, 时间复杂度为  . 综合 3个步骤计算开销, LLSTIN算法整体时间复杂度为  .

O(n2m2)综上, BCC 与 LLSTIN 算法通过突破“纯子”假设适配真实复杂场景, 以   的可控时间复杂度平衡准确

性与效率, 既能在中小规模观测变量场景 (如心理学量表、医学诊断指标)中高效运行, 且在大五人格研究中验证

有效性 (见实验部分), 其核心逻辑还可迁移至医学病理因子挖掘、社会科学政策分析等领域, 为依赖隐变量分析

的研究与应用提供可靠工具, 具备显著的现实实用性与跨领域影响.

 5   实验分析

本节将对本文提出的算法进行实验评估. 第 5.1 节详细介绍实验的对比方法、所用数据集以及评估指标. 第
5.2和 5.3节针对算法与其他 4种代表性的隐变量因果结构学习算法分别在仿真数据和真实数据的实验情况进行

分析和评估.

 5.1   实验设置

 5.1.1    对比方法

在对比方法的选取上, 本文纳入了 3类具有代表性的线性隐变量因果结构学习算法: 第 1类是基于线性高斯

模型的 ILH 算法 [14], 其核心通过观测变量的秩约束, 实现隐变量的高效定位、基数确定及潜在层次结构识别; 第
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2类是基于线性非高斯模型的方法, 以 GIN[11]及其推广版本 PO-LiNGAM[15]为代表——PO-LiNGAM以 GIN为基

础工具, 适用于测量变量与隐变量共同构成部分观测的因果充分线性系统, 且隐变量可处于因果结构任意位置的

场景; 第 3类是基于线性模型研究隐变量层次因果结构的 LHM算法 [25], 其利用部分非高斯噪声分布数据, 进一步

确定隐变量马尔可夫等价类内的部分方向.

上述算法的可识别性均依赖“纯子”假设, 即要求每个隐变量对应至少存在 2–3个纯测量变量. 与之不同的是,
本文聚焦于该理想化假设不成立的场景, 探索隐变量间因果关系的识别方法.

 5.1.2    数据介绍

仿真数据: 我们设计了 6种不同类型的因果场景: Case1为纯测量场景, 每个隐变量均对应一定数量的纯测量

变量; Case2和 Case3放松“纯”测量假设, 允许观测变量间存在因果关联; Case4为完全非纯场景, 引入潜在混淆变

量的影响; Case5 和 Case6 则聚焦多因子变量的存在, 探究其在“非纯”场景下对算法可识别性的影响. 其中,

Case1–Case6的结构分别如图 4(a)–(f)所示.

 
 

X1

X1

X2

X2

X3

X1 X2 X3 X1 X2 X3

X3

X1 X2 X3

L1

L1

L1

L1
L1L1

L2 L2 L2

L2
L2

L2

L3 L3 L3

L3

L3L3

L4

L4

L4

X4 X4 X4X5 X5 X5X6 X6 X6X7 X7

X7

X7X8 X8

X1 X2 X3 X4 X5 X6

X4 X5 X6

X4 X5 X6

X7 X8

X8X9 X9

X9

X7 X8 X9

X10 X11 X12 X10 X11

X10

X8 X9 X10

X11

X12

X12 X13

X11 X12 X13 X14

(a) Case1 (b) Case2 (c) Case3

(d) Case4 (e) Case5 (f) Case6

图 4　仿真数据因果图
 

εVi

βi ∼ U (−2,−0.5)∪U (0.5,2) V j Vi

α = 0.05

实验数据基于线性非高斯无环隐变量模型生成 (即公式 (1)), 其中噪声项    服从指数分布, 因果边强度

 表示从父变量   指向子变量   的强度. 由于数据具有非高斯特性, 故采用希尔伯特-施

密特独立准则 (HSIC)检验 [26]作为独立测试工具, 显著性水平设为  . 实验中设置了 5k、10k、20k这 3种

样本量, 通过不同随机种子重复实验 10 次, 最终结果取平均值.
真实数据: 为进一步验证所提方法在心理学实证研究场景中的有效性, 本研究采用基于心理调查问卷采集的

大五人格数据集开展实验. 大五人格模型, 又称为五因素模型, 由美国心理学家 Costa和McCrae[27]提出, 是人格心

理学领域描述个体人格差异的经典理论框架, 包含开放性 (Openness)、尽责性 (Conscientiousness)、外向性

(Extraversion)、宜人性 (Agreeableness)和神经质 (Neuroticism), 简称为 O-C-E-A-N. 每个维度均对应明确的心理

学定义与测量指标, 是心理学研究中人格评估的“黄金标准”之一.

本实验所用数据的采集工具基于国际人格项目库 (IPIP)的标准化量表开发, 该量表是心理学领域广泛用于大

五人格测量的公开工具, 每个维度通过 10 个独立的心理学题项 (调查问卷问题) 实现构念的操作化, 确保测量的

信度与效度. 具体维度的测量逻辑与问卷题项设计方向如下.
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a) 开放性 (Openness): 聚焦个体对新体验、抽象思维的接纳程度, 问卷题项围绕“对抽象概念的兴趣度”“想象

力丰富度”“对艺术与创意的敏感度”等核心特征设计, 例如“我常对抽象理论产生兴趣”“我喜欢尝试全新的做事方

式”等.
b) 尽责性 (Conscientiousness): 衡量个体的责任感、条理性与目标导向行为, 题项聚焦“任务完成的严谨性”“计

划的执行力”“对规则的遵守程度”, 如“我总是提前准备好需要的东西”“我会认真完成每一项任务”.
c) 外向性 (Extraversion): 关注个体的社交倾向与能量来源, 题项围绕“社交活跃度”“热情程度”“寻求刺激的意

愿”设计, 例如“我喜欢成为聚会的中心”“我倾向于主动与陌生人交流”.
d) 宜人性 (Agreeableness): 反映个体的人际合作与共情能力, 题项聚焦“对他人的信任度”“合作意愿”“同理心

表现”, 如“我愿意为他人提供帮助”“我能理解他人的感受”.
e) 神经质 (Neuroticism): 刻画个体的情绪稳定性, 题项围绕“焦虑倾向”“情绪波动频率”“压力应对方式”设计,

例如“我容易感到紧张不安”“小事也会让我情绪低落”.
数据通过开放心理测量网站 (https://openpsychometrics.org/)的在线互动人格测试平台采集, 该平台是心理学

研究领域常用的公开数据收集渠道, 其问卷发放流程符合心理学实证研究的伦理规范 (如知情同意、匿名参与).
本次实验最终获取的数据集包含近 20 000 条有效数据, 覆盖 5个维度共 50个心理学测量指标 (每个维度 10个题

项). 我们对数据执行标准化处理, 使其均值为 0且方差为 1.
 5.1.3    评估方法

在实验中, 本文将 BCC算法输出的测量模型与 LLSTIN算法重建的结构模型 [28], 分别与对比方法进行对比以

评估算法的性能. 其中, 为评估测量模型的质量, 本文采用以下指标: 潜在遗漏 (Latent omission)、潜在误报 (Latent
commission)[10,11]. 其中, OL 为遗漏的隐变量数量, FL 为错误识别的隐变量数量, TL 为真实因果图中的隐变量总数,
计算公式为: 

Latent omission =
OL
T L
, Latent commission =

FL
T L
.

为评估结构模型的重建质量, 本文进一步采用 F1得分作为评估指标, 其由精确率 (Precision, PRE)和召回率

(Recall, REC)组成. 精确率反映两个隐变量间重建因果关系中正确估计的比例; 召回率衡量两个隐变量间正确预

测的边占网络中实际边的比例. F1得分综合考虑精确率和召回率, 可全面评价算法性能. 计算公式为: 

F1 =
2×PRE×REC
PRE+REC

.

 5.2   仿真数据实验结果

本节针对仿真数据场景, 对本文所提算法与其他对比方法的实验结果进行分析. 其中, BCC 算法输出的测量

模型评估结果如表 2、表 3所示; LLSTIN算法输出的结构模型评估结果如表 4所示. 其中, 潜在遗漏和潜在误报

值越低越好, F1得分越高越好. 具体实验结果分析如下.

L3

在隐变量结构学习任务中, 对比方法中表现最优的为 ILH 算法, 但该算法的性能受场景复杂度显著影响: 随
着观测变量间因果关联增强、纯测量变量占比降低, 其输出准确性明显下降. 注意到, 对于 Case2, 现有方法的效

果均不佳, 这是由于现有的方法要么需要假设 3 个纯的子代 (如 FOFC[24]), 要么需要非高斯假设且至少两个纯的

子代 (如 Triad、GIN[10,11]). 而我们的方法也无法达到理想的性能, 主要原因在于此时条件 1 “每个隐变量都存在一

个单因子集”不成立, 其中   下的观测变量数为 2, 不存在单因子集, 则算法无法检测到该隐变量的存在, 导致效果

不佳. 相比之下, 本文所提算法在其他实验场景中均保持最佳性能. 虽然在测量模型学习的“潜在遗漏”指标评估中,
BCC算法表现略逊于 ILH 算法, 这主要源于 BCC算法依赖大量 TIN条件测试, 而独立性测试的准确性对其性能

形成了一定限制. 而在“非纯”测量场景下, ILH将观测变量间的因果关联错误建模为额外隐变量的影响, 这种建模

方式虽试图适配复杂关联, 但代价是产生更高的潜在误报——其常将实际受单个隐变量影响的观测变量, 错误建

模为由多个隐变量复合构成的层级隐变量系统, 导致对隐变量结构的推断偏离真实情况. 此外, LHM、PO-LiNGAM
与 GIN 这 3 种方法整体表现不佳, 算法均受限于“纯测量模型”假设, 当该假设不成立时, 算法无法适配观测变量
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间的复杂关联, 难以实现隐变量间因果序的有效识别.

总体而言, LLSTIN算法在仿真数据的隐变量结构学习任务中表现突出, 在所有实验场景下均保持最佳性能,

有效克服了场景复杂度上升、纯测量变量减少带来的性能波动问题. 相较于现有其他算法, 在“非纯”测量场景下 LLSTIN

更能稳定、准确地实现隐变量结构的识别.
 
 

表 2　潜在遗漏评估
 

Case 样本量 (k) Ours (BCC) ILH LHM PO-LiNGAM GIN

Case1
5 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0)
10 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0)
20 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0) 0.00 (0)

Case2
5 0.40 (2) 0.00 (0) 0.20 (6) 0.33 (5) 0.10 (6)
10 0.37 (1) 0.00 (0) 0.20 (4) 0.26 (4) 0.13 (5)
20 0.33 (0) 0.00 (0) 0.23 (3) 0.13 (2) 0.13 (3)

Case3
5 0.10 (3) 0.00 (0) － － －

10 0.05 (1) 0.00 (0) － － －

20 0.05 (1) 0.00 (0) － － －

Case4
5 0.07 (2) 0.00 (0) － － －

10 0.03 (1) 0.00 (0) － － －

20 0.00 (0) 0.00 (0) － － －

Case5
5 0.10 (3) 0.15 (2) － 0.33 (3) －

10 0.08 (3) 0.15 (2) － 0.30 (3) －

20 0.05 (2) 0.08 (1) － 0.30 (2) －

Case6
5 0.10 (3) 0.00 (0) － 0.40 (2) －

10 0.07 (2) 0.00 (0) － 0.37 (3) －

20 0.03 (1) 0.00 (0) － 0.33 (2) －

注: 括号中的数字表示算法无法正确解决问题的次数. 如果一个方法的结果总是错误的, 则用符号“－”表示
 

 
 

表 3　潜在误报评估
 

Case 样本量 (k) Ours (BCC) ILH LHM PO-LiNGAM GIN

Case1
5 0.00 (0) 0.00 (0) 0.13 (0) 0.03 (0) 0.00 (0)
10 0.00 (0) 0.03 (1) 0.125 (0) 0.03 (0) 0.00 (0)
20 0.00 (0) 0.00 (0) 0.15 (0) 0.03 (0) 0.00 (0)

Case2
5 0.00 (0) 0.53 (5) 0.47 (6) 0.20 (5) 0.37 (6)
10 0.00 (0) 0.50 (4) 0.40 (4) 0.22 (4) 0.37 (5)
20 0.00 (0) 0.43 (2) 0.30 (3) 0.20 (2) 0.40 (3)

Case3
5 0.00 (0) 0.40 (8) － － －

10 0.00 (0) 0.50 (10) － － －

20 0.00 (0) 0.45 (8) － － －

Case4
5 0.00 (0) 0.67 (10) － － －

10 0.00 (0) 0.57 (7) － － －

20 0.00 (0) 0.53 (6) － － －

Case5
5 0.00 (0) 0.60 (4) － 0.40 (5) －

10 0.00 (0) 0.58 (3) － 0.38 (6) －

20 0.00 (0) 0.60 (4) － 0.40 (6) －

Case6
5 0.07 (2) 0.97 (10) － 0.47 (4) －

10 0.03 (1) 0.93 (10) － 0.50 (5) －

20 0.03 (1) 0.93 (10) － 0.43 (3) －

注: 括号中的数字表示算法无法正确解决问题的次数. 如果一个方法的结果总是错误的, 则用符号“－”表示
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表 4　F1得分
 

Case 样本量 (k) Ours (LLSTIN) ILH LHM PO-LiNGAM GIN

Case1
5 1.00 (0) 0.93 (0) 0.65 (3) 0.95 (0) 0.94 (1)
10 1.00 (0) 0.97 (0) 0.70 (2) 0.95 (0) 0.97 (0)
20 1.00 (0) 1.00 (0) 0.74 (2) 0.98 (0) 1.00 (0)

Case2
5 0.53 (2) 0.30 (5) 0.20 (6) 0.10 (5) 0.25 (6)
10 0.60 (1) 0.35 (4) 0.33 (4) 0.15 (4) 0.32 (5)
20 0.67 (0) 0.45 (2) 0.40 (3) 0.25 (2) 0.37 (3)

Case3
5 0.83 (1) 0.70 (4) － － －

10 0.85 (1) 0.72 (2) － － －

20 0.90 (1) 0.74 (2) － － －

Case4
5 0.90 (0) 0.56 (6) － － －

10 0.95 (0) 0.60 (5) － － －

20 1.00 (0) 0.64 (4) － － －

Case5
5 0.84 (0) 0.30 (7) － 0.11 (10) －

10 0.86 (0) 0.32 (6) － 0.12 (9) －

20 0.92 (0) 0.33 (6) － 0.15 (9) －

Case6
5 0.83 (1) 0.30 (8) － 0.40 (4) －

10 0.87 (1) 0.33 (8) － 0.53 (3) －

20 0.92 (0) 0.37 (8) － 0.60 (2) －

注: 括号中的数字表示算法无法正确解决问题的次数. 如果一个方法的结果总是错误的, 则用符号“－”表示
 

 5.3   真实数据实验结果

在真实数据集实验中, 我们首先利用 BCC算法提取表征不同隐变量的单因子集, 结果如表 5 所示. 算法共输

出 4个单因子集, 对应大五人格数据集的 4大潜在特征, 即开放性、尽责性、外向性、宜人性. 其中, 神经质未提

取出单因子集, 推测原因为其潜在特征下直接关联的测量变量仅 1–2个, 无法构成单因子集.
  

表 5　大五人格数据集的隐变量及单因子集
 

Latent Single factor set

[L1] Conscientiousness

[C1] I am always prepared. [C2] I leave my belongings around. [C3] I pay attention to details. [C4] I make a
mess of things. [C5] I get chores done right away.
[C6] I often forget to put things back in their proper place. [C7] I like order.
[C8] I shirk my duties. [C9] I follow a schedule. [C10] I am exacting in my work.

[L2] Agreeableness
[A1] I feel little concern for others. [A2] I am interested in people. [A3] I sympathize with others’ feelings.
[A4] I am not interested in other people’s problems. [A5] I have a soft heart. [A6] I am not really interested in
others. [A7] I take time out for others. [A8] I feel others’ emotions.

[L3] Openness
[O1] I have a rich vocabulary. [O2] I have difficulty understanding abstract ideas. [O3] I am quick to
understand things.

[L4] Extraversion

[E1] I am the life of the party. [E2] I don’t talk a lot. [E3] I feel comfortable around people. [E4] I keep in the
background. [E5] I start conversations. [E6] I have little to say. [E7] I talk to a lot of different people at
parties. [E8] I don’t like to draw attention to myself. [E9] I don’t mind being the center of attention. [E10] I
am quiet around strangers.

 

进一步分析人格维度与各单因子集的对应关系: 尽责性、宜人性、外向性可清晰界定为大部分对应题项的潜

在原因; 而开放性对应的单因子集仅包含 3个题项 (即 O1–O3), 该维度下其他观测变量间可能存在复杂关联, 无法

被统一建模为单因子集. 例如, “I have a vivid imagination.”“I am quick to understand things.”“I have a rich vocabulary.”
分别对应想象力、理解力、词汇量. 从心理机制看, 对经验的开放性可通过积极想象与深度反思催生优质想法; 词
汇量丰富的个体, 更易开展批判性思考与大量阅读, 这类行为也构成想法生成的重要路径.

在数据中存在一类观测变量: 这类变量仅存在观测父亲节点, 即其因果依赖关系仅源于其他可观测变量, 而无

隐父亲节点. 由于有隐父亲节点的观测变量能更直接地表征其对应的隐变量特征, 因此在单因子集提取过程中, 我
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们仅聚焦于受隐父亲节点影响的观测变量. 如“I use difficult words.”的因果依赖关系源于另一观测变量“I have a
rich vocabulary.”, 属于“仅含观测父亲节点”的类型; 而“I have a rich vocabulary.”不仅对“Openness”这一潜在特征的

表征更具代表性, 且其不受其他潜在特征影响, 因此将其纳入“Openness”潜在特征的单因子集.
得到各隐变量的单因子集后, 即可利用 LLSTIN算法发现隐变量间的因果结构, 如图 5所示. 由此可知, 大五

人格的各特质并非孤立存在, 尽责性会通过两种方式影响其他特质: 一是因其守规则、重秩序的习惯, 在社交中更

易尊重他人边界、配合团队, 进而通过他人反馈显露出更高的宜人性, 比如让人觉得 “好相处”; 二是能推动人深

入钻研、持续学习, 知识积累多了会拓宽思维, 从而提升对新事物的接受度 (开放性). 同时, 宜人性和开放性也会

促进外向性, 前者因看重人际和谐而主动参与群体活动, 多社交会让人慢慢变得更外向; 后者因喜欢探索新奇事

物, 愿意突破舒适区去社交, 这种探索欲会直接增强社交活力. 这些特质关联有明确研究支撑, Costa 等人 [27,29]在大

五人格模型研究中指出特质间存在直接或间接影响, Tett 等人 [30]的人格特质交互模型也验证, 个体行为会通过社

交反馈、主动探索等机制强化特质的外在表现.
 
 

尽责性
(Conscientiousness)

开放性
(Openness)

宜人性
(Agreeableness)

外向性
(Extraversion)

图 5　大五人格数据集算法输出隐变量因果结构
 

 6   讨　论

Ci ⩾ 3

Ci = 2

本文突破了传统隐变量因果发现方法依赖“纯测量假设”的局限, 在假设条件 1成立的情况下, 回答了线性非

高斯隐变量模型的识别性. 为了能够推断“非纯”场景下的因果结构, 本文定义了单因子集的概念, 并且要求  ,
这是由于在非纯场景下, 观测变量之间的因果连接影响了这些观测变量作为隐变量的理想测量变量 (例如, 违背了

给定隐变量作为条件集时, 观测变量之间条件独立的稀疏性质, 该性质是构造噪声独立约束的关键), 因此, 需要考

虑第 3个变量作为条件变量, 来构造新的条件独立性. 注意到, 在纯的测量假设场景, 单因子集   就足以推断

隐变量的识别性了 (如 Triad、GIN[11,24]等). 当隐变量对应的观测变量仅 2个, 且观测变量之间存在直接的因果连

接边, 此时, 无法从理论上识别该观测变量集背后的隐变量, 也即, 本文提出的算法无法学到正确的隐变量因果结构.
尽管本模型对单因子集有维数大于 3的要求, 但在实际应用中, 研究者只需为隐变量多收集一两个观测指标

即可满足模型要求; 相比之下, 在复杂现实场景中去强行设计并验证一组完全不存在直接因果关联的“纯测量变

量”, 其难度和成本往往远高于增加观测变量的数量. 因此, 本方法在“非纯”测量场景下的应用潜力更为突出.
在可检验性层面, 本文所利用的 TIN条件可以有效检验存在隐变量影响下观测变量之间的 d-分离关系, 从而

在条件 1 成立的前提下, 识别隐变量的存在性, 并推断隐变量之间的因果结构. 当现实场景中, 条件 1 被违背时,
TIN条件仍然能够检验观测变量之间的 d-分离关系, 但是无法从理论上保证隐变量的存在性以及正确推断隐变量

之间的因果关系. 因此, 如何放宽条件 1到更加一般化的场景下, 是本文未来的研究方向之一.

 7   理论证明

 7.1   引理 1 证明

VG在证明引理 1之前, 我们首先介绍: 在线性非高斯隐变量模型中, TIN条件能够建立起观测变量集   中任意
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两个子集之间迹的联系, 具体内容如定理 2所示.

Z Y VG TIN (Z,Y) = k Vcom = Z∩Y A = Anc (Z)\
Vcom, B = Y\Vcom

定理 2. LiNGLM中 TIN条件的图表达. 设   和   是   的两个子集,  , 令  , 
 则:

|Vcom| = k, k < |Y| AyB | Vcom(1)若  , 则等价于  .

|Vcom| < k SZ, SY ⊂ VG |SZ|+ |SY| = k− |Vcom| SZ,SY A B(2)若  , 则存在  , 满足  , 且 ( ) t-分离   与  .

Vcom = Z∩Y Vcom ⊆ Z ⊆ Anc (Z) Vcom ⊆ Y TIN (Z,Y) = k = |Vcom| Anc (Z)

Y的 Vcom Vcom Anc (Z) Y A B

AyB|Vcom

证明: (1)充分性: 由   可知   且  . 因  , 所有从 

到   路径必经过  , 即   是从   到   的最小顶点割. 同时, 该最小顶点割阻断了   到   的所有路径,
根据条件独立的图论准则, 可推出  .

AyB|Vcom Vcom A B Vcom Anc (Z) Y

|Vcom| = t S′ ⊂ Vcom S′ A B Vcom

A B t TIN (Z,Y) = t TIN(Z,Y) = k t = k |Vcom| = k

必要性: 由   可知   阻断了所有连接   到   的路径, 即   是从   到   的顶点割. 设该顶点

割大小为  , 若存在更小的顶点割  , 则   也会阻断所有连接   到   的路径, 与“   阻断了所有连

接   到   的路径”矛盾, 故最小顶点割的大小为  , 即  . 结合   可得  , 因此  .

TIN(Z,Y) = k S ⊂ VG |S| = k S Anc (Z) Y |Vcom| < k

S S = Vcom∪SZ∪SY SZ ⊆ A, SY ⊆ B |SZ|+ |SY| = k− |Vcom| S Anc (Z) Y

(S∩Anc (Z) ,S∩Y) Anc (Z) Y A = Anc (Z)\Vcom, B = Y\Vcom S∩A = SZ, S∩B = SY

SZ,SY A B

(2) 充分性: 由   可知, 存在   且  ,   是从   到   的最小顶点割. 因  , 可将

 分解为   (其中  ), 故  . 根据 t-分离准则, 若   是分离   到   的

顶点割, 则   可 t-分离   与  , 结合   可得  ,
因此 ( )能 t-分离   与  .

S = Vcom∪SZ∪SY |S| = |Vcom|+ |SZ|+ |SY| = k SZ,SY A B A B

SZ SY Vcom Anc (Z)∩Y S Anc (Z) Y S

S′ ⊂ S (|S′| < k) S′\Vcom A B S Anc (Z) Y
S TIN(Z,Y) = k |SZ|+ |SY| = k− |Vcom| > 0 |Vcom| < k

必要性: 令  , 则  . 因 ( ) t-分离   与  , 所有连接   到   的路径

必经过   或  , 又因   阻断   内的路径, 故   阻断了所有连接   到   的路径, 即   是顶点割. 若
存在更小的顶点割  , 则   需阻断所有连接   到   的路径, 与“   阻断了所有连接   到 

的路径”矛盾, 故   是最小顶点割, 即  . 结合  , 可得  .
接下来, 我们可以开始证明引理 1.

TIN
(
{Xi,X j}, {Xp,Xq}

)
= 1 Z =

{
Xi,X j

}
, Y =

{
Xp,Xq

}
Z∩Y = ∅ SZ, SY ⊂ VG |SZ|+ |SY| = 1 SZ,SY Z Y

G

Anc (Z) =
{
Xi,X j,Li

}{
Xi,X j,Li

} {
Xp,Xq

}
S Li

{
Xp,Xq

}
L j

证明: 首先考虑约束条件 a (Constraints a):  , 其中  . 根据定理 2

(2), 由于  , 存在   且  , 使得 ( ) 能 t-分离   与  . 这意味着从观测变量中可提

取出两个大小为 2的簇, 且二者被某一观测变量分离, 这种情况可通过 d-分离直接在完全无向图   中移除对应连

边 .  因此 ,  此处仅考虑两个簇被隐变量分离的情况 (如图 3(a-1)–(a-6) 所示),  此时   .  分离

 与   的顶点割   为   或   的隐父亲节点  , 且顶点割的大小为 1.

Xi Xp

Xi Xp

TIN
(
{Xi,X j}, {Xp,Xq}

)
= 1 TIN

(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3, TIN

(
{Xq}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3 TIN(

{Xp}, {Xi,Xp,Xq}
)
= 3 Z =

{
Xp
}
, Y = {Xi,Xp,Xq} Z∩Y =

{
Xp
}

SZ, SY ⊂ VG |SZ|+
|SY| ⩾ 2 (SZ,SY) t分离Anc (Z)\Vcom与Y\Vcom Anc

(
Xp
)\ {Xp

} {Xi,Xq}
Anc
(
Xp
)\ {Xp

}∩ {Xq
}
= ∅ Xp→← Xq Xp→ Xq Anc

(
Xp
)\{

Xp
}
= {Li} Li {Xi,Xq} Li TIN

(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 2 Anc

(
Xp
)\ {Xp

}∩{
Xq
}
, ∅ Xp← Xq

{
Li,Xq

} ⊆ Anc
(
Xp
)\ {Xp

} {
Li,Xq

} {Xi,Xq} {Xi,Xq}
TIN
(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3 Xp Xq

在约束条件 a对应的等价类中, 图 3(a-1)–(a-4)中   与   均不共享同一隐父亲节点集, 而图 3(a-5)与 (a-6)中
 与   共享同一隐父亲节点集. 为进一步筛选等价类, 在约束条件 a的基础上加入两条 TIN条件进行约束, 得到约

束条件 b (Constraints b):  , 且   . 以  

 为例 ,  令   ,  由定理 2 (2) ,  因   ,  存在    且  

, 使得  , 即   到   存在大小为 2的顶点割集. 对于图 3(a-5)

与 (a-6) 分析可知, 若   (虚线边代表无向边或正向边, 即   或  ), 

, 此时   到   的顶点割为   本身, 故  , 不满足约束条件; 当 

 (虚线边代表反向边, 即  ), 则  , 此时   到   的顶点割为   本

身, 此时  . 对于   与   之间存在的任何关系, 通过双向验证均可拒绝此类等价类.

Xi Xp

综上, 通过约束条件 b, 可拒绝等价类图 3(a-5)与 (a-6); 对于图 3(a-3)与 (a-4), 部分等价类因不满足约束条件

b被拒绝. 最终, 约束条件 b得到的等价类如图 2(b)所示, 其中   与   均不共享同一隐父亲节点集.

 7.2   引理 2 证明

Scom TIN
(
{Xi}, {X j,Xk}

)
+TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
= 3 0 < TIN(

{Xi}, {X j,Xk}
)
⩽ 2, 0 < TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
⩽ 2 TIN

(
{Xi}, {X j,Xk}

)
= 1, TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
= 2 TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
=

1, TIN
(
{Xi}, {X j,Xk}

)
= 2 Scom Ci\Scom C j\Scom Scom Ci\Scom

证明: 本文通过反证法证明, 假设   为多因子集. 当   时, 由于 

. 此时   或 

. 由于   为多因子集, 若   与   分别只存在一条到   直接的迹. 此时 
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Scom C j\Scom Scom Ci∩C j = ∅ Scom Ci\Scom C j\Scom Scom

Xi ∈Ci\Scom、X j ∈C j\Scom、Xk ∈ Scom TIN
(
{Xi}, {X j,Xk}

)
= 2, TIN

(
{X j},

{Xi,Xk}) = 2

与  、  与   均可通过引理 1 分离, 则  , 与   为多因子集矛盾, 即   与   到 

分别存在至少两条直接的迹. 对于任意  , 则有 

, 与假设矛盾.

Scom Ci\Scom C j\Scom Ci\Scom

Scom C j\Scom Ci\Scom Scom Ci\Scom C j\Scom

Ci\Scom∩C j\Scom = ∅ Ci\Scom Scom TIN
(
{Xi}, {X j,Xk}

)
= 1, TIN

(
{X j}, {Xi,Xk}

)
= 2

C j\Scom TIN
(
{X j}, {Xi,Xk}

)
= 1, TIN

(
{Xi}, {X j,Xk}

)
= 2 TIN

(
{Xi}, {X j,Xk}

)
+TIN

(
{X j},

{Xi,Xk}) = 3 Scom

当   为单因子集时, 此时   或   其中一个为单因子集, 另一个为多因子集. 当   为单因子集

时, 则   存在到   直接的迹. 若   存在一条到   直接的迹, 则此时   与   无法分离, 与

 矛盾. 则   不存在一条到   直接的迹, 即  .

当   为单因子集时, 同理可得  . 则当 

 时,   为单因子集, 证毕.

 7.3   引理 3 证明

Ci Ci Ci

ci Xk Xk ci

Ci Ci

Xi、X j ∈ ci C j ⊂C\Ci Xk ∈C j TIN
({Xk}, {Xi,X j}

)
= 1

证明: 本文通过反证法证明, 假设   不为多因子团. 则   为单因子团或者混合因子团, 此时   中至少包含一

个单因子集  . 在其他团中, 对于包含单因子集的团, 总存在单因子集变量  ,   到   之间的顶点割为 1. 而对于其

余多因子团, 由引理 1 可知   与其余多因子团是可分离的, 则   与多因子团变量之间的顶点割也为 1. 则存在

, 对于任意  , 总存在  , 使得  , 与假设矛盾.

Ci L1 L2 C j ⊂C\Ci C j L1

L2 Xk ∈C j {L1,L2} ⊂ Anc (Xk) Xi, X j ∈Ci Anc (Xk) {Xi,X j}
TIN
({Xk}, {Xi,X j}

)
= 2 Ci

当   为多因子团时, 假定为   和   下的多因子集所构成的多因子团. 则总存在  , 其中   包含   或

 的单因子集. 则总存在  , 使得  , 此时对任意  ,   到   的顶点割为 2,

则有  , 则   为多因子团, 证毕.

 7.4   推论 1 证明

G G′

G

G′ k {C1,C2, . . . ,Ck}
k ⩾ |L| L

证明: 首先, 在子图分离阶段, 通过非高斯约束集 (引理 1) 处理初始完全无向图   得到图  . 引理 1 表明, 非
高斯约束集可识别不共享同一隐父亲节点集的观测变量对, 并在图   中删除其连边, 从而使分属不同单因子集的

观测变量被分离至不同的子团中. 因此, 图   中的   个子团   满足: 不同隐父亲节点集对应的观测变

量集分属不同子团, 且   (  为隐变量集合).
G′其次, 在子图搜索阶段, 对图   中的子团应用合并规则 (引理 2). 引理 2用于判断两个子团的交集是否为单因

子集, 若满足条件则合并为复合团. 由于单因子集属于同一隐变量对应的观测变量集合, 合并操作可将隐变量的单

因子集整合, 确保其信息聚合在一个复合团中; 同时, 剔除子团间的多因子交集, 进一步提取单因子集信息.
然后, 应用剔除规则 (引理 3)剔除多因子团. 多因子团由多因子集组成, 不含单因子集信息, 剔除后剩余子团

均包含单因子集.
G′′ m {C′1,C′2, . . . ,C′m} m = |L|

C′i C′j
L
(
C′i
)

L
(
C′j
)

L
(
C′i
)∩L
(
C′j
)
= ∅

经过上述操作后, 最终得到   中的   个子团  , 且  . 由于每个子团均由同一隐变量对应的

单因子集整合而成, 且分离阶段已确保不同子团对应不同隐父亲节点集, 因此任意两个子团   和   所对应的隐

变量集合   和   必然无交集, 即  .

 7.5   命题 1 证明

L j→ Li TIN
(
{Xi}, {Xi,X j,Xp}

)
Xi Li

Li和L j Anc (Xi) = {Xi,Li,L j} Anc (Xi)

{Xi,X j,Xp} {Xi,X j,Xp} TIN
(
{Xi}, {Xi,X j,Xp}

)
= 3

证明: 本文通过反证法证明, 假设   成立. 此时, 分析条件  , 由于   是   对应单因子

集的根观测变量, 其在观测变量间没有父节点, 其祖先节点包括   , 则   . 则    到

 的顶点割为   本身, 则  , 与假设矛盾.

Li→ L j TIN
(
{Xi}, {Xi,X j,Xp}

)
Xi Li Li

Anc (Xi) = {Xi,Li} Anc (Xi) {Xi,X j,Xp} {Xi,Li} TIN
(
{Xi}, {Xi,X j,Xp}

)
= 2 TIN({Xp}, {Xi,Xp,Xq})

Xp L j Li和L j Anc
(
Xp
)
= {Xi,Li,L j} Anc

(
Xp
) {Xi,Xp,Xq}

{Xi,Xp,Xq} TIN
(
{Xp}, {Xi,Xp,Xq}

)
= 3

假设   成立, 分析条件  , 由于   是   对应单因子集的根观测变量, 其祖先节点包括  ,

则  ,   到   的顶点割为  ,  . 分析条件  ,

由于   是   对应单因子集的根观测变量, 其祖先节点包括  , 则      到 

的顶点割为   本身,  . 证毕.

 7.6   推论 2 证明

证明: 在 LiNGLM中, LLSTIN首先依赖 BCC 算法提取单因子集, 而条件 1保证了每个隐变量存在单因子集,
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最终得到的单因子集数量等于隐变量数量且每个单因子集唯一对应一个隐变量; 其次, 算法从单因子集中识别根

观测变量, 此类根观测变量的祖先集仅含自身与对应隐变量, 无其他观测变量祖先, 能作为隐变量的有效代理; 最
后, 算法通过迭代识别隐变量中的外生变量确定因果序, 结合命题 1 (TIN 定向规则)可识别隐变量对之间的因果

顺序, 识别出其中的外生变量后进行迭代识别, 最终得到隐变量的正确因果序; 因此, LLSTIN 算法可正确识别“非
纯”测量场景下隐变量间的因果序, 理论 2 得证.

 8   总　结

本文针对隐变量因果发现中传统方法依赖“纯子”假设的局限性, 聚焦于“非纯”测量场景, 提出了线性非高斯

无环隐变量模型, 并设计了基于变换独立噪声条件的因果聚类构建 (BCC)算法与隐变量结构学习 (LLSTIN)算法.
其中, BCC 算法可精准提取各隐变量对应的“单因子集”, LLSTIN 算法则利用集中的“根”观测变量作为代理识别

隐变量间因果序. 理论证明与仿真、真实数据实验均验证了算法的正确性和有效性, 相较于传统方法, 在“非纯”场
景下的隐变量识别准确率显著提升. 但研究仍存在模型限于线性关系、高维度场景计算复杂度较高等局限, 未来

的研究可以进一步探索非线性隐变量模型拓展与算法效率优化, 以适应更复杂的数据场景.
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