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摘  要: #SAT在人工智能领域取得了广泛应用,很多现实问题可以规约成#SAT进行求解,得到命题理论的模型个

数.通过对基于扩展规则的#SAT 求解器的深入研究,发现选择规约子句的顺序对极大项空间的大小有着较大的影

响,因此提出两种加速#SAT 求解的启发式策略:MW 和 LC&MW.MW 每次选择具有最大权值的子句作为规约子句; 
LC&MW 每次选择最长子句作为规约子句,若最长子句存在多个,则在多个最长子句中选择具有最大权值的子句作

为规约子句.利用 MW 策略设计了算法 CER_MW,利用 LC&MW 策略设计了算法 CER_LC&MW.实验结果表明, 
CER_MW和CER_LC&MW相对于先前的#SAT求解算法在求解效率和求解能力上都有显著的提高.在求解效率方

面 ,CER_MW 和 CER_LC&MW 的求解速度是其他算法的 1.4 倍~100 倍 .在求解能力方面 ,CER_MW 和

CER_LC&MW 在限定时间内可解的测试用例更多. 
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Abstract:  #SAT is used widely in the field of artificial intelligence, and many real-world problems can be reduced to #SAT to get the 
number of models of a propositional theory. By an in-depth study of #SAT solvers using extension rule, this paper finds that the order of 
reduction clause has great impact on the size of maxterm space. Thus, in this paper two heuristic strategies, MW and LC&MW are 
proposed to enhance the efficiency of solving #SAT. MW chooses the clause with maximum weight as reduction clause in every calling 
procedure; LC&MW chooses the longest clause as reduction clause in every calling procedure and takes the clause with maximum weight 
as tie breaker. The algorithm CER_MW is designed by using MW, and the algorithm CER_LC&MW is designed by using LC&MW. 
According to the experimental results, CER_MW and CER_LC&MW show a significant improvement over previous #SAT algorithms. 
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Comparing the new #SAT solvers with other state-of-the-art #SAT solvers using extension rule also shows that CER_MW and CER_ 
LC&MW are significantly improved over the previous #SAT algorithms in solving efficiency and solving capacity. In terms of efficiency, 
the speed of CER_MW and CER_LC&MW is 1.4~100 times that of other algorithms. In terms of capacity, CER_MW and CER_LC&MW 
can solve more instances in a time limit. 
Key words:  extension rule; model counting; heuristic strategy; maxterm space; reduction clause 

可满足性问题(SAT 问题)是逻辑学中的一个经典问题,也是目前计算机科学和人工智能研究的核心问题,
无论在理论研究还是在实际应用方面,都起着至关重要的作用[1].SAT 问题是判断一个给定的命题公式是否存

在可满足的指派,它是第 1个被证明的NP完全问题[2],很多其他NP完全问题都可以在多项式时间内转化成SAT
问题进行求解.每年一届的 SAT 比赛,使得 SAT 问题求解技术日益成熟,求解效率和求解能力都得到了显著提

高.SAT问题的求解算法主要包括完备算法和不完备算法:完备算法求解准确,但是效率较低;不完备算法求解效

率较高,但是不一定能找到解. 
伴随着 SAT 技术的发展,其扩展问题的研究也取得了一定的进展.SAT 问题的扩展问题主要包括: 
• MAXSAT 问题[3,4],主要是求得一个可满足的指派,使子句集中可满足的子句数最多. 
• #SAT 问题,又称模型计数,用来计算给定命题公式的可满足指派的个数,也就是模型的个数. 
• SMT 问题[5,6],是 SAT 问题在一阶逻辑方面的应用,能处理更加复杂的问题,针对不同的理论,发展出了

不同的研究分支. 
• #SMT 问题[7],用来求解 SMT 问题可满足空间的大小. 
SAT 问题的可满足空间是离散的,所以#SAT 可以求解得到具体的模型数;而 SMT 问题的可满足空间是连

续的,所以#SMT 问题相当于求解 SMT 问题的可满足空间的体积大小. 
#SAT 问题的主要目的是计算给定命题公式的可满足指派的个数,目前的主流#SAT 求解器主要分为两类:

直接求解器(direct model counter)和基于编译的求解器(compilation-based model counter).直接求解器的输入为

CNF 公式或子句集,直接调用算法进行求解;基于编译的求解器首先将输入的 CNF 公式或子句集编译成其他范

式的形式,再调用相应的方法求解,求解过程是间接的.一般来讲,基于编译的求解器的求解能力较强,通常用于

求解规模较大或求解较为困难的问题,但其在求解效率方面低于直接求解器[8].而在实际问题的应用中,通常对

求解效率的要求较高,因此直接求解器的应用范围更加广泛,本文所讨论的求解方法是直接求解的方法. 
直接求解主要包括精确求解和近似求解:精确求解是在可满足空间中调用算法进行精确的计数,最终得到

的模型数是精确的,是一种完备的算法;而近似求解是先精确求解某个子空间的模型数,通过子空间占整体解空

间的比例大小和子空间的精确模型数来估算整体解空间的近似模型数,是一种不完备的算法,通常用来求解规

模较大的问题.Birnbaum 等人直接将 DP 过程扩展到#SAT 求解中,提出了一个#SAT 求解器 CDP[9],为#SAT 求解

器的发展奠定了基础,现有的#SAT 求解器大多基于 CDP 进行改进实现.Bayardo 等人基于 CDP 提出了连接组

件分析策略,提高了 relsat 在模型计数方面的求解能力[10].Sang 等人使用组件缓存技术和子句学习技术提出了

著名的 Cachet 求解器[11,12],该求解器调用了 SAT 求解器 zChaff[13],通过记录冲突和子公式模型个数,极大地简化

了求解过程,该求解器也是目前应用范围最广泛的#SAT 求解器之一.Thurley 提出了 sharpSAT 求解器[14],引入了

BCP 策略与新的缓冲管理模式,求解效率相比 Cachet 有了进一步的提高.Davies 等人利用附加的推理机制减小

了#SAT 求解器的搜索空间,提出了#2csleq 求解器[15],在部分 benchmark 上的求解速度优于 sharpSAT. 
2003 年,Lin 等人提出了扩展规则推理方法(extension rule,简称 ER)[16,17],被著名人工智能专家 Davis 称为与

归结方法互补的方法.与归结方法相反,扩展规则推理方法通过扩展出所有极大项组成的集合判定子句集的可

满足性.殷明浩等人将扩展规则应用到#SAT 问题中,通过将问题求解沿着归结的反方向进行,并利用容斥原理

解决由此带来的空间复杂性问题,提出了一种基于扩展规则的#SAT 求解算法 CER[18],其主要思想是,对于子句

集 T,利用容斥原理求得 T能够扩展出的所有极大项个数;然后用极大项空间的大小减去 T能扩展出的所有极大

项个数,就得到了模型数.CER 直接将扩展规则应用到#SAT 问题中,其空间消耗过大,求解效率较低.赖永等人设

计了不同于#DPLL 的#SAT 求解算法#ER[19],该算法能够选择具有不同特征的子句进行递归求解,并且在递归调
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用的同时使用单文字规则对问题进行化简,结合#DPLL 和#ER 的求解能力提出了混合#SAT 求解算法#CDE[19].
该算法结合前两种算法的优点,较#ER 表现出了更高的求解效率,在互补因子较低的子句也有很好的表现.贾凤

雨等人先后提出了重用极大项相交集计算结果的增量求解算法 RCER[20]和结合互补度求解算法 CDCER[21],这
两种算法都减少了 CER 算法的冗余计算,在互补因子较低的测试用例中,求解效率较 CER 提升显著.Wang 等人

将扩展规则方法推广到了近似模型计数中,提出了 ULBApprox 和 SampleApprox[22],ULBApporx 将 CER 算法中

的极大项个数的下界或上界作为近似的模型数,而 SampleApprox 是在 SampleSat 算法[23]的基础上引入扩展规

则来计算近似模型数,这两种算法也是扩展规则应用于近似模型计数的首次尝试. 
为了提高基于扩展规则的#SAT 求解器的求解效率,本文提出了两种启发式策略:MW(maximum weight)策

略和 LC&MW(longest clause with maximum weight),用于指导规约子句的选择,使极大项空间规模显著减小.实
验结果表明,两种启发式策略都能够显著地提高算法的求解效率和求解能力. 

本文第 1 节对扩展规则推理方法以及符号定义进行简要阐述,详细介绍两种基于扩展规则的模型计数算

法:CER 和#ER,并分析二者在求解过程中存在的不足.第 2 节给出启发式策略 MW 和 LC&MW,分别给出基于这

两种的策略的求解框架.第 3 节对比分析各种算法在不同测试用例中的求解效率和求解能力.最后总结全文,并
对下一步工作进行展望. 

1   扩展规则 

本节给出符号定义以及扩展规则相关的基础知识. 
我们对符号进行约定,令 T={C1,...,Cn},X={x1,...,xm},其中,T 表示一个子句集或 CNF 公式;Ci(i∈{1,...,n})表示

一个非重言式子句;X 表示出现在子句集 T 中的所有变量的集合;xi(i∈{1,...,m})表示一个变量;l 表示一个文字,¬l
表示该文字的否定,每个文字在子句中至多出现一次,一个子句被称为极大项当且仅当它包含变量集 X 的所有

变量;Max(T)表示子句集 T 所扩展出的所有极大项个数;Max(C)表示子句 C 所扩展出的所有极大项个数;M(T)
表示子句集 T 的模型个数. 

定义 1(扩展规则(extension rule))[16]. 给定一个子句 C 和一个变量集 X,x 是 X 中的一个元素,D={C∨x, 
C∨¬x},其中,a∈X 并且 x 和¬x 都不在 C 中出现,将 C 到 D 的推导过程称为扩展规则,D 为 C 使用扩展规则得到

的结果,并且 C 与 D 在可满足性上等价. 
由定义 1 可以看出,扩展规则与归结规则是互补的推理方法;同时,定义 1 应用扩展规则后得到的子句集与

原子句集等价.因此,扩展规则可以被看作是一条新的推理规则.该推理规则的基本思想是,将子句集中的所有

子句全部扩展成极大项的形式,通过极大项的个数来判定子句集的可满足性,利用容斥原理可以很方便地计算

极大项的个数[16]. 
下面简要介绍基于扩展规则的#SAT 求解方法的基本思想.给定子句集 T={C1,...,Cn}和变量集 X={x1,...,xm}, 

CER[18]的主要思想是,利用容斥原理求得 T 能扩展出的所有极大项个数 Max(T ),然后用极大项空间的大小 2m

减去 T 能扩展出的所有极大项个数,就得到了模型数,即 M(T )=2m−Max(T ).CER 直接在极大项空间上进行计数,
内存消耗较大,因此求解能力与求解效率较低. 

#ER[19]的主要思想是,在子句集中随机选择规约子句 C ′,令 T ′=T−{C ′},根据 CER 的思想可知: 
 Max(T )−Max(T ′)=M(T ′)−M(T ) (1) 

因为对于子句集 T 和 T ′而言,二者能够扩展出的极大项个数与其模型数之和都为 2m.由式(1)有如下公式 
成立. 
 M(T )=M(T ′)−(Max(T )−Max(T ′)) (2) 
 M(T )=M(T ′)−M(T ′∧¬C ′) (3) 

式(2)由式(1)进行变换得到,而 Max(T )−Max(T ′)与 M(T ′∧¬C ′)等价[19],故公式(3)成立.由此可知,#ER 可以利

用规约子句 C′来进行递归求解,并且在递归求解的过程中,由于¬C′的使用,产生了大量的单文字,因此,该算法还

能利用单文字规则对所要求解的问题进行化简,在递归的同时,也压缩了极大项空间的大小,提高了求解效率. 
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2   MW 策略和 LC&MW 策略 

在算法#ER[19]中,每次选择规约子句对极大项空间进行规约时,没有考虑子句之间的相互关系,机械地采用

顺序选择策略,没有考虑启发式信息.针对同一子句集而言,选择不同的子句作为规约子句会对极大项空间的规

模产生较大的影响,若极大项空间不能快速地进行规约,会造成空间消耗过大、递归调用次数多等问题,导致算

法的时空效率降低. 
例 1:给定子句集 T={x1∨x2,¬x1∨x2∨x3,x1∨¬x3},变量集 X={x1,x2,x3}.假设选择 x1∨x2 作为规约子句,则 T ′= 

{¬x1∨x2∨x3,x1∨¬x3},#ER 算法的输入为子句集和变量集,此时的返回结果为 M(T,X )=M(T ′,X )−M(T ′,X −{x1,x2});
假设选择¬x1∨x2∨x3 作为规约子句,则 T ′={¬x1∨x2∨x3,x1∨¬x3},此时的返回结果为 M(T,X )=M(T ′,X )−M(T ′,X −{x1, 
x2,x3}). 

观察例 1中两种情况的返回结果,M(T ′,X−{x1,x2,x3}明显较M(T ′,X−{x1,x2}更容易进行计算,前者的极大项空

间为 20,而后者的极大项空间为 21.选择¬x1∨x2∨x3 作为规约子句所产生的单文字是 3 个,而选择 x1∨x2 作为规约

子句产生的单文字是 2 个,子句和变量规模较大时,产生的单文字个数越多,越有利于单文字规则的使用,极大项

空间的规模也能迅速降低.尤其当子句和变量规模较大时,选择规约子句的顺序会对算法的执行效率造成较大

影响.因此,本文设计了两种启发式策略 MW 和 LC&MW,并基于这两种策略分别设计了算法 CER_MW 和 CER_ 
LC&MW 来指导选择合适的规约子句,从而显著地减小极大项空间的规模,减少递归调用次数,提高求解效率. 

在介绍 MW 策略和 LC&MW 策略之前,首先给出变量权值和子句权值的定义,以此来确定选择规约子句时

的优先顺序. 
定义 2(变量权值). 给定子句集 T={C1,...,Cn}和变量集 X={x1,...,xm},x 为变量集 X 中的任意一个变量,记变量

xi 的权值为 w(xi),w(xi)的大小为变量 xi 在子句集 T 中出现的次数. 
定义 3(子句权值). 给定子句集 T={C1,...,Cn}和变量集 X={x1,...,xm},C 为子句集 X 中的任意一个子句,记子

句 C 的权值为 w(C),w(C)的大小为子句 C 包含的所有变量的权值之和,即 

 
1

( ) ( ),  | |
k

i
i

w C w x k C
=

= =∑  (4) 

定义 4(单文字规则). 若一个子句集中包含单文字 l,则可将 l 指派为真,对除 l 外的任意子句 C: 
1) 若 C 包含 l,则从子句集中删除 C; 
2) 若 C 包含¬l,则将¬l 从 C 中删除; 
3) 若 C 不包含 l 或¬l,则不作处理. 

2.1   MW策略 

MW 策略的主要思想:在基于扩展规则的#SAT 求解算法中,每次选择规约子句来规约极大项空间时,优先

选择子句权值最大的子句作为规约子句.若存在两个子句的权值相同,则随机地进行选择. 
直观来讲,MW 策略具有明显优势,因为 MW 策略在选择规约子句时主要倾向于选择以下两种情况的子句: 
1) 子句长度较大,包含的变量数多; 
2) 子句不一定是最长的,但是所包含的变量在子句集中出现的次数较为频繁. 
下面我们对这两种情况的子句进行分析. 
• 针对情况 1),长度较大的子句所包含的变量数较多,因此计算 M(T ′∧¬Ci)时所获得的单文字个数就越

多,使用单文字规则的次数可能会增加,进而减少了计算 M(T ′∧¬Ci)的过程中的递归调用次数,同时使

得极大项空间的规模减小; 
• 针对情况 2),规约子句所包含的变量在子句集中出现的次数较为频繁,这样在使用单文字规则时,可能

会有更多的子句的长度减小,进而有利于子句集产生更多的单文字或短子句,也减小了极大项空间的

规模,可能会使求解效率提高. 
下面描述 MW 策略的实现框架. 
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算法 1. Init(T ). 
1)  初始化变量权值数组 wv、子句权值数组 wc 
2)  for (C∈T ) 
3)    for (x∈C) 
4)      wv(x)+=1; 
5)  for (C∈T ) 
6)    for (x∈C) 
7)      wc(C)+=wv(x). 
算法 1 用于完成变量权值数组和子句权值数组的初始化工作,在整体算法执行前完成.数组 wv 用来保存每

一个变量的权值大小,数组 wc 用来保存每一个子句的权值大小.算法 1 首先对数组 wv 和 wc 进行初始化为 0,
随后依次遍历每个子句中的每一个变量,完成变量权值的计算过程,最后通过累加变量权值得到每一个子句的

权值大小. 
算法 2. MW(T ). 
输入:子句集 T. 
输出:规约子句. 
1)  for (C∈T ) 
2)    if (wc(C)>Max) then 
3)      Max=wc(C); 
4)      C′=C; 
5)  return C′. 
算法 1 已经得到了每个子句的权值数组,算法 2 在算法 1 的基础上执行,遍历子句集中的每一个子句,返回

具有最大子句权值的子句 C′. 
下面对基于 MW 策略的#SAT 求解算法 CER_MW 进行描述. 
算法 3. CER_MW(T,X ). 
输入:子句集 T、变量集 X. 
输出:子句集 T 的模型数. 
1)  if (T=∅) then 
2)    return 2|X|; 
3)  if (∅∈T ) then 
4)    return 0; 
5)  if (T 包含单元子句{l},x 是 l 的变量) then 
6)    return CER_MW({C−{¬l}|C∈T,l∉C},X−{x}); 
7)  C′=MW(T ),x1,...,xk 都是子句 C′中的变量; 
8)  T ′=T; 
9)  for (C∈T ′) 
10)   if (C′与 C 互补) then 
11)     将 C 从 T ′中删除; 
12)   else if (C′≠C) then 
13)     删除子句 C 中与 C′相同的文字; 
14) return CER_MW(T−{C′},X)−CER_MW(T ′,X−{x1,...,xk}). 
算法 3 的基本过程如下. 
对子句集进行必要的判定操作:若子句集为空,则直接返回模型数为 2|X|;若子句集包含空,则直接返回模型
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数为 0;若子句集中存在单文字,使用单文字规则对子句集进行一定的规约,递归调用规约后的子句集作为返回

值.利用 MW 策略选择出规约子句 C′,复制一个子句集 T 的副本 T ′,利用规约子句将 T ′的极大项空间进行规约.
对 T ′中的任一子句 C,若 C′与 C 互补,将 C 从 T ′中删除;否则,删除子句 C 中与 C′相同的文字.该过程相当于对

¬C′所产生的单文字全部使用了单文字规则.利用公式(3)的特性进行递归计算,得到子句集 T 的模型数. 

2.2   LC&MW策略 

我们考虑到在选择规约子句时,选择长度较大的子句作为规约子句可能更为重要,因为子句长度越长,相当

于一次规约所减少的变量数越多.利用这一特征规约极大项空间更为稳定,而考虑规约子句长度的同时,也应尽

可能的考虑变量出现的频率,一旦可以使用单文字规则,考虑这一因素有可能会使得子句集获得更多的单文字

或短子句来减小极大项空间.因此,本文提出了 LC&MW 策略. 
LC&MW 策略的主要思想:在基于扩展规则的#SAT 求解算法中,每次选择规约子句来规约极大项空间时,

优先选择子句长度最长的子句作为规约子句.一般情况下,子句长度的取值范围较小,所选择的最长子句一般存

在多个.若存在多个最长子句,在其中选择权值最大的子句作为规约子句. 
下面描述 LC&MW 策略的实现框架. 
算法 4. LC&MW(T ). 
输入:子句集 T. 
输出:规约子句. 
1)  Σ={C|C∈T,¬∃(C′∈T)L(C′)>L(C)}; 
2)  return MW(Σ). 
算法 4 中,用 L(C)表示任一子句 C 的长度.对子句集 T 中的任一子句 C,若不存在 T 中的其他子句 C′,使得

L(C′)>L(C),则将子句 C 加入集合Σ.此时,Σ为长度最大的一个或多个子句的集合.再将子句集Σ调用算法 2 来选

择规约子句.通过该算法选择的规约子句在首先保证子句长度的同时,也尽可能地使得权值更大. 
下面对基于 LC&MW 策略的#SAT 求解算法 CER_LC&MW 进行描述. 
算法 5. CER_LC&MW(T,X ). 
输入:子句集 T、变量集 X. 
输出:子句集 T 的模型数. 
1)  if (T=∅) then 
2)    return 2|X|; 
3)  if (∅∈T ) then 
4)    return 0; 
5)  if (T 包含单元子句{l},x 是 l 的变量) then 
6)    return CER_LC&MW({C−{¬l}|C∈T,l∉C},X−{x}); 
7)  C′=LC&MW(T),x1,...,xk 都是子句 C’中的变量; 
8)  T ′=T; 
9)  for (C∈T ′) 
10)   if (C′与 C 互补) then 
11)     将 C 从 T ′中删除; 
12)   else if (C ′≠C) then 
13)     删除子句 C 中与 C′相同的文字; 
14) return CER_LC&MW(T−{C′},X )−CER_LC&MW(T ′,X−{x1,...,xk}). 
算法 5 的执行流程与算法 3 基本相同,仅在第 7)行选择规约子句时改变了启发式策略,利用 LC&MW 策略

来选择规约子句. 
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3   实验部分 

在本节中,将本文的 CER_MW 算法、CER_LC&MW 算法与目前最优的几个基于扩展规则的#SAT 求解算

法进行了对比,主要包括#ER[19],RCER[20]和 CDCER[21].实验第 1 部分测试长度随机的 SAT 测试用例,第 2 部分

测试长度固定的 SAT 测试用例.本文的实验平台如下:Windows 8.1 操作系统,CPU Intel(R) Core(TM) i7-4790 
3.60GHz,RAM 8GB. 

3.1   随机子句长度的SAT用例测试 

本文用随机产生器生成了子句长度不固定的测试用例,随机产生器的结果为包含 3 个参数〈m,n,e〉的子句

集,其中,m 为变量个数,n 为子句个数,e 为每个子句的最大长度.m 个变量对应 2×m 个文字,为了保证所生成测试

集的质量,随机产生器在生成每个文字时,2×m 个文字出现的概率是相同的,同时控制生成过程,避免生成重言

式.为增加子句集的求解难度,我们将子句的最小长度设定为 3.目前,基于扩展规则的求解方法都不能解决规模

大的问题,表 1~表 3 中分别给出了〈20,n,10〉,〈30,n,10〉和〈40,n,10〉这 3 种变量数固定、子句数不同的随机测试用

例的实验结果.实验结果为 10 次实验的平均值,time 表示运行时间(单位为 s),“−”表示在 1 000s 内无法对问题进

行求解. 
在表 1、表 2中,CER_MW和CER_LC&MW求解速度都快于RCER,CDCER和#ER,其中,CER_MW比RCER

快 4 倍~64.7 倍,比 CDCER 快 5.5 倍~93.5 倍,比#ER 快 1.4 倍~4.3 倍;CER_LC&MW 比 RCER 快 4 倍~69 倍,比
CDCER 快 5.5 倍~100.2 倍,比#ER 快 1.4 倍~4.5 倍.表 1 中,二者求解速度相当,其原因可能是因为子句集本身的

规模较小,求解时间相差不大,也可能是因为每次使用 MW 策略所选择的最大权值子句同时也是最长子句;表 2
中,CER_LC&MW 比 CER_MW 求解速度更快,说明在选择规约子句的过程中,子句长度这一因素发挥了更重要

的作用.在表 3 中,RCER 和 CDCER 的求解已经非常吃力,大部分问题已经无法求解,因此我们仅给出了#ER, 
CER_MW 和 CER_LC&MW 的对比结果.在表 3 的 9 个测试用例中,#ER 仅能求解前 5 个测试用例,而 CER_MW
和 CER_LC&MW 可以求解所有测试用例,在求解能力上较 RCER,CDCER 和#ER 有较大的提高. 

Table 1  Experimental results on random instances 〈20,n,10〉 
表 1  随机用例〈20,n,10〉的实验结果 

Instances Complementary factor Algorithm 
RCER(s) CDCER(s) #ER(s) CER_MW(s) CER_LC&MW(s) 

〈20,30,10〉 0.756 322 0.001 0.001 0.001 <0.001 <0.001 
〈20,40,10〉 0.741 026 0.002 0.002 0.001 <0.001 <0.001 
〈20,50,10〉 0.693 878 0.004 0.006 0.004 0.001 0.001 
〈20,60,10〉 0.676 271 0.010 0.011 0.004 0.002 0.002 
〈20,70,10〉 0.685 300 0.016 0.019 0.005 0.003 0.002 
〈20,80,10〉 0.678 797 0.033 0.036 0.007 0.004 0.005 
〈20,90,10〉 0.679 151 0.062 0.070 0.010 0.005 0.005 

〈20,100,10〉 0.657 980 0.148 0.190 0.016 0.008 0.008 

Table 2  Experimental results on random instances 〈30,n,10〉 
表 2  随机用例〈30,n,10〉的实验结果 

Instances Complementary factor Algorithm 
RCER(s) CDCER(s) #ER(s) CER_MW(s) CER_LC&MW(s) 

〈30,60,10〉 0.499 435 0.065 0.097 0.021 0.015 0.013 
〈30,70,10〉 0.518 427 0.172 0.214 0.045 0.026 0.024 
〈30,80,10〉 0.514 557 0.380 0.479 0.089 0.048 0.040 
〈30,90,10〉 0.510 362 0.928 1.285 0.217 0.100 0.096 

〈30,100,10〉 0.529 495 1.675 1.997 0.345 0.133 0.119 
〈30,110,10〉 0.509 758 3.765 5.940 0.683 0.253 0.234 
〈30,120,10〉 0.527 451 6.510 9.013 0.985 0.327 0.299 
〈30,130,10〉 0.515 206 16.883 29.040 1.890 0.560 0.510 
〈30,140,10〉 0.518 499 36.443 60.088 2.897 0.843 0.757 
〈30,150,10〉 0.518 479 65.097 94.448 4.280 1.006 0.943 
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Table 3  Experimental results on random instances 〈40,n,10〉 
表 3  随机用例〈40,n,10〉的实验结果 

Instances Complementary factor Algorithm 
#ER(s) CER_MW(s) CER_LC&MW(s) 

〈40,120,10〉 0.323 810 169.462 1.740 2.061 
〈40,130,10〉 0.290 865 175.103 14.148 9.489 
〈40,140,10〉 0.271 285 116.810 3.812 2.808 
〈40,150,10〉 0.320 000 581.076 23.361 27.629 
〈40,160,10〉 0.289 007 583.150 10.966 10.131 
〈40,170,10〉 0.251 082 − 17.471 17.931 
〈40,180,10〉 0.320 608 − 57.742 48.335 
〈40,190,10〉 0.292 509 − 76.723 125.369 
〈40,200,10〉 0.324 724 − 96.222 96.443 

#ER,CER_MW 和 CER_LC&MW 都是采用递归调用的方式来求解问题,MW 和 LC&MW 策略能找到合适

的规约子句,使得极大项空间的规模快速减小,进而使得递归调用次数减少,提高了算法求解效率.下面我们给

出#ER,CER_MW 和 CER_LC&MW 的递归调用次数对比图,图 1~图 3 中分别给出了在〈20,n,10〉,〈30,n,10〉和

〈40,n,10〉这 3 种变量数固定、子句数不同的随机测试用例中,#ER,CER_MW 和 CER_LC&MW 的递归调用次数. 

 

Fig.1  Recursive times of algorithms on random instances 〈20,n,10〉 
图 1  随机用例〈20,n,10〉的算法递归调用次数 

 

Fig.2  Recursive times of algorithms on random instances 〈30,n,10〉 
图 2  随机用例〈30,n,10〉的算法递归调用次数 
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Fig.3  Recursive times of algorithms on random instances 〈40,n,10〉 
图 3  随机用例〈40,n,10〉的算法递归调用次数 

从图 1~图 3 可以看出,CER_MW 和 CER_LC&MW 的递归调用次数要远小于#ER 的递归调用次数.这是由

于 MW 和 LC&MW 策略在选择规约子句时能选择到合适的规约子句,使算法充分发挥扩展规则和单文字规则

的优势,迅速规约极大项空间,进而加速求解过程. 

3.2   长度固定的SAT用例测试 

本节针对长度固定的测试用例进行测试,其生成方法与上节相同,但限定子句的最大长度与最小长度都为

n,表 4、表 5 中分别给出了〈30,100,n〉和〈40,200,n〉这两种变量数固定、子句长度不同的测试用例的实验结果,
表中参数与上节保持一致. 

Table 4  Experimental results on random instances 〈30,100,n〉 
表 4  随机用例〈30,100,n〉的实验结果 

Instances Complementary factor Algorithm 
RCER(s) CDCER(s) #ER(s) CER_MW(s) 

〈30,100,10〉 0.964 444 0.007 0.012 0.001 0.001 
〈30,100,9〉 0.926 263 0.007 0.013 0.002 0.002 
〈30,100,8〉 0.870 303 0.010 0.014 0.002 0.002 
〈30,100,7〉 0.800 202 0.015 0.018 0.006 0.005 
〈30,100,6〉 0.660 606 0.052 0.062 0.025 0.021 
〈30,100,5〉 0.476 970 0.973 1.404 0.289 0.261 
〈30,100,4〉 0.304 444 73.364 146.110 5.614 4.137 
〈30,100,3〉 0.140 404 − − 34.339 30.564 

Table 5  Experimental results on random instances 〈40,200,n〉 
表 5  随机用例〈40,200,n〉的实验结果 

Instances Complementary factor Algorithm 
RCER(s) CDCER(s) #ER(s) CER_MW(s) 

〈40,200,10〉 0.918 693 0.039 0.063 0.015 0.014 
〈40,200,9〉 0.864 724 0.062 0.079 0.035 0.032 
〈40,200,8〉 0.792 462 0.158 0.155 0.091 0.083 
〈40,200,7〉 0.666 281 1.662 1.653 0.869 0.746 
〈40,200,6〉 0.536 583 24.129 28.067 9.637 7.986 
〈40,200,5〉 0.377 940 − − 458.035 310.905 
〈40,200,4〉 0.233 015 − − − − 
〈40,200,3〉 0.111 307 − − − − 

 
在本节的测试用例中,LC&MW 策略不再适用,因为测试用例中的子句长度都相等,LC&MW 与 MW 策略选

择的规约子句一定相同.因此,我们仅给出了 RCER,CDCER,#ER 和 CER_MW 的对比结果. 
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在表 4、表 5 中,对于固定长度的测试用例,其子句长度对该子句集的互补因子有着一定的影响,子句长度

相对越大,子句两两之间互补的可能性就越大.从表中可以看出,子句长度与子句集的互补因子是正相关的,扩
展规则推理方法擅长求解互补因子较高的测试用例,因此当互补因子较高时,4 种算法的求解速度较快;而随着

互补因子的减小,受扩展规则方法本身的影响,算法的求解速度会变慢.从表中的数据可以看出,无论在互补因

子较高的测试用例,还是在互补因子较低的测试用例中,CER_MW 的求解效率都高于 RCER、CDCER 和#ER. 

4   总结与展望 

选择规约子句的顺序对极大项空间的大小有着较大的影响,为此,本文提出了两种启发式策略:MW 策略和

LC&MW 策略.MW 每次选择具有最大权值的子句作为规约子句;LC&MW 每次优先选择最长子句作为规约子

句来减小极大项空间,若最长子句存在多个,则在多个最长子句中选择具有最大权值的子句作为规约子句.本文

根据 MW 策略和 LC&MW 策略分别设计了#SAT 求解算法 CER_MW 和 CER_LC&MW,实验结果表明 , 
CER_MW 和 CER_LC&MW 相对于先前的#SAT 求解算法在求解效率和求解能力上都有显著的提高.在求解效

率方面,CER_MW 和 CER_LC&MW 的求解速度是其他算法的 1.4 倍~100 倍;在求解能力方面,CER_MW 和

CER_LC&MW 在限定时间内可解的测试用例更多. 
目前,虽然基于扩展规则的求解算法在互补因子较高的测试用例上优势明显,但受扩展规则本身的特性所

限,其求解能力并不高,对于变量和子句规模较大的测试用例求解较为困难.未来将进一步研究如何通过启发式

策略或局部搜索的思想来提升#SAT 求解算法的求解能力,使得基于扩展规则的方法适用于大规模的测试用例. 
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