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摘  要: 3D 多尺度几何分析是图像、视频和几何模型等数字可视媒体处理的技术基础,其目的在于高效地表示这

些媒体中存在的点、线、面奇异.为此,依据不同变换捕获奇异的能力演进及其非线性逼近效率的提高,从 2D 图像

多尺度几何分析的研究进展切入,着重阐述视频 3D多尺度几何分析的发展,并将其归纳为 3类:由 2D基函数直接扩

展的 3D 多尺度几何分析、基于 3D 基函数的 3D 多尺度几何分析和基于时空非局部相关性的 3D 多尺度几何分析,
深入探讨了各种典型变换方法的主要思想、非线性逼近效率、计算复杂度、优势和不足.同时,概要介绍了数字几

何模型的 3D 多尺度几何分析研究进展.在此基础上,对 3D 多尺度几何分析的未来发展趋势进行了展望. 
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Abstract:  Three-Dimensional (3D) multiscale geometrical analysis is the technological fundamental for the processing of digital visual 
media, such as images, videos, and geometrical models. Its objective is to efficiently represent the point singularity, curve singularity, as 
well as surface singularity presented in those visual media. This study first reviews the research advances in two-dimensional (2D) 
multiscale geometrical analysis. It then elaborates on the development of 3D multiscale geometrical analysis for video according to the 
capability evolution in capturing singularity and nonlinear approximation efficiency improvement of various transforms. State-of-the-Art 
3D multiscale geometrical analysis is classified into three categories: the extended multiscale geometrical analysis from 2D basis 
functions, the multiscale geometrical analysis based on 3D basis function, and the multiscale geometrical analysis based on spatiotemporal 
non-local correlation. The basic ideas of typical transforms are thoroughly discussed subsequently, and so are their nonlinear 
approximation efficiency, computational complexity, advantages, and disadvantages. Meanwhile, this study also presents a general review 
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on the development of the 3D multiscale geometrical analysis for geometrical models. Based on the study above, the development trend of 
the 3D multiscale geometrical analysis is forecast in the near future. 
Key words:  multiscale geometrical analysis; sparse representation; survey; video; image; geometrical model 

图像、视频和几何图形等可视媒体是人类接受信息的最主要途径,人类感知系统所获取的信息中大约有

80%~85%是视觉信息[1].作为大数据的重要组成部分,可视媒体数据量逐年递增,人们对可视媒体产品的消费数

量和消费期望远大于以往任何时期.以视频为例,在网络领域,以 Youtube.com 为代表的在线视频服务风靡全球;
在广电领域,720p,1080i和 1080p这 3种格式的高清、超高清电视已成为未来数字电视的必然走向.IMS Research
的研究结果显示,3D 电视也将成为媒体产业下一个里程碑式的内容终端.而随着移动终端的普及和微博、微信

等社交网络的发展,Cisco 公司 2014 年 2 月发布的《视觉化网络指数报告》中预测:在 2013~2018 年间,移动视

频数据量将增长 14 倍,2018 年视频数据量将占全球移动数据总量的 2/3.因此,无论是在研究领域还是在应用领

域,可视媒体的处理,如图像和视频的获取、表示、去噪、分割、特征提取、融合、压缩、复原和超分辨率以

及 3D 几何造型的编辑和检索等,在今后若干年都将是多媒体技术领域的一个重要课题. 
可视媒体数据的紧致表示(compact representation)是上述诸多处理的基础,所谓紧致表示,是指用较少的数

学描述来捕获图像、视频和图形中的重要信息[2].基于调和分析的稀疏表示是紧致表示的方法之一[3]:一方面,
可视媒体处理的发展给调和分析提出了挑战;另一方面,调和分析理论的完善与进展则为可视媒体处理提供了

更加完备、有效的工具.典型地,小波变换在表示 1D 信号的点奇异性方面具有最优的逼近性能,成为近 10 年来

自然信号处理和分析的强有力工具,并应用在去噪、特征提取、压缩等众多领域,然而对于 2D 图像或者更高维

的数据,小波变换的稀疏表示能力则比较有限.2D 可分离小波基函数的支撑区间为一个正方形,且各向同性,只
能表示 2D 或高维信号在竖直、水平和对角线方向的直线奇异性.自然界中多数物体所具有的平滑边缘使得自

然图像的奇异点往往不是独立分布的,而是聚集成具有某些几何特征的奇异曲线.在这种情况下,小波的各向同

性的基函数不能有效地利用数据本身特有的几何特征来捕获沿着边缘方向的曲线奇异,无法为图像及高维数

据提供最优的或者最稀疏的表示.这样,处于数学分析、计算机视觉、模式识别、统计分析等多个领域的很多

专家在小波变换的理论基础上分别独立地发展着一种彼此极其相似的理论,称为多尺度几何分析(multiscale 
geometrical analysis,简称 MGA)[4,5],以检测、表示、处理某些高维数据,并为这些数据提供多尺度的、多方向的

表示.现有的多尺度几何分析工具主要包括脊波(ridgelet)变换[6,7]、曲波 Curvelet 变换[8,9]、条带波(bandelets)变
换[10,11]、小线(beamlets)变换[12]、Directionlets 变换[13]、轮廓波(contourlet)变换[14]、剪切波(shearlet)变换[15]、

Surfacelets 变换[16],同时,Cortex 变换[17]、Steerable Pyramid 变换[18]、2-D 方向小波变换、Brushlets 变换[19]和复

数小波变换[20]也是多尺度、多方向的变换.这些多尺度变换具有很好的图像各向异性特征,成为处理 2D 图像数

据的更优算法,很好地解决了小波变换不能有效表示边缘、轮廓等线奇异的问题.文献[4,5]对图像多尺度几何分

析方法的研究进展进行了综述.有关这些多尺度几何变换的详细理论分析可参见文献[2]. 
上述的多尺度几何分析工具都只适用于 2D 静态图像,若将其应用在 3D 数据的处理中,则需对这些变换向

3D 方向进行扩展.本文约定,将这类变换称为 3D 多尺度几何分析.3D 多尺度几何分析既可以用来处理视频数

据,又可以应用到诸如核磁共振、计算机断层扫描等医学图像、高光谱遥感影像等专门图像以及几何造型、几

何图组的处理中.考虑到视频与医学图像、遥感影像的数据分布存在相似性,本文主要以视频处理为例展开讨

论,再简要论述用于 3D 数字几何模型的多尺度几何分析. 
3D 多尺度几何分析是近年来多尺度几何分析领域的研究热点之一.本文以 3D 多尺度几何分析的研究进

展为主线,将现有方法分为由 2D 基函数直接扩展的 3D 多尺度几何分析、基于 3D 基函数的 3D 多尺度几何分

析和基于时空非局部相关性的 3D 多尺度几何分析这 3 类,同时,对各类算法的优势和存在的不足进行分析和讨

论,最后,为 3D 多尺度几何分析的未来发展进行了展望. 
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1   2D 多尺度几何分析概述 

多尺度几何分析研究之初主要讨论 2D 数据的处理和分析,它是 3D 多尺度几何分析的基础,故而本节首先

对典型的 2D 多尺度几何分析进行概述. 
1D小波在信号处理中的成功,促使研究人员将小波引入到 2D数据的处理和分析中.典型的 2D 小波基是由

两个 1D 小波基通过张量积扩展而成的.一次 2D 小波变换需要分别沿水平和竖直方向进行一次 1D 变换,这样

的变换过程使得 2D 可分离小波基只沿着水平和竖直方向才有消失矩,即,它只能稀疏表示点奇异以及沿水平、

竖直和对角线方向的直线奇异.而 2D 数据,尤其是数字图像中还含有大量的曲线奇异,理论研究结果表明:为了

表示一条具有曲线奇异的边缘,2D 小波基产生的逼近误差的衰减速度仅为 O(M −1)[4,5].为了实现高效的逼近性

能,Do 指出,一种真正的 2D 图像表示工具应具有 5 项特征[21]:多分辨率特性、时空局部性、严格下采样、多方

向性和各向异性.然而,小波变换只具备前 3 个特性.为了实现真正的变换,众多领域的专家陆续提出了多种多尺

度几何分析的理论与方法. 
第 1 类开创性工作主要由 Candès 等人开拓,其基本思想是:考虑到小波能有效表示信号的点奇异,可先将线

奇异分解为点奇异,再由小波变换进行处理.Candès 通过 Radon 变换将直线奇异映射为 Radon 域上的点奇异,
进而提出了脊波变换[6].Donoho 等人则构造了正交脊波以及相应的脊波变换,可用来捕获分片光滑函数的直线

奇异[22].借鉴微积分学中以短直线趋近曲线的思想,Candès等人进一步把滤波和多尺度脊波变换相结合,提出了

曲波变换,利用平滑分割将曲线奇异分解为直线奇异,再利用局部的脊波变换进行处理[8,9].由于曲波基函数不

具备多分辨率特性,其离散化实现非常困难,于是出现了两个方面的典型工作:一方面,Candès 等人提出了快速

的离散曲波变换方法[23];另一方面,受到信号处理领域出现的一系列方向滤波思想[24,25]的启发,Do 等人提出了

一种金字塔型方向滤波器组(pyramidal directional filter band),亦称轮廓波变换,首先利用拉普拉斯金字塔变换

捕获图像的点奇异,再用方向滤波器组进一步将分布在同方向上的点奇异合并表示.轮廓波变换继承了曲波变

换的各向异性尺度关系(anisotropy scaling relation),并具有与后者相同的频带划分能力.文献[26]则实现了对轮

廓波变换的加速. 
第 2 类工作主要由 Velisavljevic 等人开展,其基本思想是:对 2D 图像数据或基函数进行平移、缩放和剪切

等几何变换,从而使基函数能够沿着曲线方向捕获奇异点.Velisavljevic 等人首先选取两个线性无关的整数向

量,其中,第 1 个整数向量的方向称为变换方向,第 2 个整数向量的方向称为队列方向.变换方向和队列方向可确

定一个像素子集及其陪集,直观上相当于沿着某一特定方向对 2D 图像进行采样;其次,沿着变换方向和队列方

向施以各向异性的斜小波变换.上述这种基于整数格理论的变换称为方向波变换[13],它可以稀疏表示位于任意

两个有理斜率方向间的曲线奇异.类似地,Easley 等人则利用合成小波理论定义了尺度矩阵和剪切矩阵,并由此

对小波基函数进行合成膨胀和仿射变换,所得基函数的集合构成了可有效表示 2D 图像数据的 Parseval 框架.
该基函数称为剪切波,相应的变换就称为剪切波变换[15,27].2010 年,Lim 进一步给出了剪切波的离散实现[28]. 

第 3类工作主要由Donoho等人提出.与前两类方法不同,该类变换的主要思想是,采用自适应的基函数来稀

疏地表示图像.Donoho 将一族定义在不同位置、尺度和方向的二进楔形区域的函数作为过完备基函数字典,其
中的每个基函数可简洁表示区域内的一条直边缘;再用基于率失真约束的四叉树分解把图像自适应地分割为

不连续的子区域;最后,选择那些能够获得紧致表示的基函数来逼近每个子区域上的像素值.这种变换称为楔形

波(wedgelet)变换[29].然而,该变换仅能有效地表示图像中的阶跃信号,却难以处理图像中大量包含的像素值渐

变.为此,Lisowska 采用水平函数表示曲线奇异,引入模糊函数表示沿着奇异曲线法向的图像渐变(如图 1 所示),
进而利用剪枝算法从字典中选取合适的基函数,提出了一种平滑波(smoothlets)变换[30].除了设计自适应逼近函

数以外,Pennec 等人则采用沿着奇异曲线方向做弯曲小波变换的方法实现自适应分解,提出了一种条带波变

换[10,11],其基本思路是:将图像进行二进迭代剖分,使得每个剖分区间中最多只包含一条轮廓线;对于包含轮廓

线的每个区域 ,将其中所有像素沿着该轮廓的切线方向进行小波变换 ,进而达到稀疏表示曲线奇异的目

的.Mallat 将条带波的思想进一步发展,提出了群波(grouplet)变换[31],它利用块匹配方法为每个像素计算出一个

关联域(association field),即正则方向,再沿着该方向进行加权的提升方案哈尔(Haar)小波变换.与条带波相比,群



 

 

 

1216 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.5, May 2015   

 

波变换更加灵活,滤波过程不必在两个相邻像素间进行,滤波方向更加丰富,而且计算量低.需要特别指出:楔形

波、条带波和群波的基函数需要根据目标图像的特性自适应地选取,并以辅助信息(亦称“边信息”)的形式存储

起来.这意味着若将三者应用在视频编码中会产生额外的数据,在一定程度上影响编码效率. 

          

(a) 水平函数示意图              (b) 模糊函数示意图 

Fig.1  Basis function diagram of smoothlets transform[30] 
图 1  平滑波变换基函数示意图[30] 

上述各种多尺度几何分析的本质目的都是为了有效地捕获曲线奇异,然而其逼近效率却不尽相同.下面从

非线性逼近性能的角度来简要比较各种变换.所谓的非线性逼近,是指对一个信号 f 进行某种多尺度变换后,选
取绝对值最大的前 M 个分量所获得的重构信号 fM.原始信号 f 与重构信号 fM 的差εM=||f−fM||2 称为非线性逼近的

重构误差,其中,εM 是 M 的函数.随着 M 的增大,εM 不断减小,本文称其衰减速度为非线性逼近效率.上文各种典

型变换用于逼近二次连续可微(C2)分片光滑函数的非线性逼近效率见表 1,从中可见,条带波、群波和平滑波的

非线性逼近效率最高,标准小波变换和傅里叶变换的效率最低,其余变换介于两者之间. 

Table 1  Nonlinear approximation efficiency comparison among different transforms 
表 1  不同变换的非线性逼近效率比较 

变换名称 适合捕获的奇异特征 逼近 C 2 曲线奇异的效率 
傅里叶变换 连续周期信号 O(M −1/2)[15] 

标准 2D 小波变换 点奇异 O(M  −1)[15] 
脊波变换 直线奇异 O(M  −3/2)[4] 
曲波变换 C 2 连续的曲线奇异 2 3

2( log )O M M− [15] 

轮廓波变换 C 2 连续的曲线奇异 2 3
2( log )O M M−  

方向波变换 C 2 连续的曲线奇异 O(M  −1.562)[13] 
剪切波变换 C 2 连续的曲线奇异 2 3

2( log )O M M− [27] 

楔形波变换 C 2 连续的曲线奇异 O(M  −2)[13,29] 
条带波变换 Cα连续的曲线奇异(α≥2) O(M  −α)[32] 
平滑波变换 Cα连续的曲线奇异(α≥2) O(M  −3)[30] 
群波变换 Cα连续的曲线奇异(α≥2) O(M  −α)[31]

尽管目前的 2D多尺度分析工具已经达到了较为理想的非线性逼近效率,但是其计算复杂度却较高,尤其是

第三类的自适应变换.比如,平滑波变换一幅 n×n 像素的图像需要 O(n4)次操作.故此,具有方向自适应特性的小

波变换同样受到了研究者们的关注,出现了一系列以提升小波变换(lifting wavelet transform)[33]为基础框架的

方向小波变换.Taubman[34]提出,在提升小波的预测阶段,可沿着 0°,±30°和±45°等方向中选取最优方向完成预

测;Gerek 等人[35]设计了沿着 0°,45°和 135°进行滤波的方向自适应的类 Daubechies 5/3 小波.但是这两种变换的

预测方向有限,仍无法满足表示图像中复杂纹理的需要.这样,文献[36,37]提出了一种能够自适应地调整滤波方

向的小波变换方案,其预测过程是依照局部图像块中最高像素相关度的方向进行的,因而可以更好地适应图像

的任意方向特征,变换本身的能量聚集性明显提高;考虑到文献[36,37]在多个候选方向间动态选取最优滤波方

向仍需要较高的计算量,文献[38]提出利用方向滤波器进行预滤波,排除那些不可能的候选方向,从而缩小了后

续变换的方向搜索范围,降低其计算复杂度.此外,文献[39]探讨了根据图像局部特性确定滤波器阶数的方法,文
献[40]讨论了自适应滤波器的设计方法,文献[41]研究了具有方向特性的离散余弦变换. 
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虽然方向自适应小波变换在计算量方面具有一定的优势,但其稀疏表示能力仍低于典型多尺度几何变换,
而且就我们所掌握的文献来看,目前很少见到关于方向自适应小波变换的非线性逼近效率的严格证明,尚需进

一步的理论研究. 

2   由 2D 基函数直接扩展的 3D 多尺度几何分析 

3D 多尺度几何分析是处理和分析海量视频数据的基础.与 2D 多尺度几何分析一样,3D 多尺度几何分析也

经历了不同的发展阶段,并且出现了多种变换工具.本文将现有 3D 多尺度几何分析方法的研究进展分为由 2D
变换通过张量积扩展的 3D 多尺度几何分析、基于 3D 基函数的多尺度几何分析和基于时空非局部性的 3D 多

尺度几何分析这 3 个阶段.其中,第 1 阶段的发展相对成熟,而后两个阶段的发展则刚刚起步.下文对各个阶段展

开详细阐述. 

2.1   不包含运动估计的扩展2D多尺度几何分析 

不进行运动估计/补偿的扩展 2D 多尺度几何分析可以追溯到 1987 年,这是最早出现的一类 3D 数据分析方

法,其基函数由 1D 小波基通过张量积构造而成[42],基本思想类似于由 1D 小波向 2D 小波的扩展,即,分别沿水

平、竖直和时间轴方向做一次 1D 小波分解,从而建立 3D 空间的可分离正交小波基. 
根据 2D小波和时间维滤波的先后顺序,可将该类 3D多尺度分析划分为(2D+t)结构和(t+2D)结构,前者先做

2D 变换再进行时间维滤波,后者则与之相反.典型的(2D+t)结构的 3D 多尺度变换如文献[43,44],其优势表现在

易于产生具有不同空间分辨率的频带划分.但是,由于低空间分辨率下相邻视频帧间的时间相关性会降低,不利

于有效表示沿时域方向的奇异,因而适用于运动量低、空间复杂度较高的视频序列.典型的(t+2D)结构的 3D 多

尺度变换则包括文献[45,46],该结构有利于捕获时域奇异,但是由于现实的滤波器并非理想的带通滤波器,不同

的时间子带在频域上往往存在混叠,会出现能量在低空间分辨率子带和高空间分辨率子带之间相互泄露的情

况以及鬼影效应(ghosting artifact)(如图 2(a)所示),适用于运动相关性高、空间纹理简单的视频序列.因此,文
献[47,48]认为应根据视频数据分布特点自适应地确定 2D 变换和时间维滤波的顺序,提出了(2D+t+2D)结构的

3D 多尺度变换,允许用户对时间维滤波和 2D 空域小波的变换顺序和分解层数进行选择,即,首先对原始视频进

行 P 级空间域小波变换,得到(P+1)个具有不同空间分辨率的序列,然后对各个空间分辨率序列进行 T 级时间维

滤波,最后再对最低空间分辨率的各时间域子带进行(S−P)级空间域小波变换.这样,可以得到经过T级时间域变

换和 S 级空间域变换的多个具有不同时间、空间分辨率的子带.合理选择 P,T 和 S,能够有效地缓解能量泄漏和

鬼影效应. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 不包含运动估计的情况                  (b) 包含运动估计的情况 

Fig.2  Diagram of ghosting artifacts[49] 

图 2  鬼影效应示意图[49] 

与 2D 变换相比,3D 多尺度几何分析的分解方式更为复杂多样,频带划分方式也更为灵活.根据时间维分解
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方式的不同,文献[50]探讨了倍频(octave)分解、改进的倍频分解和全频带(full-band)分解这 3 种频带分解方式.
图 3 以(t+2D)结构的 3 级时间维滤波为例给出了频带划分情况,其中,倍频分解的计算量最低,但是仅能去除相

邻帧间的时间冗余;改进的倍频分解的计算量最高,频带划分最细致,但是由于高频帧间的时间相关性随着分解

级数的增加而快速降低,此时再在高频帧间进行时间滤波不仅不能实现稀疏表示,而且会产生幅值更大的高频

系数;全频带分解只对时间维高频分量进行 2 级变换,对时间维低频分量则进行多级变换,能在稀疏表示能力和

计算量之间实现很好的折中.后两者的频带划分方式类似于小波包分解,倘能依据视频序列的数据特点自适应

地确定时间维滤波方式,则有利于实现最优的稀疏表示.需要指出的是,目前还缺乏关于最优分解方式的相关理

论研究. 

    

(a) 倍频(octave)分解                                     (b) 改进的倍频分解 

 

(c) 全频带分解 

Fig.3  Frequency band division diagram of three-level temporal filtering with (t+2D) structure 
图 3  (t+2D)结构 3 级时间维滤波的频带划分示意图 

若将视频视作一个定义在三维立方体上的像素集,那么上述三维小波基只能捕获该集合上所有的点奇异、

沿水平、竖直和对角线(包括体对角线)方向的直线奇异以及沿立方体表面上各对角线所在平面的面奇异.时空

体中的边缘、轮廓和纹理等信息所形成的几何特征往往表现为更加复杂的线奇异和面奇异,所以上述 3D 小波

基有限的方向捕获能力导致其不能为视频数据提供最佳的稀疏表示 ,对于 C2 连续的奇异曲面仅能达到
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O(M−1/2)的非线性逼近效率;同时,该类变换去除时间冗余的能力有限,对于中等以上运动复杂度、纹理复杂度也

较高的视频序列,其高频子带中往往出现运动物体的边缘,稀疏表示能力明显下降[51]. 

2.2   包含运动估计的扩展2D多尺度几何分析 

为了解决时间维滤波效率不高的问题,文献[52]提出一种可逆的帧弯曲(frame-warping)算子来缓解摄像机

运动对去除时间维冗余的影响;文献[53]则提出在时间维滤波前利用 Mosaic 方法进行全局运动估计.但是,可逆

算子和 Mosaic 技术均无法表示视频序列中普遍存在的局部运动.文献[50,54]进一步明确将运动估计/补偿引入

到时间维滤波过程,其基本思路是,在时间维上沿着物体的运动轨迹进行 1D 小波分解.这种进行运动估计的 3D
小波变换又称为运动补偿的时域滤波(motion compensation temporal filtering,简称 MCTF). 

依据 MCTF 过程所在域的不同 ,可将该类变换划分为基于空间域 MCTF(spatial domain MCTF,简称

SDMCTF)的 3D 多尺度分析和基于变换域 MCTF(in-band MCTF,简称 IBMCTF)的 3D 多尺度分析.本质上,前者

相当于第 2.1 节的(t+2D)结构,后者则相当于(2D+t)结构. 
对于第 1 类基于空间域 MCTF 的 3D 多尺度分析来讲,由于现实世界的视频序列中难以避免地包含复杂运

动,导致当前帧和参考帧大约有 3~5%的像素不能通过运动向量一一对应;并且这一比例会随着分解级数的增

加而显著提高,甚至高于 50%.于是,参考帧中有的像素可能会对应着当前帧的一个或多个像素,而有的像素则可

能与当前帧的任何像素都不对应(如图 4(a)所示),前者称为连接像素(connected pixel),后者称为非连接像素

(unconnected pixel).为此 ,文献 [54]采用一种前向 -后向同时块匹配 (simultaneous forward-backward block 
matching)来降低非连接像素的比例,并提出将当前帧中非连接像素值直接插入到时间维低频帧,而将参考帧中

非连接像素的后向块匹配误差的一半插入到时间维高频帧(如图 4(b)所示);文献[50]将文献[54]时间维滤波的

精度拓展到了半像素精度.文献[55]则从降低运动估计运算量的角度采取了与文献[54]的频带划分和滤波方法

截然相反的处理思路(如图 4(c)所示),并引入变块大小的运动估计技术(variable size block matching),提高了运

动向量的精度以及时间维滤波的效率.然而,上述方法在滤波精度达到 1/2 像素时不能实现精确重构,即使不对

变换系数进行任何有损处理,两级 MCTF 后的重构峰值信噪比也仅仅是 40dB~45dB.并且,由于哈尔小波基的消

失矩小,不利于去除存在于物体运动路径上的多帧相关,其时间维滤波的效率不高.鉴于此,后续研究主要在 3 个

方面进行改进 :①  运动向量为分数像素精度下的 MCTF 精确重构 ;②  选用具有更高消失矩的小波基(如
Daubechies 5/3 和 9/7 小波基);③ 连接像素和非连接像素的处理. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.4  Connected pixels and unconnected pixels of motion compensation temporal filtering[54] 
图 4  运动补偿的时间维滤波的连接像素与非连接像素[54] 
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在第一方面,文献[56,57]通过将文献[54,55]中的哈尔小波变换改写为提升方案实现,修正了其滤波方式,达
到了 1/2 像素滤波精度下的精确重构.文献[58,59]将文献[57]的精度又进一步提高至 1/4 像素和 1/8 像素.2003
年,Secker 的 3 项连续性工作[49,60,61]最终提出了基于提升方案和可逆运动映射算子的广义 MCTF 框架 LIMAT 
(lifting-based invertible motion adaptive transform).该框架具有很高的灵活性,不仅能够保证 MCTF 在分数像素

下的精确重构,而且不依赖于所选的小波基,可逆运动映射算子又独立于所采用的运动模型(平移模型、仿射模

型和变形网格模型等)和运动估计算法,这为后续算法的研究奠定了理论框架.在此基础上,文献[62]建立了不精

确的运动向量对 LIMAT 的影响模型,其结论对于视频数据在时间维上的稀疏表示有一定的意义;文献[63]通过

取消提升过程的更新(update)算子,提出了一种更为灵活的时间维滤波方法 UMCTF(unconstrained MCTF),既能

根据视频内容的特点确定MCTF变换的级数,也可在不同的变换层次、不同帧间选择不同的小波基和分解结构.
另外需要指出:虽然在上述工作中的 MCTF 能够达到很高的像素精度,但是高于 1/8 像素精度的 MCTF 的增益

很小[64],实用性较差. 
在第二方面,Luo 等人[65]在 2001 年首次将 5/3 小波引入 MCTF;同年,Secker 等人也在 LIMAT 方法中采用

了 5/3 小波.文献[49,59,66]将基于 5/3 小波的 MCTF 应用到视频编码,并通过大量实验结果表明,该方法的稀疏

表示能力明显优于基于哈尔小波的 MCTF.故此,后续的研究工作,如文献[49,56−63],大多数采用 5/3 小波作为

MCTF 的变换核.另外,有部分研究者也对基于 9/7 小波的 MCTF 进行了研究,如文献[46,67,68]等,但是由于其消

失矩较大,以及相邻的多个视频帧之间的相关性会随着变换级数的增加而快速降低,反而不利于视频数据的稀

疏表示,仅适用于纹理细节和物体运动较简单、变换级别较低的情况. 
在第三方面,文献[46]在 2001 年首次提出了运动线索(motion thread)的概念,它是指由一串首尾相连的运动

向量所链接起来的一系列像素(如图 5 所示).在此基础上,除了一一连接的普通像素以外,文献[46]将非连接像素

作为一个运动线索的起始,而将与多连接像素(见图 5 中用五角星标出的像素)连接的 n 个像素中的(n−1)个作为

其所在运动线索的终止.这样,非连接像素和多连接像素所在的运动线索可以与普通的运动线索同样处理.与文

献[54,55]相比,文献[46]的时间维滤波更加统一、简洁,且每条运动线索的滤波可根据其特性选用哈尔、5/3 和

9/7 等不同小波基,灵活性更高,稀疏表示能力也明显提高.不过,非连接像素和多连接像素确实增加了运动线索

的数量(尤其是在 MCTF 级数较高时),而运动线索两端的滤波效率并不高,造成总体滤波效率受到影响. 

 
Fig.5  Example of motion thread[46] 

图 5  运动线索示例[46] 

文献[68]对这一不足进行了改进,其基本思路是:对于非自然终止的运动线索终点(也就是指向多连接像素

的像素,如图 6 第 1 帧中被圈出的像素所示),用其运动向量所指向的前后两帧中的像素进行预测;对于非自然开

始的运动线索起点(也就是非连接像素,如图 6 第 5 帧中被圈出的像素所示),则用其上方像素运动向量的反向向
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量所指向的像素及其自身向量所指向的后一帧像素共同进行预测.与此同时,文献[69]则提出通过自适应调整

更新算子的参数来处理非连接像素和多连接像素. 

 
Fig.6  Example of improved motion thread filtering[68] 

图 6  改进的运动线索滤波方法示例[68] 

然而,无论是文献[46,68]还是文献[69],在 MCTF 过程中都需要利用边信息标识出非连接像素和多连接像

素的位置,这难免要浪费一定的信息量;而且当运动向量为分数像素精度时,文献[49,56−69]等工作在很大的概

率下会采用分数像素对奇数帧像素进行预测(如图 7 中用 C 预测 A),但在更新过程中 C 是不需要被更新的,只有

其最邻近的整数像素才需被更新(如图 7 中用 E 更新 D).此时,就会发生预测线索与更新线索的偏离,这在理论

上不能保证最有效地集中信号能量 .尽管文献[70]试图通过预测算子将高频子带能量向低频子带传播、文

献[71]通过建立预测算子与更新算子间的函数关系来最小化重构误差等方式缓解该问题,但是仍未彻底解决. 

 
Fig.7  Deviation of predict thread from update thread 

图 7  预测线索与更新线索的偏离 

Xiong 等人[72,73]利用基于 Barbell 函数的小波变换巧妙地解决了上述问题,其主要思路是:在某个像素(如图

8(a)中 F1帧的像素 x1)的预测阶段,采用由运动向量所指向像素的周围像素的线性组合作为其预测值;在像素(如
图 8(b)中 F2 帧的像素 x2)的更新阶段,也做类似处理.所有的线性权值均由 Barbell 函数具体给出.一方面,因为该

方法采用一个像素集合参与预测和更新,所以其计算得到的预测误差更小,高频系数幅值更低,能量更多地集中

到低频子带;另一方面,该方法既无需对非连接像素和多连接像素进行特殊处理,又不存在预测线索与更新线索
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的偏离,只要保证具有预测与更新关系的像素对之间采用相同的权值即可. 
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(a) 预测过程 
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(b) 更新过程 

Fig.8  Procedure of MCTF based on Barbell lifting wavelet[72] 
图 8  基于 Barbell 提升小波的 MCTF 过程[72] 

需要注意的是:上述工作的初衷都是利用运动信息去除时间维相关性,而未从滤波器或正交基设计的角度

来考虑,无法保证变换的正交性,尤其是在运动较为复杂的情况下.于是,Flierl 等人开展了一系列研究[74−77].其
中 ,文献 [74]提出一种正交运动补偿变换 ,它将 MCTF 分解为一系列两两正交的变换序列 ,称为增量变换

(incremental transform),并利用尺度因子和去相关因子控制变换的正交性和能量集中能力,其性能优于以哈尔

小波为变换核的 MCTF(对于运动复杂的序列尤为明显);文献[75]将文献[74]的时间维滤波精度扩展到 1/2 像素

精度;文献[76]则将双向运动估计引入正交运动补偿变换,改进后的性能略优于以 5/3 小波为变换核的 MCTF;
文献[77]进一步将由运动向量联系起来的像素集合建模为顶点加权图(vertex-weighted graph),以此为基础,提出

一种子空间约束(subspace-constrained)变换,提高了文献[74]的能量集中能力.文献[77]的实验结果表明,其低频

子带的能量仅比 K-L(karhunen-loeve)变换的低频子带高 1%左右.迄今为止,基于 Barbell 提升小波的 MCTF 和

正交运动补偿变换是众多 MCTF 方法中变换效率最高、稀疏表示能力最强的两种. 
对于第 2 类基于小波域 MCTF 的 3D 多尺度分析来讲,由于它在小波域内进行运动估计和时间域滤波,除了

上文所讨论的问题以外,它面临的难题主要在于如何有效地解决小波的平移可变性所导致的 MCTF 性能下降.
所谓平移可变性是指小波变换的下采样操作破坏了原始信号频率的线性相位关系,造成频率的混叠,进而使得

信号在空间域中的平移与其小波系数在频率域中的相变不具有直接的线性关系(除了平移的像素数是下采样

周期的整数倍以外)[78].为此,研究者们提出了大致两类方法来抑制混叠效应的发生,包括子带间接运动估计方

法和克服平移可变性的运动估计方法. 
子带间接运动估计方法的主要思路是,对参考帧的各子带进行必要的处理后再进行运动估计.常见的处理
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有移去小波变换中的下采样过程[79]、预测环补偿[80]、插值滤波[81]等.但是,这类方法仍然不能从根本上消除移

变性的影响. 
克服平移可变性的运动估计方法的主要思路是,构造出因下采样而丢失的相位信息.该类方法又主要有两

个系列的研究工作: 
• 首先,文献[82]在 2000 年提出了一种低频子带平移方法(low band shift),开启了第 1 系列的研究.具体做

法是:将参考帧的低频子带分别沿着水平、竖直和对角线方向平移 1 个像素后,对当前帧和参考帧及其

3个平移帧进行 1阶小波变换,然后计算运动向量.对于多级小波分解,可以对前一次分解生成的低频子

带重复上面的平移和分解操作.文献[83]在此基础上提出了基于 LBS 的运动估计算法,其准确度和主

观质量明显高于空间域全搜索,但是其计算量比后者大约高 10.3%,空间复杂度是后者的 10 倍.文
献[84]则利用层次策略提出了一种改进的 LBS 方法,运动估计仅在每层的低频分量进行,计算复杂度

较之文献[83]降低了 70%,空间复杂度降低了 60%.通过建立多尺度变换系数的自相关模型,文献[85]证
明了高频系数在运动估计中发挥的作用有限,甚至会误导宏块的搜索,从而在理论上证明了文献[84]的
合理性和有效性. 

• 与第 1 系列的子带平移思路不同,Li 通过研究发现,奇数相位的小波系数和偶数相位的小波系数可由

唯一的相移矩阵(phase-shifting matrix)联系起来[86],据此能够恢复出任何相位的信息;进一步,Li 提出

了基于过完备小波的可精确重构的 MCTF[87].与此同时,Andreopoulos 等人[88,89]也利用类似的预测矩

阵计算出每一层低频子带的不同相位而无需反复采样、平移和分解,并提出了分层次的 LBS 以及相应

的 MCTF 算法.限于篇幅,有关 MCTF 和小波域视频运动估计的具体技术细节详见文献[90,91]. 
除了上述基于 MCTF 的 3D 多尺度几何分析以外,还有少量相关的研究报道,如文献[92]阐述了基于三通道

小波变换的 MCTF 的 3D 多尺度分析;文献[92−94]讨论了基于离散余弦变换的 MCTF 的 3D 多尺度分析;文
献[95]探索了基于码激励线性预测(CELP)的 3D多尺度分析;文献[96]受到 2D多方向滤波器的启发,设计了一种

用于时间域高频帧的非均匀方向滤波器,并提出了(t+2D)结构的具有方向多分辨率分析能力的 3D 多尺度分析.
但由于这些工作相对孤立,本文也不再赘述,感兴趣的读者可参阅相应的文献. 

与不包含运动估计的扩展 2D 多尺度几何分析相比,由于 MCTF 同时采用了运动补偿和时间维 1D 小波分

解去除时间冗余信息,它不仅明显降低了时域高通子带的能量,也减少了时域低通子带中大幅值系数的个数和

鬼影效应(如图 2(b)所示),进而显著提高了变换的能量集中能力和稀疏表示效率,可是视频序列往往具有复杂的

3D 相关性.文献[97]经过统计发现:在包含快速运动物体的视频序列中,如 Football,沿水平或竖直方向的数据相

关性强于沿着时间方向的相关性;而在相对静止的视频序列中,如 Akiyo,数据相关性的强弱对比则相反.因此,无
论是(2D+t)结构还是(t+2D)结构,均无法有效表示所有视频序列.另外,与方向小波变换类似,目前仍缺乏对这类

多尺度几何分析的非线性逼近性能的理论探讨. 

3   基于 3D 基函数的 3D 多尺度几何分析 

由于视频具有复杂的 3D 相关性,本文将视频序列内部的面特征称为奇异曲面(如图 9 中播音员身体轮廓所

组成的曲面穿过了视频序列).事实上,视频中存在的强相关性往往是由奇异曲面所形成的;并且这种强相关性

在高清、超高清视频中表现得更加明显.若要实现更高的非线性逼近能力,就必须找到一种能够自适应地沿着

奇异曲面方向进行滤波的变换.本文将满足这一条件的变换称为基于 3D 基函数的 3D 多尺度几何分析. 
为了捕获 3D 面奇异性,现有文献大致报道了 3 类解决思路: 
第 1 类研究工作的基本思路是频带分解,也就是将 3D 频率谱划分为众多楔形区域(如图 10 所示),每个区域

代表某特定尺度下特定方向的频率,从而由该频谱提取出视频数据相应的方向信息.为实现这一目的,文献[98]
对 2D 离散曲波变换进行扩展,在 3D 傅里叶(Fourier)域定义了半径窗函数和角度窗函数,二者分别控制尺度和

方向的选择,它们可共同确定一个特定尺度、特定方向的楔形频带窗.通过将视频数据的 3D 傅里叶频谱与不同

楔形窗函数相乘后做傅里叶逆变换,即可得到 3D 多尺度曲波系数.文献[99]则是对 2D 剪切波的扩展,它利用改
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进的拉普拉斯金字塔滤波完成尺度分解,再通过尺度矩阵和剪切矩阵张成在某个楔形区域具有支撑集的窗口

函数,进而将该窗口函数与视频数据的傅里叶频谱相乘提取在某尺度下的 3D 剪切波方向系数.文献[100]已经 

从理论上证明 3D 剪切波对于 C2 连续的奇异曲面可达到 1 2
2( log )O M M− 的最优非线性逼近阶. 

 
 
 
 
 
 

 
 

上述两种变换都是在傅里叶域完成的,其计算复杂度达到 O(n3log2n)以上[99];而且,二者均未考虑到视频数

据在下采样过程中存在的频率混叠,使得变换的冗余率显著增大,3D 曲波和 3D 剪切波的冗余率分别约为 40 和

208.因此 ,文献 [16]延伸了 2D 轮廓波的方向滤波思想 ,提出一种表面波 (surfacelet)变换 :首先 ,用沙漏型

(hourglass)滤波器组分离出视频中沿ω1,ω2 和ω3 轴向的信息;再用棋盘型滤波器和重采样矩阵建立方向滤波器

组,对每个轴向信息进行连续两次 2D 方向滤波(如对ω1 轴向的信息先后沿ω1-ω2 平面和ω1-ω3 平面进行滤波),
其相应的频带划分过程如图 11 所示.由于表面波变换完全在空间域进行,其计算量比 3D 剪切波降低了 87%.此
外,方向滤波器的使用不仅保证了表面波变换与 3D 曲波变换有相同的频带分辨率,也有效地避免了频率混叠,
使表面波仅有约 4.02%的冗余率[16]. 

 

Fig.11  Frequency band division diagram of surfacelet by two sequential directional filtering[16] 
图 11  Surfacelet 两次方向滤波对应的频带划分示意图[16] 

第 2 类研究工作的基本思路是:选用本身具有方向性的基函数实现变换,如双树小波基(dual-tree wavelet)
等.由于 1D 双树小波基可捕获沿±15°,±45°和±75°方向的线奇异,文献[101]利用张量积将其扩展为 3D 小波基,
每个双树小波基由 4 个可分离的传统小波基组成.一级 3D 双树小波分解得到 28 个高频子带,每个子带可稀疏

表示沿一个特定方向的相关信息.类似地,可操纵小波基(steerable wavelet)能够通过方向插值函数实现滤波方

向的自适应控制.文献[102]在此基础上将多尺度分析和广义里斯(Riesz)变换相结合,提出对经小波分解后的子

带进行里斯变换的 3D可操纵小波变换框架及其快速实现方法.该变换继承了高阶里斯变换的方向可控性,较之

3D 双树小波变换更加灵活. 
上述两类工作均是非自适应的变换,其基函数不依赖于具体的视频序列,但是它们仅可对分片光滑的 C2 奇

异曲面实现较好的逼近效率,尚不具备捕获时空体中复杂曲面奇异的能力.而第 3 类研究工作的基本思路则是

ω2(1,αl.βl) ω1

ω2

Fig.9  Singular face in spatiotemporal cube 
图 9  时空体内的奇异曲面 

Fig.10  Diagram of 3D frequency spectrum partitioning[98] 
图 10  3D 频谱划分示意图[98] 
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建立自适应的基函数来稀疏表示曲面奇异.文献[103]借助三维向量场将视频划分为一系列子视频体,并将这些

子视频体按照其时空正则流(spatiotemporal regularity flow,简称 SPREF)方向(也就是梯度变化误差最小的方向)
分成 3 类,即,x-y 平行流方向、x-t 平行流方向和 y-t 平行流方向(如图 12 所示).所谓 x-y 平行流方向是指向量场

的分布只依赖于像素的空间坐标(x,y),其他两种情况可依此类推.再对每个子视频体沿着相应的正则流方向构

造正交小波基,从而实现对曲面奇异的稀疏表示. 

 

(a) x-y 平行流 50 

 

(b) y-t 平行流 

 

(c) x-t 平行流 

Fig.12  Diagram of three kinds of SPREF[103] 

图 12  3 类时空正则流方向示意图[103] 

实验结果显示,该方法的稀疏表示能力优于 LIMAT.但是,一方面,为了保证变换的正交性,上述方法要求向

量场中的像素必须一一对应,不能出现无连接像素和多连接像素,并且只能采用平移运动估计模型;另一方面,3
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类平行流方向无法刻画所有的正则流和运动情况,仅是对物体复杂纹理和运动的近似.所以,这种方法仍不能精

确表示视频中的曲面奇异.文献[104]则利用冗余字典描述视频的几何结构及其运动,并通过加权的匹配追踪

(matching pursuit)来构造最优的稀疏逼近.不过,这种方法对运动模型的选取和运动向量场的精度较为敏感. 
此外,Chandrasekaran 等人[105]指出:大部分 3D 多尺度分析方法均是为表示 C2 连续的奇异曲面而设计的(如

3D 曲波等),而实际上,视频中往往存在更为复杂的曲面奇异.这样,文献[105]建立了一个定义在二进超立方体上

的原子函数字典,并提出了一种自适应的高维多尺度几何分析——小面波(surflets)变换.对于 3D 情形,原子函数

的形式如图 13(a)、图 13(b)所示,其中的 2D 奇异曲面可达到高阶光滑,曲面两侧是常值区域.可见,该原子函数

字典可有效表示 2D 常值分片多项式曲面奇异(如图 13(c)所示).为进一步表示两侧存在平滑渐变区域的曲面奇

异,文献[105]考虑到小波基适用于表示光滑函数的特点,提出了采用小波基和小面波基联合表示的方法,其基本

思路是:通过对变换系数树进行剪枝来控制基函数的影响域,从而提高小波基函数在平滑区域的权值和小面波

基函数在奇异曲面区域的权值.理论研究结果表明:小面波对具有 Cs 连续奇异曲面的 3D 分片常值函数的非线

性逼近效率为 O(M −s/2),而对具有 Cs连续奇异曲面的 3D分片 Cd光滑函数的非线性逼近效率为 O(M −min{s/2,2d/3}). 

 

(a) (b) (c) 

Fig.13  Basis function diagram of surflets transform[105] 

图 13  Surflets 变换基函数示意图[105] 

4   基于时空非局部相关性的 3D 多尺度几何分析 

作为时-频局部分析工具,上文的多尺度几何分析能够为存在局部数据依赖的图像和视频提供有效的稀疏

表示.2005 年,Buades 等人[106]发现:图像内部尚普遍存在着另一类长久被忽视的数据相关,称为非局部相关性

(non-local correlation),即,图像中的一个块往往与同一图像中位置不相邻的某块具有相似的边缘、纹理或轮廓

等.文献[107]的研究也表明:由于像素沿奇异曲面的强相关,视频形成了四维空间(x,y,t,I(x,y,t))中的一个低维流

形(其中,x 和 y 为空间维坐标,t 为时间维坐标,I 表示像素值).这表现为不仅一幅视频帧中存在非局部相关性[108],
而且视频体内还存在 3D 非局部相关[109],即,视频体内的一个子视频体和与其不相邻的某个子视频体具有相似

的奇异曲面(如图 14所示).然而,无论是小波等有限支撑的基函数,还是傅里叶变换等无限支撑的基函数,均无法

同时稀疏表达图像和视频数据的这种局部与非局部联合相关性.于是,近年来就出现了若干种联合非局部相关

分析和多尺度分析的变换思想,本文将其称为基于时空非局部相关性的 3D 多尺度几何分析. 
2007 年,文献[110]首次将非局部相关性引入到变换中,提出一种用于图像的 3D 稀疏变换,其核心思路是:

将具有高度相似性的像素块分在一组,组成一个像素块序列(可视作一个视频序列),再对其进行可分离的 3D 小

波变换.由于相似像素块往往具有类似的 2D 曲线(直线)奇异,经过第 3 维小波变换后,图像的能量进一步集中,
其非线性逼近效率优于标准 2D 小波变换.但考虑到小波变换不能有效捕获曲线奇异,若能联合采用 1D 小波与

具有更好方向奇异表示能力的 2D 多尺度变换,如 2D 轮廓波变换+1D 小波变换,则有望达到更高的非线性逼近

阶.另外,该变换的计算复杂度偏高,处理一幅 n×n 像素的图像需要 O(n2W2)次操作(W 为搜索窗口尺寸).与此类

似,文献[109]在 2011 年提出了一种信号依赖的图像变换(signal-dependent transform,简称 SDT),主要思想是:将
图像分块后,对于每个块,利用模板匹配搜索到多个与其具有高度相似性的因果候选块集合;接下来计算候选块

的协方差矩阵及其特征向量,进而采用这些特征向量对当前块施加 K-L 变换.虽然 SDT 方法在严格意义上并不

是一种多尺度分析,并且计算复杂度过高,但它在图像变换中较早地融入了非局部相关分析的思想,值得借鉴. 
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Fig.14  Diagram of non-local correlation in video cube 
图 14  视频体中存在的非局部相关性示意图 

在视频处理方面,文献[111−113]考虑到了子视频体之间的非局部相关性,提出一种 4D 非局部时空变换思

想,它的主要过程是:首先,将相邻各帧中由运动向量联系起来的像素块(或像素面片)组织成一个子视频体;然
后,利用非局部搜索找出内容相似的一系列子视频体,它们在逻辑上组成了一个 4D 的数据集合(每个子视频体

本身就是 3D 数据,多个子视频体构成了第 4 维);最后,对每个子视频体集合进行可分离的 4D 小波或离散余弦

分解.一方面,该变换不仅发掘了子视频体内部像素之间的时空局部相关,也兼顾了具有相似内容的子视频体之

间的非局部时空相关,其逼近效率高于仅去除了时空局部相关的包含运动估计的扩展 2D 多尺度几何分析和基

于 3D 基函数的多尺度几何分析;另一方面,由上面两节的论述可知,可分离 3D 小波基无法捕获每个子视频体的

曲面奇异,并且在用非局部搜索组织相似子视频体时,若控制子视频体间内容相似度的阈值选取不当,则同族子

视频体在进行第 4 维小波分解过程中就难免出现多处点奇异,影响非局部数据相关的去除能力.故而,可分离 4D
小波变换不是理想的基函数,并且关于多尺度变换基的选取和相似子视频体的组织策略尚待进一步优化.同时, 
该 4D 变换处理一个 n×n×n 像素的子视频体需要 3 2 3

1 2( ( ))O n W W+ 次操作(W1 和 W2 分别表示运动估计阶段和非 

局部搜索阶段的搜索窗口尺寸),而为了充分去除视频体的非局部相关,非局部搜索的搜索窗口要大于运动估计

的搜索窗口,甚至还大于子视频体本身的尺寸(此时就需要多达 O(n6)次的操作),这样的计算复杂度显然高于包

含运动估计的扩展 2D 多尺度几何分析和基于 3D 基函数的多尺度几何分析. 
需要指出的是,文献[109−113]的变换方法在严格意义上尚不能构成图像或视频数据的正交表示甚至完备

表示,目前仅作为一个滤波环节应用在图像、视频的编码和去噪中.但是,其中蕴含的局部、非局部联合滤波的

思想将是进一步改善多尺度几何分析效率的可行途径之一,有着重要的理论意义.此外,对上述变换的非线性逼

近效率的分析仍然是一个难点,其原因在于:现有的非线性逼近分析模型均只考察某一多尺度变换在一个连续

可微的局部曲线段(或曲面片)处的逼近阶,却未考虑曲线(或曲面)自身的非局部相关.例如,有一连续曲线(面)由
s 个相同的曲线段(或曲面片)组成,采用上述基于时空非局部相关性的多尺度几何分析对其进行稀疏表示,则与

其他各类变换相比,其逼近效率将提高约 s 倍.因此,只有对连续曲线(面)的可微性、自相似程度等性质做出比以

往更细致的假设之后,才能对该类多尺度几何分析的逼近效率进行刻画. 

5   3D 数字几何模型的多尺度几何分析概述 

3D 数字几何模型主要通过 3D 曲面来描述 3D 形体,已被广泛地应用于计算机辅助几何设计、计算机数学

和数字娱乐等领域[114].利用多尺度几何分析研究曲线、曲面及由其组成之几何图组的频谱特征,有助于对其进

行分类、检索、特征匹配和模式识别等处理.然而,与视频、核磁共振图像和高光谱遥感影像等性质不同,在 3D
几何造型中,几何模型往往是分片光滑的,且由多个子图组成,子图间又大都存在各类间断;另外,由于采样点分
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布不均匀,在曲线、曲面分析时,不同尺度下的尺度函数和小波函数之间并不是简单的伸缩和平移关系,多尺度

分析中整平移空间的概念也产生了相应的变化,这使得传统的基于傅立叶变换的小波构造方法不再有效[115].在
这种情况下,齐东旭等人[116]认为,并不是任何一个正交完备函数系都适用于几何信息的分析和综合.例如,傅里

叶变换、勒让德(Legendre)多项式函数系等由于吉布斯(Gibbs)现象的存在而不能实现对曲面信息的有限且精

确的表达;沃尔什(Walsh)变换和哈尔(Haar)变换又因其间断性太强,不适于对连续函数进行有限项逼近.因此,有
关 3D 几何模型多尺度几何分析的研究在文献中并不如图像、视频的多尺度几何分析那么广泛,其要解决的关

键问题亦与后者有所不同.考虑到 3D曲面在实际应用中一般被参数化为三角网格或细分曲面,本文也仅关注在

此二者基础上展开的多尺度几何分析.就我们掌握的资料来看,目前的研究成果主要可划分为如下两类. 
第 1 类研究是 Sweldens 等人对传统小波变换所进行的一系列改进.针对网格点不均匀的情况,Chui 等人提

出了多种小波构造方法 ,诸如区间小波(interval wavelet)[117]、用于非规则采样的样条小波 [118]和加权小波

(weighted wavelet)[119]等,统称为第二代小波.Sweldens 等人在此基础上将多尺度分析理论引入到第二代小波的

构造中,提出了基于分裂、预测和提升这 3 个步骤的提升小波构造框架[33,115,120]以及适用于定义在任意曲面上

的函数的提升小波变换[121,122].其基本思想是:利用网格细分实现采样点的分裂以及细尺度向粗尺度的转化;利
用粗尺度网格点对细尺度网格点进行线性插值获得其对应的小波系数;再通过小波系数不断地对粗尺度系数

进行提升与对偶提升,进而可从任意的双正交基开始,逐渐构造出满足实际所需的、具有理想消失矩和光滑性

的小波基.该变换的主要优点在于:计算复杂度为 O(n),变换速度快;可实现精确重构和原位运算,不需要额外的

辅助空间.但是,文献[123]指出:提升小波变换并不是 3D 数字几何模型的正交表示,而且不能有效表示函数在三

角网格边界或子图连接处的奇异. 
第 2 类工作是由齐东旭等人开展的一系列关于 L2[0,1]非连续正交完备函数系的研究,其核心思想是:在连

续正交基函数系中引入间断,构造出分段连续的正交函数系,从而克服连续函数系下用有限个基函数的线性组

合无法稀疏表示间断以及沃尔什变换和哈尔变换间断性太强的不足.文献[116]提出首先采用勒让德多项式的

前(k+1)项作为尺度函数,再构造(k+1)个分段 k次生成元函数,最后通过反复的压缩-复制过程由生成元函数建立

非连续的 k 次正交系,称为 U-系统.理论研究结果表明:这种包含函数本身及其导数的各种层次间断性的正交函

数系可以用有限项精确表示那些间断点仅出现在 q/2r 处(q 和 r 均为整数)的分段 k 次曲线,消除了吉布斯效应,
但是不具有多分辨率特性.于是,文献[124]将 U-系统的构造过程进行了变形,从而提出了 V-系统.k 次 V-系统构

造过程的前 2 步与 U-系统相同,而在压缩-复制过程中,则把每个生成元函数压缩 2n−2 倍后分别复制到[0,1]上的

1/2n−2 等分区间.文献[125]证明:V-系统是一类有限区间上的特殊多小波,不仅与 U-系统具有相同的分段多项式

稀疏表示能力,而且具备多尺度分析性质,其应用范围更为广泛.进一步来说,还可通过张量积的方法将上述 1D
形式的 U-系统和 V-系统向高维扩展,用于表达 3D 数字几何模型.然而,通过该形式构造的 U-系统和 V-系统是

定义在矩形区域上的 ,它们在表示定义在三角域上的 3D 几何模型时就遇到了困难 .为解决这一问题 ,文
献[123,126]首先构造了定义在一个多层次自相似剖分三角域上的正交分片二元一次多项式;然后,将 3D几何模

型的所有三角面片一一映射到该三角域上的自剖分网格,使得每个三角面片与且仅与一个剖分子区域对应;再
计算三角面片与剖分网格上对应的两个分片多项式的内积,即完成了几何模型的 V-系统变换.理论研究结果表

明:该方法能够实现分片光滑的 3D 几何图组的整体正交分解,而其基函数的自相似剖分结构又为 3D 几何模型

的多分辨率分析提供了可能,是一种有效的 3D 几何模型多尺度几何分析方法.关于 U-系统和 V-系统的详细了

解请参阅文献[124],这里不再赘述.此外,文献[124]又研究了非均匀剖分下的各向异性 V-系统,并将其应用在 2D
图像的自适应稀疏表示中,但该方法仅能有效捕获水平和竖直方向的奇异,对复杂边缘的逼近效率有限,且计算

过程较复杂,仍有待完善. 
需要说明的是:虽然上述多尺度几何分析可实现 3D 数字几何模型的频谱特征提取,甚至有限项的精确重

构,但目前尚未见到有关其非线性逼近效率的数学模型及证明. 
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6   展  望 

目前,3D 数据的多尺度几何分析方兴未艾,始终是多个学科的热点研究领域,其基础理论虽然日臻完善,但
尚未完备,许多问题还处于不断探索中,尤其是基于 3D基函数和基于非局部相关的多尺度几何分析的研究仍刚

刚起步,甚至相关文献都不多见.鉴于此.我们认为,未来 3D 多尺度几何分析将有望在以下 4 个方面取得进展: 
(1) 建立 3D 正交基函数以及有效的自适应多尺度几何分析框架 
尽管 2D 多尺度几何分析经过近 30 年的发展已经相对完备,但 3D 多尺度分析却崭露头角:一方面,除文

献[105]以外,现有研究几乎全部假设图像和视频数据具有 C2连续的曲线奇异或曲面奇异,并据此提出设计基函

数的各向异性尺度关系原则,但 3D 数据分布实际远较此复杂;另一方面,物体运动的复杂性导致沿着时间维建

立高效率的正交基变得非常棘手.在这种情况下,采用自适应变换机制是一种可选的解决思路,比如条带波变

换、SPREF 方法和小面波变换均取得了优秀的逼近效率.故此,兼顾正交性、非线性逼近能力和计算复杂度的

自适应 3D 多尺度几何分析,是需要深入研究和解决的问题. 
(2) 建立评价基函数非线性逼近效率的理论和方法 
由第 1节可知,关于 2D多尺度几何分析的非线性逼近效率的理论分析已经较为成熟,但是,除了极少数几个

基于 3D 基函数的多尺度几何分析以外,对 3D 多尺度分析逼近能力的评价方法仍几乎空白.性能评价方法及其

理论研究的发展,不仅有利于现有多尺度变换的推广应用,而且也能为 3D 多尺度分析指明一个改进方向,乃至

促进相关研究的快速提升. 
(3) 探索基于非局部相关性的多尺度几何分析方法 
近几年来,图像和视频处理的多个领域,如增强、去噪、复原、超分辨率和纹理合成等,均已经发现并重视

数据的非局部相关性,且有高效率的算法见诸报道,如文献[108−113,127−129]等,其结论表明,联合了非局部相

关性的变换具有更好的稀疏表示能力.可是,多尺度分析的基函数是有限支撑的,傅里叶变换基函数又是无限支

撑的,均无法很好地表示非局部数据相关.如何找到一种同时具有局部、非局部表示能力的基函数,或者是将现

有基函数与非局部搜索相结合,建立一个多尺度变换框架,都是值得进一步探索的课题. 
(4) 建模多尺度几何分析的系数分布规律 
离散余弦变换虽不能为图像和视频提供最优表示,但其变换系数的幅值往往依 Zig-Zag 扫描顺序递减.相

比之下,小波等多尺度变换的系数幅值分布却分散得多.实验发现:尽管多尺度变换系数大多具有压缩性、持续

性和聚集性等特性,对变换系数分布模型的研究目前却仍不够深入.比如,文献[130]的最佳线性无偏估计模型不

能描述尺度内系数的相关性,文献[131]的互信息模型不能解释零树的存在和分析系数分布规律,文献[85]的自

相关模型能够建模多尺度变换系数的压缩性、持续性和聚集性等统计特性,文献[132]的带方向特征的轮廓波隐

马尔科夫树模型得出了方向特征在父子子带间形成传递的结论,文献[133]的隐马尔科夫树模型则建模了非下

采样轮廓波系数的持续性、聚集性和平移不变性,但文献[85,132,133]均未能刻画这些系数沿着时空奇异曲面方

向上的统计特性;而且,这些模型只能实现系数分布规律的定性,却做不到像空间域模型[134]那样定量的刻画.同
时,对于 3D 几何模型的多尺度变换系数分布规律的研究则更为缺乏,文献中鲜有报道. 

实际上,对于大部分应用研究者来讲,对系数分布规律进行建模的意义绝不亚于找到一种最优变换的意义.
因此,建模多尺度几何分析系数的分布规律从而实现其定性甚至定量刻画,是一个亟待研究的难题. 

7   结  论 

20世纪 50年代以来,3D可视媒体处理成为多媒体技术领域最重要的研究内容之一.而大数据时代下,对 3D
可视媒体的处理和分析则愈加关键.现有处理方法不外乎空间域方法与变换域方法两类,且后者的研究和应用

范围更为广泛.故此,3D 多尺度几何分析作为一类重要的变换工具,对其进行深入研究甚是必要. 
本文从图像、视频和几何模型这 3 个方面阐述了 3D 多尺度几何分析的研究进展:首先,从 2D 图像多尺度

几何分析切入,以 2D 基函数向 3D 基函数的演进为主线,将现有视频多尺度几何分析方法分为由 2D 基函数直
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接扩展的 3D 多尺度几何分析、基于 3D 基函数的 3D 多尺度几何分析和基于时空非局部相关性的 3D 多尺度

几何分析这 3 类;其次,简要介绍了用于 3D 数字几何模型的多尺度几何分析研究进展.经过对各类分析工具发

展脉络及其基本思想的详细梳理和比较,本文一方面发掘了不同变换算法的优势、不足和适用范围;另一方面,
发现目前 3D 正交基函数及其非线性逼近性能分析的研究仍很不成熟,相关报道较少,而且 3D 数据的非局部相

关性尚待挖掘、多尺度变换系数的分布规律亟需进一步明确等.据此,本文对 3D 多尺度几何分析的未来发展进

行了展望. 
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