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摘  要: 提出了一种三维六度环面 Cayley 图网络模型.针对该网络模型,给出了一种简单的三维节点编址方案,并
利用该编址方案得到了任意两个节点间的最短距离公式;开发了一种简单的分布式最优路由算法,该算法可以运行

于网络中的任意节点,可以建立任意两点之间的最短路由路径;基于陪集图(coset graph)理论,给出了一种新型的广

播通信算法,并对该算法的效率进行了分析;给出了三维六度环绕网络模型直径的界限值. 
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Abstract:  The 3D hexagonal torus is presented as a natural extension of the hexagonal torus. Hexagonal tori are proved to be a type of 
Cayley graph. This paper develops a new type of 3D hexagonal torus based on Cayley graph. An addressing scheme for this type of 
network is developed. Based on this addressing scheme, the distance formula between any two nodes is derived. Then, a distributed 
optimal routing algorithm is developed. This distributed routing algorithm is optimal, which means it can be executed on any node in the 
network to construct a shortest path between any pair of nodes. A broadcasting algorithm is also presented according to the coset graph 
theory. The upper bound and lower bound of the diameter are also proposed in this paper. 
Key words:  interconnection network; Cayley graph; hexagonal torus; internode distance; communication algorithm; diameter 

互连网络是并行与分布式处理系统领域中的一个非常重要的研究分支.一般地,一个优良的互连网络模型

应该具有如下的拓扑性质:高对称性、低度、低直径、良好的嵌入性等等.很多具有良好拓扑特性的互连网络

结构被提了出来,如:超立方(hypercube)[1]、CCC(cube-conneted cycles)[2]网络和星图(star graph)[3]等等. 
若将平面以相同类型的正多边形进行镶嵌,那么可以采用的正多边形只有正三角形、正方形和正六边形.
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由此 3 种方法构造的互连网络被称为网孔网络,分别被称为蜂巢网孔、方形网孔和六度网孔.网孔网络并不是

一种正规网络,该网络中边缘节点与内部节点的度不相等.而很多应用需要网络具有正规性,即,网络中所有节

点的度是相等的,这样,网络中的所有节点可以运行统一的软件或者协议.通过对网孔网络边缘节点加入环绕边

就形成了环面网络.环面网络以其正规性和完美而紧凑的结构布局在实际应用中,显示出更多的优势,有着广泛

的应用范围. 
随着研究的不断深入,越来越多的环面网络结构被提了出来.Stojmenovic 等人在文献[4]中提出了两种蜂巢

环面网络模型——方形蜂巢环面和钻石形蜂巢环面,并给出了这些网络的节点编址方案、路由和组播等通信算

法.Cho 等人在文献[5]中提出了一种生成的蜂巢环面网络 GHT(generalized honeycomb torus),并指出文献[4]中
提出的 3 种蜂巢环面模型均为 GHT 的特例.Megson 等人验证了蜂巢环面可以嵌入 Hamilton 圈[6].陈贵海等人

通过对环面网络进行剪枝,从而得到了三度的墙式环面,该网络模型的拓扑结构与方型蜂巢环面非常相似[7].基
于文献[7],陈协彬提出了更高维的墙式环面结构,并对其拓扑性质进行了分析[8].环面在文献[7,8]中也被称为网

托. Parhami 等人验证了文献[4]中的方形蜂巢网络是方形环面网络的剪枝网络[9].Camara 等人在文献[10]中提

出了一种基于高斯数的扭曲环面网络模型,该网络结构除了点对称(vertex transitive)之外,还具有边对称性(edge 
transitive).Stewart 找到了一种新的对环面进行剪枝的方法,从而得到了一种新型的三度环面网络结构,该网络

具有良好的拓扑特性[11]. 
六度网孔网络(hexagonal mesh)和六度环面网络(hexagonal torus)在化学、计算机图形学和蜂巢移动通信等

领域都得到了十分广泛的应用[12−14].六度环绕网络是正规的,每个节点的度为 6.在六度环面网络中,对节点建立

地址编码方案是研究其拓扑性质的前提.Chen 等人在文献[15]中提出了一种基于三维坐标系的节点编址方法,
即,网络中每个节点由一个三元组表示,根据该编址方法,提出了路由算法和广播算法.Carle 等人对文献[15]中
的编址方法作了一定的改进,他们建立了夹角为 120°的二维坐标系,并提出了新的路由算法[16].Nocetti 等人建

立了夹角为 120°的三维坐标系,不过,该编址方案中节点的地址不唯一,即,每个节点可以有多个不同的地址,路
由算法需要对节点地址进行预先处理[12].在通信吞吐量方面,乐祖晖等人给出了精确求解六度环面网络等分带

宽的方法[17]. 
Cayley 图是利用群来建立图的一种数学方法.Cayley 图具有点传递性[3,18,19],即,Cayley 图中任意两个节点

的路由可以转换为从其他节点到单位元节点的路由.由于具有良好的对称性,基于 Cayley 图建立互连网络模型

成为并行与分布式处理领域的一个研究热点.很多已知的互连网络模型都是 Cayley 图,如 Hypercube,CCC 和

Star Graph 等等.Alspach 等人在文献[20]中给出了蜂巢环面的一种 Cayley 图定义方法.Xiao 等人验证了六度网

孔、六度环面和蜂巢网络都属于 Cayley 图,并给出了其 Cayley 图的定义方法[21,22].针对 Xiao 等人提出的六度

环面网络模型的未解问题,张震等人在文献[23]中给出了最优路由和广播等通信算法,并且计算了该网络模型

直径的确切值. 
三维以及更高维环面是二维环面的自然性扩展,适合构建规模更大、更为复杂的互连网络结构.Seo 提出了

一种三维 Petersen 环面,并对其拓扑特性进行分析[24].在应用方面:超级计算机——K Computer,其处理器采用的

互连网络结构为六维环面网络[25];APEnet+采用三维环面作为其 GPU 互连网络的体系结构[26].研究表明:在同

等网络规模下,六度环面比蜂巢环面和方形环面具有更高的等分带宽,在具体部署时,能够保障等分带宽随着节

点数目的增加而增加[27].因此,三维以及更高维的六度环面在构造大吞吐量互连网络的应用方面具有更大的优

势,如超级计算机、Ad Hoc 网络、P2P 网络.在高维六度网络方面,Decayeux 等人提出了三维六度网孔网络模 
型[28],并给出了该网络模型的路由算法.García等人提出了更高维的六度网孔网络模型,给出了节点编码方法,并
开发了路由算法和广播算法[29].目前,基于 Cayley 图的高维的六度环面网络模型还没有相关的研究成果出现. 

本文提出一种新型的三维六度环面网络模型,并针对该网络模型提出一种节点编址方法,利用该编址方法

提出一种简单的路由算法.该算法是分布式的,可以运行于网络中的任意一个节点,建立任意两点间的最短通信

路径.利用陪集图理论,引入一种基于陪集图理论的一对多广播算法,并对该算法的效率进行分析.针对直径问

题,本文给出该网络模型直径的界限值. 
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1   基于 Cayley 图的六度网络 

本节将给出六度网孔和六度环面网络的 Cayley 图定义方法和一些重要的结论. 

1.1   六度网孔网络和六度环面网络 

定义 1. G=Z×Z,其中,Z 是无限整数群,构造 Cayley 图Γ=Cay(G,S),其中,S={(±1,0),(0,±1),(1,1),(−1,−1)}. 
定义 1 中的 Cayley 图Γ与六度网孔网络是同构的[4,30]. 
图 1 为六度网孔网络的一小部分显示,其中,(0,0)是单位元节点. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Hexagonal mesh network 
图 1  六度网孔网络 

文献[21]给出了六度网孔网络中两个节点的距离以及两点之间的路由算法.这里,disΓ(p1,p2)表示网络Γ中节

点 p1 和 p2 间的最短距离. 
引理 1. 六度网孔网络Γ中的节点(0,0)与节点(a,b): 
• 如果 a,b 同号,则 disГ((0,0),(a,b))=max(|a|,|b|); 
• 否则,disΓ((0,0),(a,b))=|a|+|b|. 
证明:见文献[21]. □ 
由于 Cayley 图具有点传递性,因此, 

disΓ((a,b),(c,d))=disΓ((0,0),(c−a,d−b)). 
根据引理 1,可以得到任意两点之间的最短路径.由于 Z 是无限整数群,所以定义 1 中的六度网孔网络模型

是无限大的.如果要得到一个有限大小的正规六度网络,就必须对边界节点加入环面边,即构成六度环面网络.
定义 2 给出了一种构造六度环面网络的 Cayley 图方法. 

定义 2. G=Zl×Zk,其中,Zl和 Zk分别为模 l和模 k的循环群,其中,l和 k均大于 0,S={(±1,0),(0,±1),(1,1),(−1,−1)}, 
Cayley 图Γ=Cay(G,S)为 l×k 序的六度环面网络,记为 Hl×k. 

图 2 为六度环面网络 H5×5. 
根据引理 1 的结论,文献[22]给出了六度环面网络中两点间最短距离. 
引理 2. 对于六度环面网络Γ=Hl×k,节点(a,b),其中,l>a≥0,k>b≥0,可以得到: 

disΓ((0,0),(a,b))=min(max(a,b),max(l−a,k−b),l−a+b,k+a−b). 
证明:见文献[22]. □ 
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Fig.2  Hexagonal torus H5×5 
图 2  六度环面网络 H5×5 

1.2   六度环面网络路由算法 

针对六度环面网络,文献[23]建立一个由 x 轴和 y 轴构成的二维坐标系,用来对六度环面网络中的节点进行

编址.H9×5 的编址如图 3 所示,其中,(0,0)为单位元节点.利用该编址方法,文献[23]给出一种分布式的最优路由算

法 Route. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Hexagonal torus H9×5 
图 3  六度环面网络 H9×5 

Route(p=(a,b)) 
{compute d=disΓ((0,0),(a,b)); 

if d=0 then success; 
if d=max(a,b) then 

{if a>b then 
(a′,b′)=(a−1,b); 

if a=b then 
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(a′,b′)=(a,b−1); 
} 

if d=max(l−a,k−b) then 
{if l−a>k−b then 

(a′,b′)=(a+1,b); 
if l−a=k−b then 

(a′,b′)=(a+1,b+1); 
if l−a<k−b then 

(a′,b′)=(a,b+1); 
} 

if d=l−a+b then 
{if b>0 then 

(a′,b′)=(a,b−1); 
if b=0 then 

(a′,b′)=(a+1,b); 
} 

if d=k−b+a then 
{if a>0 then 

(a′,b′)=(a−1,b); 
if a=0 then 

(a′,b′)=(a,b+1); 
} 

} 
对于六度环面网络Γ中的任意节点 p=(a,b),算法 Route 首先计算 d=disΓ((0,0),(a,b)):若 d=0,即(a,b)=(0,0),算

法结束;否则,算法 Route 返回节点 p 的一个邻居节点 p′=(a′,b′),p′是 p 到单位元节点(0,0)的最短路由上的下一个

节点. 
定理 1. 算法 Route(p)是最优的,可以得到两点之间的最短路由路径. 
证明:见文献[23]. □ 

1.3   六度环面网络的直径 

由于 Hl×k 和 Hk×l 是同构的,所以只考虑 l≥k 的情况.根据引理 2 中的两点间最短距离公式,文献[23]将六度

环面网络划分为若干个区域,在每个区域中,找到与单位元节点具有最大的两点间最短距离的节点 v,并记录下

该距离.当考察完所有的区域后,最大距离值就是六度环面网络的直径.这里,D(Γ)表示图Γ的直径. 
定理 2. 对于任意的六度环面网络 Hl×k,其中,l≥k,有: 
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证明:见文献[23]. □ 
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2   三维六度环面网络 

本节将给出三维六度网孔和六度环面网络的 Cayley 图的定义方法,并对这两种网络结构的拓扑特性进行

分析. 

2.1   三维六度网孔网络 

定义 3. G=Z×Z×Z,其中 ,Z 是无限整数群 ,构造 Cayley 图Γ=Cay(G,S),其中 ,S={(±1,0,0),(0,±1,0),(0,0,±1), 
(1,1,0),(−1,−1,0),(1,0,1),(−1,0,−1),(0,1,1),(0,−1,−1)},则图Γ为三维六度环面网孔网络. 

当 abc=0 时,即 a,b,c 中至少有一个为 0 时,Γ中节点(0,0,0)和(a,b,c)之间的最短距离可以采用引理 1 中的二

维六度网孔中的两点间最短距离公式计算.这里只考虑 abc≠0 的情况. 
引理 3. 对于三维六度网孔Γ的节点(a,b,c),满足 abc≠0 时,有: 

max( , , ),           0, 0, 0,max( , , )
2

,           0, 0, 0,max( , , )
2 2

| | | | | |max(| |,| |,| |),  0, 0, 0,max(| |,| |,| |)
2

| | | | | |
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. 

相应的证明见附录. 

2.2   三维六度环面网络 

2.2.1   定义及两点间最短距离公式 
定义 4. G=Zl×Zk×Zm,其中,Zl,Zk 和 Zm 分别为模 l、模 k 和模 m 的循环群,其中,l,k 和 m 均大于 0,S={(±1,0,0), 

(0,±1,0),(0,0,±1),(1,1,0),(−1,−1,0),(1,0,1),(−1,0,−1),(0,1,1),(0,−1,−1)},Cayley 图Γ=Cay(G,S)为 l×k×m 序的三维六

度环面网络,记为 Hl×k×m. 
针对三维六度环面网络,本文建立一个由 x 轴、y 轴和 z 轴构成的三维坐标系,用来对三维六度环面网络中

的节点进行编址.H5×5×5 的编址如图 4 所示,为了避免混乱,这里没有画出环绕边. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  3D hexagonal torus H5×5×5 
图 4  三维六度环面网络 H5×5×5 
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可以得到如下三维六度环面网络的两点间最短距离公式: 
引理 4. 对于 Hl×k×m 中的节点(a,b,c),其中,l>a>0,k>b>0,m>c>0,有: 

1. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
− − −≥ ≥ ,则有: 

dis((0,0,0),(a,b,c))=min(max(a,b,c),max(l−a,k−b,m−c),max(b,c)+l−a,max(a,c)+k−b,max(a,b)+m−c, 
max(k−b,m−c)+a,max(l−a,m−c)+b,max(l−a,k−b)+c); 

2. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
< − − − ≥ ,则有: 

((0,0,0),( , , )) min ,max( , , ),max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2

                                          max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ;

a b cdis a b c l a k b m c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

⎛ + +⎡ ⎤= − − − + − + − + −⎜ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝
⎞− − + − − + − − + ⎟
⎠

 

3. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
− − − <≥ ,则有: 

((0,0,0),( , , )) min max( , , ), ,max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2

                                          max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ;

l k m a b cdis a b c a b c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

⎛ + + − − −⎡ ⎤= + − + − + −⎜ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝
⎞− − + − − + − − + ⎟
⎠

 

4. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
< − − − < ,则有: 

((0,0,0),( , , )) min , ,max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2 2

                                          max( , ) ,max( , ) ,max( , ) .

a b c l k m a b cdis a b c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

⎛ + + + + − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + − + −⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝
⎞− − + − − + − − + ⎟
⎠

 

相应的证明见附录. 
2.2.2   最优路由算法 

根据引理 4,本文给出了三维六度环面网络路由算法 Route_3D(p=(a,b,c)),该算法能够决定从节点 p 到单位

元节点 e=(0,0,0)的最短路径上的下一个节点 p′=(a′,b′,c′).当 abc=0 时,路由算法 Route_3D 可以调用六度环面网

络最优路由算法 Route. 
Route_3D(p=(a,b,c)) 

{compute d=dis((0,0,0),(a,b,c)); 
if d=0 then success; 
if abc=0 then 

{if a=0 then 
{a′=0;(b′,c′)=Route(b,c);} 

if b=0 then 
{b′=0;(a′,c′)=Route(a,c);} 

if c=0 then 
{c′=0;(a′,b′)=Route(a,b);} 

} 

if d=max(a,b,c) or 
2

a b cd + +⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥
 then 

(a′,b′,c′)=reduce(a,b,c); 
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if d=max(l−a,k−b,m−c) or 
2

l k m a b cd + + − − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥
 then 

(a′,b′,c′)=add(a,b,c); 
if d=max(b,c)+l−a then 

(a′,b′,c′)=(a,b−1,c−1); 
if d=max(a,c)+k−b then 

(a′,b′,c′)=(a−1,b,c−1); 
if d=max(a,b)+m−c then 

(a′,b′,c′)=(a−1,b−1,c); 
if d=max(l−a,m−c)+b then 

(a′,b′,c′)=(a+1,b,c+1); 
if d=max(k−b,m−c)+a then 

(a′,b′,c′)=(a,b+1,c+1); 
if d=max(l−a,k−b)+c then 

(a′,b′,c′)=(a+1,b+1,c); 
} 

算法中函数 reduce 和 add 的定义如下: 
• reduce(a,b,c):a,b 和 c 中的最大值和最小值同时减 1; 
• add(a,b,c):a,b 和 c 中的最大值和最小值同时加 1. 
定理 3. 路由算法 Route_3D 是最优的,可以建立任意两点间的最短路由. 
相应的证明见附录. 

2.2.3   广播算法 
广播是一种常见的通信操作,即,将信息从一个处理机发送给网络中所有其他的处理机.本文只考察消耗固

定时间的通信模式,即,信息传输消耗一个单位时间.信息传送模式为存储-转发模式,即,处理机接收到完整信息

之后才可以将信息转发给其他处理机. 
对于给定的网络Γ,u 是发起广播通信的节点,将信息发送给网络中的其他所有节点.设 b(u)表示 u 完成广播

通信所消耗的时间,b(Γ)表示Γ中任意节点发起并完成广播通信所消耗的最大时间,显然: 
b(Γ)=max{b(u)|u∈V(Γ)}. 

在文献[31]中,Xiao 等人利用陪集图思想给出了任意 Cayley 图Γ中 b(Γ)的上限,得到定理 4.为了叙述广播算

法的原理,本文给出了该定理的证明过程. 
定理 4. G 为一个有限群,且 K 为 G 的一个子群,S 为 G 的一个生成元集合,可以得到 Cayley 图Γ=Cay(G,S)

和陪集图Δ=Cos(G,K,S),则 b(Γ)≤b(Δ)+b(ΓK). 
证明:为了不失一般性,假定单位元节点是发起广播通信的源点. 
首先,单位元节点 e 在通信模式 M 下将信息广播给节点集 K,其消耗的最小时间为 bM(ΓK).对于子群 K 的两

个陪集 K 和 Ks,其中,s∈S\K,则(k,ks)∈E(Γ)中的一条边,这里,k∈K.那么,对于 k,k1∈K,s∈S\K,(k,ks)和(k1,k1s)是Γ中的

两条并行边,即,节点集 K 中所有节点将信息发送给节点集合 Ks 消耗一个单位时间.设 Ku 是群 G 的任意一个陪

集,假定 Ku=Ks1s2...st,其中,s1,s2,...,st∈S,则节点集 K 将信息发送给节点集 Ku 中所有节点所消耗的时间为 t. 
由于 t≤bM(Δ),因此,bM(Γ)≤bM(Δ)+bM(ΓK). □ 
图 5 给出了基于定理 4 的广播算法信息传递过程,单位元节点 e 发起广播通信,Phase 1 完成对子图ΓK 的广

播,Phase 2 完成对其他节点(非子图ΓK 的节点)的广播通信. 
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Fig.5  Procedure of broadcasting algorithm 
图 5  广播算法运行过程 

根据定理 4,对于任意的 Cayley 图网络模型Γ=Cay(G,S),只要适当选择群 G 的子群 K,就可以构建一种高效

的广播算法 .利用已给出的节点编址方法 ,本文给出了三维六度环面网络的一种广播算法 .设 G=Zl×Zk×Zm, 
S={(±1,0,0),(0,±1,0),(0,0,±1),(1,1,0),(−1,−1,0),(1,0,1),(−1,0,−1),(0,1,1),(0,−1,−1)},K={(x,y,0)|x∈Zl,y∈Zk}.显然,K 是

G 的一个子群,且ΓK=Cay(K,{(±1,0,0),(0,±1,0)}是 Cay(G,S)的一个子图.根据其定义,ΓK 是一个 l×k 的方形环面网

络,陪集图Δ=Cos(G,K,S)是一个环.单位元节点 e 作为发送信息源节点.广播通信算法的具体过程如下: 
Broadcasting_3D: 

Procedure for the nodes in ΓK 
Procedure for the source node e=(0,0,0) 

{send(message,(1,0,0),1); 
send(message,(l−1,0,0),2); 

,(0,1,0), 1
2
lsend message⎛ ⎞⎡ ⎤ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

, (0, 1,0), 2
2
lsend message k⎛ ⎞⎡ ⎤− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

, (0,0,1), 1
2 2
l ksend message⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

, (0,0, 1), 2
2 2
l ksend message m⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

} 
Procedure for the nodes in ΓK except the source node 

{receive(message,(x,y,0),C); 
if (y=0) then 

{if 
2
lx⎛ ⎞⎢ ⎥<⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 then 

send(message,(x+1,y,0),C+1); 

if 
2
lx⎛ ⎞⎡ ⎤<⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

 then 

send(message,(x−1,y,0),C+1); 

Γk

e

S1 S2 S3…Sm3... nS S′ ′  2S′  1S′

1 2 3...k nS S S SΓ ′ ′ ′ ′ 1 2k S SΓ ′ ′ 1k SΓ ′ ΓkS1S2S3…Sm ΓkS1S2ΓkS1 

Phase 1 Phase 2 Phase 3
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,( ,1,0), 1
2
lsend message x⎛ ⎞⎡ ⎤ +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

, ( , 1,0), 2
2
lsend message x k⎛ ⎞⎡ ⎤− +⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

} 

if 0 and 
2
ky y⎛ ⎞⎢ ⎥> <⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 then 

send(message,(x,y+1,0),C+1); 

if 
2
ky⎛ ⎞⎡ ⎤>⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

 then 

send(message,(x,y−1,0),C+1); 

,( , ,1), 1
2 2
l ksend message x y⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

, ( , , 1), 2
2 2
l ksend message x y m⎛ ⎞⎡ ⎤ ⎡ ⎤− + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝ ⎠

; 

} 
Procedure for all nodes except the nodes in ΓK 

{receive(message,(x,y,z),C); 

if  or 
2 2
m mz⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎡ ⎤=⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎢ ⎥⎝ ⎠

 then 

stop; 

if 
2
mz⎛ ⎞⎢ ⎥<⎜ ⎟⎢ ⎥⎣ ⎦⎝ ⎠

 then 

send(message,(x,y,z+1),C+1); 

if 
2
mz⎛ ⎞⎡ ⎤>⎜ ⎟⎢ ⎥⎢ ⎥⎝ ⎠

 then 

send(message,(x,y,z−1),C+1); 
} 

算法中的函数定义如下: 
• send(message,(x,y),C):在时刻 C,将信息 message 发送给节点(x,y); 
• receive(message,(x,y),C):节点(x,y)在时刻 C 接收到信息 message. 

由于 ( ) , (Δ)
2 2 2M K M

l llb bΓ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢

⎡ ⎤= + =⎢ ⎥ ⎢⎢ ⎥ ⎥⎥ ,则由定理 4,广播算法的时间消耗小于等于
2 2 2
l l m⎡ ⎤ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤+ +⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥

. 

图 6 给出了三维六度环面网络 H9×5×5 中的广播过程,单位元节点 e=(0,0)发起广播通信,图中的有向边表示

信息传播的过程,边上标记的数据为信息传输时刻.A 是广播算法的第 1 个阶段,经过 8 步完成对ΓK 中节点的通

信过程;B 是广播算法的第 2 个阶段,经过 3 步完成对所有非ΓK 节点的通信过程. 
一种优化的广播算法,其通信消耗时间应近似等于网络直径,即,bM(Γ)≈D(Γ).显然,本文提出的广播算法并

不是最优的,这与子群 K 并不满足构造优化广播通信算法有着很大的关系.如何根据定理 4 选择合适的子群 K,
从而优化上述广播算法,是未来的一项研究工作. 
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Fig.6  Broadcasting in hexagonal torus of H9×5×5 
图 6  H9×5×5 中的广播过程 

2.2.4   直  径 
由于环面边的存在,三维六度环面网络的直径是非常难于计算的,本文只给出该网络模型的直径上下界 

限值. 
定理 5. 对于Γ=Hl×k×m,l>0,k>0,m>0,有: 

max( ( ), ( ), ( )) ( ) min ( ), ( ), ( ) .
2 2 2k m l m l k k m l m l k
l k mD H D H D H D D H D H D HΓ× × × × × ×

⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≤ ≤  

证明:根据最优路由算法 Route_3D,显然有: 
D(Γ)≥max(D(Hk×m),D(Hl×m),D(Hl×k)). 

Γ中任意节点 u=(a,b,c)到单位元节点 e=(0,0,0)的路径可以按照如下 3 种方式建立: 
1. 首先建立节点(a,b,c)到(0,b,c)的路径: 

(a,b,c)→(a−1,b,c)→...→(0,b,c),或者(a,b,c)→(a+1,b,c)→...→(0,b,c). 

  显然,该路径的长度小于
2
l⎢ ⎥

⎢ ⎥⎣ ⎦
,并且 dis((0,b,c),e)≤D(Hk×m). 

  因此有: ( ) ( ).
2 k m
lD D HΓ ×

⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦
≤  

2. 首先建立节点(a,b,c)到(a,0,c)的路径: 
(a,b,c)→(a,b−1,c)→...→(a,0,c),或者(a,b,c)→(a,b+1,c)→...→(a,0,c). 

  显然,该路径的长度小于
2
k⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,并且 dis((a,0,c),e)≤D(Hl×m). 

  因此有: ( ) ( ).
2 l m
kD D HΓ ×
⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦

≤  

3. 首先建立节点(a,b,c)到(a,b,0)的路径: 
(a,b,c)→(a,b,c−1)→...→(a,b,0),或者(a,b,c)→(a,b,c+1)→...→(a,b,0). 

  显然,该路径的长度小于
2
m⎢ ⎥
⎢ ⎥⎣ ⎦

,并且 dis((a,b,0),e)≤D(Hl×k). 

  因此有: ( ) ( ).
2 l k
mD D HΓ ×
⎢ ⎥ +⎢ ⎥⎣ ⎦

≤  

因此有: ( ) min ( ), ( ), ( ) .
2 2 2k m l m l k
l k mD D H D H D HΓ × × ×

⎛ ⎞⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥+ + +⎜ ⎟⎢ ⎥ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎣ ⎦ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎝ ⎠
≤  □ 
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3   结束语 

本文给出了一种基于 Cayley 图的三维六度环绕网络模型,针对该三维六度环面网络,本文给出了一种简单

的三维节点编址方案,并利用该编址方案得到了任意两个节点间的最短距离公式;开发了一种简单的分布式最

优路由算法,可以建立任意两点之间的最短路由路径;基于陪集图理论,给出了一种新型的广播通信算法,并对

该算法的效率进行了分析;给出了其网络直径的界限值. 
针对三维六度环绕网络的 Cayley 图网络模型,还有很多问题可以作为未来的研究方向. 
• 首先,本文提出的广播算法并不是优化的,一种优化的广播算法,其通信消耗时间应近似等于网络直径,

即,bM(Γ)≈D(Γ).显然,本文提出的广播算法并不是最优的,这与子群 K 并不满足构造优化广播通信算法

有着很大的关系.如何根据定理 4 选择合适的子群 K,从而优化上述广播算法,是未来的一项研究工作; 
• 其次,该网络模型直径的确定值还是未知的; 
• 最后,如何将本文提出的互连网络结构作为具体网络应用的底层覆盖网络(overlay),如 Ad Hoc 网络、

P2P 网络,从而发挥该网络结构良好的拓扑特性,也将是一个非常重要的研究方向. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行表示感谢.同时,对审稿人提出的有益建议表示感谢. 
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附录:文中部分引理及定理证明 

引理 3. (略) 
证明:基于对称性,这里只考虑如下 4 种情况: 
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max( , , ),           0, 0, 0,max( , , )
2

,           0, 0, 0,max( , , )((0,0,0),( , , )) 2 2
max( , ) | |,      0, 0, 0
max(| |,| |) ,   0, 0, 0

a b ca b c a b c a b c

a b c a b ca b c a b cdis a b c

a b c a b c
b c a a b c

+ +⎧ > > >⎪
⎪

+ + + +⎡ ⎤⎪ > > > <= ⎨⎢ ⎥⎢ ⎥⎪
⎪ + > > <
⎪ + > < <⎩

若 ≥

若

若

若

. 

1. 若 a>0,b>0,c>0, max( , , )
2

a b ca b c + +
≥ ,假定 max(a,b,c)=a,则节点(a,b,c)到(0,0,0)的长度为 a 的最短路径 

可按如下方法构建: 
(0,0,0)→(1,1,0)→...→(b,b,0)→(b+1,b,1)→...→(b+c,b,c)→(b+c+1,b,c)→...→(a,b,c). 

因此,dis((0,0,0),(a,b,c))=max(a,b,c). 

2. 若 a>0,b>0,c>0, max( , , )
2

a b ca b c + +
< ,假定 max(a,b,c)=a,则节点(a,b,c)到(0,0,0)的最短路径可按如下方

法构建: 
(0,0,0)→(1,1,0)→...→(b,b,0)→(b+1,b,1)→...→(a,b,a−b)→(a,b,a−b+1)→...→(a,b,c). 

根据上述最短路径,有: 

,       (mod  2) 0
2((0,0,0),( , , ))

1,  (mod  2) 1
2

a b c a b c
dis a b c

a b c a b c

+ +⎧ + + =⎪⎪= ⎨ + + +⎪ + + =
⎪⎩

若

若

. 

因此, ((0,0,0),( , , )) .
2

a b cdis a b c + +⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥
 

3. 若 a>0,b>0,c<0,假定 max(a,b,c)=a.节点(a,b,c)和(0,0,0)之间的长度为 a+|c|的最短路径可按如下方法 
构建: 

(0,0,0)→(1,1,0)→...→(b,b,0)→(b+1,b,0)→...→(a,b,0)→(a,b,−1)→...→(a,b,c). 
因此,dis((0,0,0),(a,b,c))=max(a,b)+|c|. 
4. 若 a>0,b<0,c<0,假定 max(|b|,|c|)=|b|,节点(a,b,c)和(0,0,0)之间长度为|b|+a 的最短路径可按如下方法构建: 

(0,0,0)→(0,−1,−1)→...→(0,b−c,c)→(0,b−c+1,c)→...→(0,b,c)→(1,b,c). 
因此,dis((0,0,0),(a,b,c))=max(|b|,|c|)+a. □ 
引理 4. (略) 
证明:对于节点(a,b,c)∈Zl×Zk×Zm,有: 

(a,b,c)=(a−l,b−k,c−m)=(a−l,b,c)=(a,b−k,c)=(a,b,c−m)=(a−l,b−k,c)=(a−l,b,c−m)=(a,b−k,c−m). 

1. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
− − −≥ ≥ ,由引理 3,有: 

• dis((0,0,0),(a,b,c))=max(a,b,c); 
• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c−m))=max(l−a,k−b,c−m); 
• dis((0,0,0),(a−l,b,c))=max(b,c)+l−a; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c))=max(a,c)+k−b; 
• dis((0,0,0),(a,b,c−m))=max(a,b)+m−c; 
• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c))=max(l−a,k−b)+c); 
• dis((0,0,0),(a−l,b,c−m))=max(l−a,m−c)+b; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c−m))=max(k−b,m−c)+a. 
由此可得: 

disΓ((0,0,0),(a,b,c))=min(max(a,b,c),max(l−a,k−b,m−c),max(b,c)+l−a,max(a,c)+k−b,max(a,b)+m−c, 
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max(k−b,m−c)+a,max(l−a,m−c)+b,max(l−a,k−b)+c). 

2. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
< − − − ≥ ,由引理 3,有: 

• ((0,0,0),( , , ))
2

a b cdis a b c + +⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥
; 

• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c−m))=max(l−a,k−b,c−m); 
• dis((0,0,0),(a−l,b,c))=max(b,c)+l−a; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c))=max(a,c)+k−b; 
• dis((0,0,0),(a,b,c−m))=max(a,b)+m−c; 
• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c))=max(l−a,k−b)+c); 
• dis((0,0,0),(a−l,b,c−m))=max(l−a,m−c)+b; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c−m))=max(k−b,m−c)+a. 
由此可得: 

((0,0,0),( , , )) min ,max( , , ),max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2

                                            max( , ) ,max( , ) ,max( , ) .

a b cdis a b c l a k b m c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

Γ
⎛ + +⎡ ⎤= − − − + − + − + −⎜ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝

⎞− − + − − + − − + ⎟
⎠

 

3. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
− − − <≥ ,由引理 3,有: 

• dis((0,0,0),(a,b,c))=max(a,b,c); 

• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c−m))=
2

l k m a b c+ + − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

; 

• dis((0,0,0),(a−l,b,c))=max(b,c)+l−a; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c))=max(a,c)+k−b; 
• dis((0,0,0),(a,b,c−m))=max(a,b)+m−c; 
• dis((0,0,0),(a−l,b−k,c))=max(l−a,k−b)+c); 
• dis((0,0,0),(a−l,b,c−m))=max(l−a,m−c)+b; 
• dis((0,0,0),(a,b−k,c−m))=max(k−b,m−c)+a. 
由此可得: 

((0,0,0),( , , )) min max( , , ), ,max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2

                                            max( , ) ,max( , ) ,max( , ) .

l k m a b cdis a b c a b c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

Γ
⎛ + + − − −⎡ ⎤= + − + − + −⎜ ⎢ ⎥⎢ ⎥⎝
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4. 若 max( , , ) ,max( , , )
2 2

a b c l k m a b ca b c l a k b m c+ + + + − − −
< − − − < ,由引理 3,有: 

• disΓ((0,0,0),(a,b,c))=
2

a b c+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

; 

• disΓ((0,0,0),(a−l,b−k,c−m))=
2

l k m a b c+ + − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

; 

• disΓ((0,0,0),(a−l,b,c))=max(b,c)+l−a; 
• disΓ((0,0,0),(a,b−k,c))=max(a,c)+k−b; 
• disΓ((0,0,0),(a,b,c−m))=max(a,b)+m−c; 
• disΓ((0,0,0),(a−l,b−k,c))=max(l−a,k−b)+c; 
• disΓ((0,0,0),(a−l,b,c−m))=max(l−a,m−c)+b; 
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• disΓ((0,0,0),(a,b−k,c−m))=max(k−b,m−c)+a. 
由此可得: 

((0,0,0),( , , )) min , ,max( , ) ,max( , ) ,max( , ) ,
2 2

                                            max( , ) ,max( , ) ,max( , ) .

a b c l k m a b cdis a b c b c l a a c k b a b m c

k b m c a l a m c b l a k b c

Γ
⎛ + + + + − − −⎡ ⎤ ⎡ ⎤= + − + − + −⎜ ⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎝

⎞− − + − − + − − + ⎟
⎠

 

证毕. □ 
定理 3. (略) 
证明:设 d′=dis((0,0,0),(a′,b′,c′)),由于 p 和 p′是相邻节点,显然有|d−d′|≤1,这里只需证明 d′=d−1 即可. 
• 当 abc=0 时,可以调用六度环面网络的路由算法 Route 找到最优路径,这里不再做重复证明; 
• 当 abc≠0 时,不妨设 a>0,b>0,c>0: 

 若 d=max(a,b,c),则一定有 max( , , )
2

a b ca b c + +
≥ ,这里不妨设 max(a,b,c)=c,min(a,b,c)=a. 

  若 p′=(a−1,b,c−1),则 max(a−1,b,c−1)=c−1.显然,max(a−1,b,c−1)=c−1
2

a b c+ +
≥ −1. 

  由引理 4,则有 d′≤max(a−1,b,c−1)=c−1=d−1; 

 若 d=
2

a b c+ +⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

,则一定有 max(a,b,c)<
2

a b c+ + ,这里不妨设 max(a,b,c)=c,min(a,b,c)=a. 

  若 p′=(a−1,b,c−1),则 max(a−1,b,c−1)=c−1 或者 b. 

 若 max(a−1,b,c−1)=c−1,显然,max(a−1,b,c−1)=c−1<
2

a b c+ +
−1,则由引理 4,有: 

2
a b cd + +⎡ ⎤′ ⎢ ⎥⎢ ⎥

≤ =d−1; 

 若 max(a−1,b,c−1)=b,则 b=c.当 0<a≤2 时,有
2

a b cc + +
≥ −1,由引理 4,可以得到 d′≤

max(a−1,b,c−1)=c,而
2 2

a b c ad c+ +⎡ ⎤ ⎡ ⎤= = +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎢ ⎥
=c+1,则 d′≤d−1;当 a>2 时,有 c<

2
a b c+ +

−1,

由引理 4,可以得到 1
2

a b cd + +⎡ ⎤′ −⎢ ⎥⎢ ⎥
≤ =d−1; 

 若 d=max(l−a,k−b,m−c),则一定有 max(l−a,k−b,m−c)
2

l k m a b c+ + − − −
≥ ,这里不妨设: 

max(l−a,k−b,m−c)=m−c,min(l−a,k−b,m−c)=l−a. 
  若 p′=(a+1,b,c+1),则 max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1,显然: 

max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1
2

l k m a b c+ + − − −
≥ −1. 

  由引理 4,则有 d′≤max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1=d−1; 

 若
2

l k m a b cd + + − − −⎡ ⎤= ⎢ ⎥⎢ ⎥
,则一定有 max(l−a,k−b,m−c)<

2
l k m a b c+ + − − − ,这里不妨设: 

max(l−a,k−b,m−c)=m−c,min(l−a,k−b,m−c)=l−a. 
  若 p′=(a+1,b,c+1),则有 max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1 或者 k−b. 

 若 max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1,显然: 

max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c−1<
2

l k m a b c+ + − − −
−1. 

  由引理 4,则有
2

l k m a b cd + + − − −⎡ ⎤′ ⎢ ⎥⎢ ⎥
≤ −1=d−1; 
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 若 max(l−a−1,k−b,m−c−1)=k−b,则 k−b=m−c.当 0<l−a≤2时,有 m−c
2

l k m a b c+ + − − −
≥ −1,

由引理 4 可得 d′≤max(l−a−1,k−b,m−c−1)=m−c,
2

l k m a b cd + + − − −⎡ ⎤= =⎢ ⎥⎢ ⎥ 2
l am c −⎡ ⎤− +⎢ ⎥⎢ ⎥

= 

m+c+1,则 d′≤ d−1;当 l−a>2 时 ,有 m−c<
2

l k m a b c+ + − − −
−1,由引理 4 可得 d ′≤  

2
l k m a b c+ + − − −⎡ ⎤
⎢ ⎥⎢ ⎥

−1=d−1; 

 若 d=max(b,c)+l−a,p′=(a,b−1,c−1),则 d′≤max(b−1,c−1)+l−a=d−1; 
 若 d=max(a,c)+k−b,p′=(a−1,b,c−1),则 d′≤max(a−1,c−1)+k−b=d−1; 
 若 d=max(a,b)+m−c,p′=(a−1,b−1,c),则 d′≤max(a−1,b−1)+m−c=d−1; 
 若 d=max(l−a,m−c)+b,p′=(a+1,b,c+1),则 d′≤max(l−a−1,m−c−1)+b=d−1; 
 若 d=max(k−b,m−c)+a,p′=(a,b+1,c+1),则 d′≤max(k−b−1,m−c−1)+a=d−1; 
 若 d=max(l−a,k−b)+c,p′=(a+1,b+1,c),则 d′≤max(l−a−1,k−b−1)+c=d−1. 

证毕. □ 
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