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摘  要: 循环术语集推理是描述逻辑研究中面临的难点问题,尚未得到很好的解决.有序二叉决策图(ordered 
binary decision diagram,简称 OBDD)是一种对布尔函数进行紧凑表示和高效操作的数据结构,适用于表示和处理大

规模问题.将 OBDD 应用于描述逻辑循环术语集的推理.首先,针对描述逻辑εL 中的循环术语集,给出了描述图上关

于最大模拟关系的重要性质,并借助集合表示和集合运算对该性质进行了表述和证明.在此基础上,应用布尔函数对

描述图进行编码,给出了基于OBDD求解最大模拟关系的方法,进而给出了最大不动点语义下基于OBDD对概念包

含关系进行判定的算法;接下来,基于 OBDD 给出了求解描述图中可以到达循环路径的所有结点的方法,进而给出

了最小不动点语义下基于 OBDD 对概念包含关系进行判定的算法;最后,对算法的正确性、复杂度等进行了分析和

证明,并对算法进行了编程实现,给出了关于计算性能的实验结果.该工作为循环术语集的推理提供了一条有效途

径,也为 OBDD 在逻辑推理中的应用提供了新的案例. 
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Abstract:  Reasoning about terminological cycles of description logics is a hard problem that needs to be solved. Ordered binary 
decision diagram (OBDD) is a data structure suitable for dealing with large-scale problems since through the diagram Boolean functions 
can be represented compactly and computed efficiently. In this paper, OBDD is adopted to reason about terminological cycles of 
description logics. First, for terminological cycles of the description logic εL, with the help of set representation and operation, a property 
about the greatest simulation relationship on description graphs of terminological cycles is specified and proved. Second, by encoding 
description graphs of terminological cycles as Boolean functions, an OBDD-based procedure for computing the greatest simulation 
relationship is proposed, and based on this procedure an algorithm is presented for deciding the subsumption relationship between 
concepts under the greatest fix-point semantics. Third, based on OBDD, a procedure for calculating all the nodes which can reach cycle 
paths in a description graph is proposed, and based on this procedure an algorithm for deciding the subsumption relationship under the 
least fix-point semantics is also presented. Finally, the correctness and time complexity of both algorithms are proved; the computing 
performance of both algorithms are also demonstrated by a set of experiments. This work provides an effective approach for reasoning 
about terminological cycles of description logics; it also provides a new case for applying OBDD in the fields of logical reasoning. 
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作为一类用于知识表示的形式化工具,描述逻辑在信息系统、软件工程、自然语言处理等领域得到了成功

应用,尤其是在语义 Web 中扮演着关键角色,成为了语义 Web 本体语言 OWL 的逻辑基础.描述逻辑的主要特点

在于提供了命题逻辑所无法比拟的刻画能力,同时保证了相关推理问题的可判定性,此外还拥有高效的推理机

制作为支撑[1]. 
循环术语集是描述逻辑长期以来的研究难点,其语义定义问题和推理算法问题尚未得到很好的解决.因此,

在目前对描述逻辑的研究和应用中,一般都假设所考察的知识库中不含有循环定义.但实际上,循环定义不仅可

以扩充描述逻辑的表达能力,而且在许多应用中是不可避免的[2,3].此外,循环定义还能够方便用户建立描述逻

辑知识库,使所刻画的知识符合人们的直觉;如果不使用循环定义,则会使得最终建立的知识库非常复杂,用户

也难以理解[4,5].例如,在考察一个有向图时,令Node和 edge分别对应于图中的所有结点和有向边,则我们可以将 

图中出现在无限长的通路上的所有结点刻画为[6]:Inode≡Node ∃edge.Inode;由于 Inode 出现在自身的定义式中, 

从而形成了循环定义.通常也将含有循环定义的知识库称为循环术语集[6]. 
Nebel[4,5]最早对循环术语集进行了研究,提出了循环术语集的 3 种语义:描述语义、最大不动点语义和最小

不动点语义.其中,描述语义与一般情况下(即不含有循环定义时)描述逻辑中采用的语义相同;但是,由于循环定

义的出现,使得一个循环术语集可能具有多个基于描述语义的解释.最大不动点语义和最小不动点语义以定义

在解释结构上的偏序关系为基础,分别将基于该偏序关系的最大不动点和最小不动点作为唯一的语义解释.在
多数情况下,采用最大不动点语义或最小不动点语义能够更好地符合人们刻画知识库的初衷. 

在 Nebel 给出的语义解释的基础上,许多研究者对循环术语集的推理问题进行了研究.其中,针对由描述逻

辑 FL0 刻画的循环术语集,Baader[2]借助有穷状态自动机给出了对概念的可满足性和概念之间包含关系进行判

定的算法.针对由描述逻辑εL 刻画的循环术语集,Baader[6]借助描述图给出了对概念的可满足性和概念之间包

含关系进行判定的算法.之后,蒋运承等人[7]将 Baader 的工作扩展到描述逻辑εLN,给出了εLN 循环术语集在不

动点语义下关于概念可满足性和概念包含关系的推理算法.王驹等人[8]借助描述图和模拟关系,给出了描述逻

辑 vL 循环术语集关于可满足性和概念包含关系的推理算法.但到目前为止,研究者尚未对这些算法加以实现.
目前,著名的描述逻辑推理机也不能在不动点语义下对描述逻辑循环术语集进行推理. 

有序二叉决策图(ordered binary decision diagram,简称 OBDD)[9]是一种对布尔函数进行紧凑表示和高效操

作的数据结构.由于其可以有效地缓解乃至避免对布尔函数进行处理时可能出现的状态组合爆炸问题,因而在

硬件电路综合与验证、组合优化、智能调度、模型检测等领域都得到了成功应用[9,10].能否在逻辑推理领域发

挥出 OBDD 的优点,是相关研究者关注的问题.许多研究者已在这方面进行了探索,其中,Uribe 和 Stickel[11]将

OBDD 应用于命题公式的可满足性判定,显示了 OBDD 在命题逻辑公式可满足性判定方面具有巨大的应用潜

力.Groote[12]将 OBDD 用于一阶谓词逻辑的推理,将 OBDD 对命题逻辑的推理提升到一阶谓词逻辑层面. 
Marrero[13]将 OBDD 运用于分支时态逻辑 CTL 的推理,给出了基于 OBDD 的 CTL 可满足性判定算法.Pan 等 
人[14]将 OBDD 应用于模态逻辑的可满足性判定,实验结果表明,该方法在逻辑公式中出现模态词较多时具有明

显的性能优势. 
针对描述逻辑,Keller[15]最先提出基于 OBDD 进行逻辑推理的思路,但并未给出算法.之后,Rudolph 等人[16]

针对描述逻辑 ALCIb 首次给出了基于 OBDD 的推理算法.由于可以将描述逻辑 SHIQ 的一致性问题在可满足

性等价的情况下转换为描述逻辑 ALCIb 的一致性问题,因而,Rudolph 等人实际上也基于 OBDD 给出了描述逻

辑 SHIQ 的一致性判定算法[17].但是,Rudolph 等人的算法不支持循环术语集;虽然 Rudolph 等人[16,17]在论文中没

有明确地假设不含有循环定义,但其论文中考察的描述逻辑在语义定义上采用的是描述语义,因而相应的算法

不支持循环定义所要求的最大不动点语义和最小不动点语义.此外,Rudolph 等人尚未对算法加以实现,不能从

实际计算性能的角度对基于 OBDD 的推理算法进行考察. 
本文将 OBDD 技术引入到对描述逻辑循环术语集的推理之中,针对由描述逻辑εL 刻画的循环术语集,在
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Baader 等人[6]给出的基于描述图的判定方法的基础上,本文借助 OBDD 分别给出最大不动点语义下和最小不

动点语义下对概念之间包含关系进行判定的算法.首先,针对最大不动点语义,本文借助集合运算给出描述图上

关于最大模拟关系的一个重要性质,并基于该性质给出应用 OBDD 求解最大模拟关系的方法,进而得到最大不

动点语义下应用 OBDD 判断概念包含关系的算法;其次,针对最小不动点语义,本文借助集合运算给出计算描述

图中所有可以到达循环通路的结点的方法.在此基础上,得出最小不动点语义下应用 OBDD 判断概念包含关系

的算法;最后,本文对上述两种算法进行优化实现,给出具体的实验结果. 
本文第 1 节对背景知识进行介绍.第 2 节和第 3 节分别给出最大不动点语义下和最小不动点语义下基于

OBDD 对概念包含关系进行判定的算法.第 4 节对两种算法的正确性和时间复杂度进行分析,并与描述逻辑推

理机 Pellet 进行实验比较.第 5 节对相关工作进行考察.第 6 节总结全文. 

1   背景知识 

本文涉及的背景知识主要包括 3 个方面:描述逻辑εL 循环术语集,Baader 等人给出的关于循环术语集推理

的两个定理以及有序二叉决策图. 

1.1   描述逻辑εL循环术语集 

描述逻辑εL的基本符号包括由角色名组成的集合NR和由概念名组成的集合NC.从这些符号出发可以递归

地构造出角色和概念:R 是εL 中的角色当且仅当 R∈NR;令 A∈NC,R 为角色,则εL 中的概念由如下产生式生成: 

C,D::= |A|C D|∃R.C. 

εL 的解释 I=(ΔI,•I)由解释域ΔI 和解释函数•I 构成.解释函数•I 将每个角色名解释为ΔI 上的一个关系,将每个

概念名解释为ΔI 的一个子集,递归定义如下: 
(1) I=ΔI; 

(2) AI⊆ΔI; 
(3) RI⊆ΔI×ΔI; 

(4) (C D)I=CI∩DI; 

(5) (∃R.C)I={x∈ΔI|∃y∈ΔI 使得(x,y)∈RI 并且 y∈CI}. 
εL 的 TBox 是由形如 C≡D 的概念定义式组成的有限集合,其中,C∈NC,D 为εL 概念.给定一个 TBox T,如果

概念名 C 出现在 T 中概念定义式的左边,则称 C 为被定义的概念名;否则,称 C 为原始概念名. 
令 C 是一个被定义的概念名,其概念定义式为 C≡D.如果某个概念名 B 出现在 D 中,则称 C 直接使用了 B.

将关系“直接使用”的传递闭包称为“使用”.在此基础上,如果 TBox 中存在某个被定义的概念名在概念定义式中

“使用”了自身,则称该 TBox 中存在循环定义,也称该 TBox 为循环术语集. 
文献中给出了循环术语集的 3 种语义定义[4,5].其中,由于描述语义与一般情况下(即不含有循环定义时)描

述逻辑中采用的语义相同,本文不再详述.下面引入解释结构上的偏序关系,进而给出εL 循环术语集的最大不动

点语义和最小不动点语义: 
• 首先,给定描述逻辑εL 的任一 TBox T,令 Nrole,Nprim,Ndef 是由出现在 T 中的所有角色名、原始概念名和

被定义的概念名组成的集合,并且令 Nrole={R1,…,Rn},Nprim={P1,…,Pm}和 Ndef={C1,…,Ck}; 

• 其次,给定一个解释 J=(ΔJ,•J),其中,对于任一 Ri∈Nrole 都有 J
iR ⊆ΔJ×ΔJ,对于任一 Pi∈Nprim 都有 J

iP ⊆ΔJ.

在此基础上,对于任一解释 I=(ΔI,•I),如果ΔI=ΔJ,并且对于任一 Ri∈Nrole 和任一 Pi∈Nprim 都有 I J
i iR R= 和

,I J
i iP P= 则称解释 J 是解释 I 的原始解释.相应地,称解释 I 是解释 J 的扩充,或者称 I 是基于 J 的解释; 

• 最后,给定一个解释 J,令集合 Int(J):={I|I 是基于 J 的解释},在 Int(J)上定义偏序关系 J 如下:I1 JI2 当且

仅当对于任一 Ci∈Ndef 都有 1 2 .I I
i iC C⊆  

显然,由集合 Int(J)和偏序关系 J 构成的二元组〈Int(J), J〉是一个完全格.由 Tarski 不动点定理可知,如果存
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在单调函数 O:Int(J)→Int(J),使得对于任意 I1,I2∈Int(J)来说,当 I1 J I2 时必然有 O(I1) JO(I2),则函数 O 必然存在 

不动点. 
给定任一 TBox T={C1≡D1,…,Ck≡Dk}和解释 J,对函数 OT,J:Int(J)→Int(J)定义如下:OT,J(I1)=I2 当且仅当对于 

任一 1≤i≤k 都有 2 1 .I I
i iC D≡ 容易证明,OT,J 是一个单调函数,并且存在最小不动点和最大不动点. 

定义 1. 令 T 是εL 的任一 TBox.如果存在某个解释 I=(ΔI,•I)使得对于任一概念定义式 C≡D∈T 都有 CI=DI,
则称 I 是 T 的一个模型.如果 I 是 T 的模型,并且存在一个解释 J 使得 I∈Int(J)而且 I 是函数 OT,J的最大不动点(最
小不动点),则称 I 是 T 的最大不动点模型(最小不动点模型),简称为 gfp-模型(lfp-模型). 

最大不动点语义仅接受最大不动点模型.相应地,最小不动点语义仅接受最小不动点模型. 
定义 2. 令 T 是εL 的任一 TBox,A,B 是 T 中被定义的概念,则: 

(1) 在最大不动点语义下 A 包含于 B,记为 A gfp,TB,当且仅当对于 T 的任一 gfp-模型 I 都有 AI⊆BI; 

(2) 在最小不动点语义下 A 包含于 B,记为 A lfp,TB,当且仅当对于 T 的任一 lfp-模型 I 都有 AI⊆BI. 

1.2   描述逻辑εL循环术语集的推理定理 

为了对循环术语集中的概念包含关系进行判定,Baader 等人借助描述图给出了两个定理[6].下面首先引入

一些符号和术语,然后对这两个定理进行介绍.本文的算法将建立在这两个定理的基础之上. 
给定任一 TBox T={C1≡D1,…,Ck≡Dk},称 T 是正规化的当且仅当对于任一 Ci≡Di(1≤i≤k)来说,Di 具有如下

形式: 

P1 … Pt ∃R1.B1 … ∃Rs.Bs, 

其中,t,s≥0,P1,…,Pt∈Nprim,R1,…,Rs∈Nrole,B1,…,Bs∈Ndef.如果 t=s=0,则 Di= . 

给定描述逻辑εL 的任一 TBox,可以在多项式时间内将其转化为在最大不动点语义(最小不动点语义)下等

价的正规化的 TBox[6].在本文接下来的内容中,我们假设所讨论的 TBox 都是正规化的. 
定义 3. 给定εL 的任一 TBox T,其描述图是一个三元组 GT=〈VT,ET,LT〉,其中, 
(1) VT=Ndef,是将 T 中每个被定义的概念作为一个结点后形成的结点集合; 
(2) ET⊆VT×Nrole×VT,是用 T 中的角色名进行标记的有向边的集合; 

(3) LT:VT→ 2 primN ,为每个结点标记 T 中的若干个原始概念; 
(4) LT 和 ET 满足如下性质:对于任一 C∈VT,如果 C 在 T 中的概念定义式为 C≡P1 … Pm ∃R1.B1 … 

∃Rn.Bn,则有 LT(C)={P1,…,Pm}和{(C,R1,B1),…,(C,Rn,Bn)}⊆ET. 

例 1:考察 TBox T={C1≡P1 P2 P3 ∃R1.B1 ∃R2.B2 ∃R1.B3,C2≡P2 P3 ∃R2.B2 ∃R1.B3,C3≡P2 P3 ∃R2.B2  

∃R1.B3,B1≡∃R2.C3,B2≡∃R1.C1,B3≡P1 P2},其描述图如图 1 所示. 

 
 
 
 
 

Fig.1  Description graph corresponding to the TBox T in Example 1 
图 1  例 1 中 TBox T 的描述图 

定义 4. 给定任意两个描述图 G1=〈V1,E1,L1〉和 G2=〈V2,E2,L2〉,将二元关系 Z⊆V1×V2称为 G1到 G2的模拟关系,
当且仅当 Z 满足以下条件: 

(1) 如果(v1,v2)∈Z,则有 L1(v1)⊆L2(v2); 
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(2) 如果(v1,v2)∈Z,且存在一个结点 1v′ ∈V1 使得(v1,R, 1v′ )∈E1,则必存在某个结点 2v′ ∈V2 使得(v2,R, 2v′ )∈E2

和 1 2( , ) .v v Z′ ′ ∈  

如果 Z 是 G1 到 G2 的模拟关系,则记为 Z:G1 G2. 

借助描述图和模拟关系,可以在最大不动点语义下对概念之间的包含关系进行判定.判定定理如下: 
定理 1[6]. 给定εL 的任一 TBox T 和其中两个被定义的概念 A,B,下面两个命题是互相等价的: 

(1) A gfp,TB; 

(2) 对于 T 的描述图 GT,存在 GT 到 GT 的模拟关系 Z,使得(B,A)∈Z. 
在最小不动点语义下,也可以借助描述图和模拟关系进行推理.在给出推理定理之前需引入如下概念: 
令 T 是εL 的任一 TBox,GT=〈Ndef,ET,LT〉是 T 的描述图.对于任意两个结点 A,B∈Ndef,如果图 GT 中存在从 A 

到 B 的一条路径,则记为 *
TA B⎯⎯→ ;如果存在从 A 到 B 的一条非空路径,则记为 TA B+⎯⎯→ .在此基础上,定义

CycT 如下:CycT:={A|A∈Ndef,并且存在结点 B∈Ndef 使得 * }.T TA B B+⎯⎯→ ⎯⎯→  

定理 2[6]. 令 T 是εL 的任一 TBox,GT=〈Ndef,ET,LT〉是 T 的描述图, TG′ 是从图 GT 中删除所有出现在 CycT 中的

结点以及所有与这些结点相连的边之后得到的描述图,则 A lfp,TB 当且仅当满足下列两种情况之一: 

(1) A∈CycT; 
(2) A∉CycT,B∉CycT,并且存在 TG′ 到 TG′ 的模拟关系 Z,使得(B,A)∈Z. 

以这两个定理为基础,本文将借助 OBDD 分别给出最大不动点语义下和最小不动点语义下对概念包含关

系进行判断的算法. 

1.3   有序二叉决策图 

有序二叉决策图(OBDD)是一种对布尔函数进行紧凑表示和高效操作的数据结构.给定含有 n 个命题变元

x1,x2,…,xn 的任一布尔函数 f(x1,x2,…,xn),其 OBDD 表示是一个十元组 W=(N,root,1,0,low,high,Var,π,λ,ϕ),其中, 
(1) N 是由结点组成的有限集合; 
(2) root∈N 为根结点; 
(3) 0,1∈N 为终端结点; 
(4) low 和 high 是从 N\{0,1}到 N\{root}的函数,分别为每个非终端结点指定左孩子结点和右孩子结点; 
(5) Var={x1,x2,…,xn}; 
(6) π是对 Var 中的各个变量指定一种排序,称为变量序; 
(7) λ是从 N\{0,1}到 Var 的函数,为每个非终端结点赋予一个变量,并且使得从根结点到终端结点的任一

路径上的变量均以变量序π所规定的次序依次出现; 
(8) ϕ为每个结点赋予一个布尔函数,并且满足如下条件: 

① 根结点对应的布尔函数为ϕ(root)=f(x1,x2,…,xn); 
② 终端结点对应的布尔函数分别为ϕ(0)=false 和ϕ(1)=true; 
③ 对于每个非终端结点 u,其对应的布尔函数为ϕ(u)=(¬λ(u)∧ϕ(low(u)))∨(λ(u)∧ϕ(high(u))). 

将布尔函数表示为 OBDD 之后,还可以对 OBDD 进行简化,得到紧凑的并且唯一的图形表示.在此基础上,
对于布尔函数的各种操作(例如:否定、析取、合取、存在量化、全称量化等)都可以直接通过对 OBDD 的操作

来高效地加以实现[9]. 
从应用的角度来看,OBDD 为集合提供了一种紧凑表示和高效操作的方式.首先,给定任一有限集合 S={s1, 

s2,…,sn},我们可以利用二进制编码的形式,将 S 中的每个元素编码为 l=⎡log2n⎤位长的二进制串.在此基础上,将
各个二进制串看成是含有 l 个命题变量 x1,x2,…,xl的布尔函数的成真赋值,则可以将 S 中的每个元素唯一地表示

为由 l 个命题变量构成的极小项.例如,若 s1 编码为 00…0,s2 编码为 00…1,则元素 s1 可以由极小项 m0=¬x1∧ 
¬x2∧…∧¬xl−1∧¬xl 唯一表示,元素 s2 可以由极小项 m1=¬x1∧¬x2∧…∧¬xl−1∧xl 唯一表示.最后,将 S 中各个元素对

应的极小项进行析取,便得到集合 S 所对应的布尔函数Δ(x1,x2,…,xl). 
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接下来,可以根据布尔函数构造出相应的 OBDD,使得对于任一极小项 mi 来说:mi 对应的元素 si 包含在集合

S 中当且仅当 OBDD 中存在对应于 mi 的从根结点到终端结点 1 的一条路径. 
最后,将集合隐式地表示为 OBDD 之后,关于集合的各种运算以及对集合包含等关系的判断都可以由相应

的 OBDD 操作来高效地加以实现.例如,给定集合 S 和 T,令相应的布尔函数分别为ΔS(x1,x2,…,xl)和ΔT(x1,x2,…,xl),
则集合 S和 T的并、交和差运算分别对应于布尔运算ΔS∪T(x1,x2,…,xl):=ΔS(x1,x2,…,xl)∨ΔT(x1,x2,…,xl),ΔS∩T(x1,x2,…, 
xl):=ΔS(x1,x2,…,xl)∧ΔT(x1,x2,…,xl)和ΔS−T(x1,x2,…,xl):=ΔS(x1,x2,…,xl)∧¬(ΔT(x1,x2,…,xl)),并且有 S⊆T 当且仅当ΔS−T 

(x1,x2,…,xl)=false,而这些布尔运算都可以由相应的 OBDD 操作来高效地加以实现. 
在接下来的内容中,我们将从集合的角度来研究循环术语集的推理问题,进而借助 OBDD 实现相关推理. 

2   最大不动点语义下基于 OBDD 的εL循环术语集推理 

给定εL 的任一 TBox T,令 GT=〈Ndef,ET,LT〉是 T 的描述图,Nrole={R1,…,Rn}是出现在 T 中的所有角色.在给出

基于 OBDD 的推理算法之前,下面首先引入一些集合,并给出关于模拟关系的一个性质. 
首先,为每个角色 Ri∈Nrole 构造相应的集合

iRS ={(u,v)∈Ndef×Ndef|(u,Ri,v)∈ET}. 

在此基础上,依次进行以下操作: 
(1) 构造集合 Sold:={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|L1(v1)⊆L2(v2)}; 
(2) 对于每个角色 Ri(1≤i≤n),依次求出如下两个集合: 

• 
iRE :={( 1v′ ,v2)∈Ndef×Ndef|存在 2v′ ∈Ndef 使得 2 2( , )

iRv v S′ ∈ 并且 1 2( , )v v′ ′ ∈Sold}; 

• 
iRA :={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|对于任意 1v′ ∈Ndef:如果 1 1( , )

iRv v S′ ∈ ,则必然有 1 2( , ) };
iRv v E′ ∈  

(3) 令集合 BT:=Sold∩ 1
... ;

nR RA A∩ ∩  

(4) 如果 BT=Sold,则返回 BT,操作结束;否则,令 Sold:=BT,跳转到步骤(2). 
定理 3. 令 BT 是上述算法返回的集合,则 BT 是 GT 到 GT 的最大模拟关系,即: 
(1) BT 是 GT 到 GT 的模拟关系; 
(2) 对于 GT 到 GT 的任一模拟关系 Z,都有 Z⊆BT. 
证明:令BT_k,Sold_k, _ _,

i iR k R kE A (k≥1)分别是步骤(3)第 k次执行结束时集合BT,Sold, iRE 和
iRA 的值.显然,BT_k⊆ 

BT_k−1⊆…⊆BT_1⊆Sold_1.即,对于任一元素(v1,v2)∈BT_k 都有 L1(v1)⊆L2(v2). 
令算法停止时对步骤(3)总共执行了 m 次,则有 BT=BT_m=Sold_m,因此有 BT=BT∩

1 _ _...
nR m R mA A∩ ∩ ,进而有

BT⊆
1 _ _... ,

nR m R mA A∩ ∩ 其中, 

• _iR mA ={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|对于任意 1v′ ∈Ndef:如果 1 1( , )
iRv v S′ ∈ ,则必然有 1 2 _( , ) };

iR mv v E′ ∈  

• _iR mE ={( 1v′ ,v2)∈Ndef×Ndef|存在 2v′ ∈Ndef 使得 2 2( , )
iRv v S′ ∈ 并且 1 2( , )v v′ ′ ∈BT}. 

因此,对于任一元素(v1,v2)∈BT,必然有 L1(v1)⊆L2(v2);并且,对于任一角色 Ri(1≤i≤n)和任一结点 1v′ ∈Ndef,如
果(v1,Ri, 1v′ )∈ET,则必然存在某个结点 2v′ ∈Ndef 使得(v2,Ri, 2v′ )∈ET 并且 1 2( , )v v′ ′ ∈BT.根据定义 4,BT 是 GT 到 GT 的一 

个模拟关系. 
令 Z 是从 GT 到 GT 的任一模拟关系,根据定义 4,必然有 Z⊆{(v1,v2)∈Ndef×Ndef|L1(v1)⊆L2(v2)},即 Z⊆Sold_1.假设

Z 不包含于 BT,则必然存在某个正整数 l≥1 使得 Z⊆Sold_l 但 Z 不包含于 Sold_l+1,进而必然存在某个二元组 
(v1,v2)∈Z 使得(v1,v2)∈Sold_l 但(v1,v2)∉Sold_l+1.又根据算法有 Sold_l+1=Sold_l∩ 1 _ _...

nR l R lA A∩ ∩ ,因此必然存在某个角

色 Ri 使得(v1,v2)∉ _iR lA ,进而必然存在某个 1v′ ∈Ndef 使得 1 1( , )
iRv v S′ ∈ 但 1 2 _( , )

iR lv v E′ ∉ ,即存在某个 1v′ ∈Ndef 使得

(v1,Ri, 1v′ )∈ET 但不存在结点 2v′ ∈Ndef 使得(v2,Ri, 2v′ )∈ET 和 1 2( , )v v′ ′ ∈Sold_ l.又由于 Z⊆Sold_ l,因此对于二元组

(v1,v2)∈Z,存在某个 1v′ ∈Ndef 使得(v1,Ri, 1v′ )∈ET,但不存在结点 2v′ ∈Ndef 使得(v2,Ri, 2v′ )∈ET 和 1 2( , )v v′ ′ ∈Z.根据定义 4, 

Z 不是 GT 到 GT 的模拟关系,产生矛盾.因此得证 Z⊆BT. □ 
基于定理 3,我们可以给出最大不动点语义下借助 OBDD 判断概念包含关系的算法. 
算法 1. 给定εL 的任一 TBox T,按如下步骤判断 T 中被定义的概念之间是否存在最大不动点语义下的包含
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关系: 
(1) 构造出 T 的描述图 GT=〈Ndef,ET,LT〉; 
(2) 通过以下步骤求出 GT 到 GT 的最大模拟关系: 

① 令集合 Ndef的元素个数为 k,用 l=⎡log2k⎤位长的二进制串对集合 Ndef中的元素进行编码,进而用含有 
l 个命题变量的极小项对集合 Ndef 中的各元素进行唯一的表示; 

② 针对每个角色 Ri∈Nrole,分别用命题变量 x1,x2,…,xl 构成的极小项和命题变量 y1,y2,…,yl 构成的极小 
项来唯一表示集合

iRS ={(u,v)∈Ndef×Ndef|(u,Ri,v)∈ET}中各元素的第 1 元和第 2 元,进而将集合
iRS  

表示为布尔函数
iRΔ (x1,...,xl,y1,...,yl):{0,1}l×{0,1}l→{0,1},使得: 

1 1
1,   ( , , )

( ,..., , ,..., ) ;
0,  i

i T
R l l

u R v E
x x y yΔ

∈⎧
= ⎨

⎩

若

其他
 

③ 基于上述编码方式对集合 Sold={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|LT(v1)⊆LT(v2)}中的元素进行编码,并构造相应的 
极小项,得到集合 Sold 的布尔函数Δold(x1,...,xl,y1,...,yl):{0,1}l×{0,1}l→{0,1},使得: 

1 2
1 1

1,   ( ) ( )
( ,..., , ,..., ) ;

0,  
T T

old l l
L v L v

x x y yΔ
 ⊆⎧

= ⎨
⎩

若

其他
 

④ 针对每个角色 Ri,求出与集合
iRE 对应的布尔函数: 

_ iE RΔ (z1,...,zl,y1,...,yl):=∃(u1,...,ul)( iRΔ (y1,...,yl,u1,...,ul)∧Δold(z1,...,zl,u1,...,ul)); 

在此基础上,求出与集合
iRA 对应的布尔函数: 

_ iA RΔ (x1,...,xl,y1,...,yl):=∀(z1,...,zl)( iRΔ (x1,...,xl,z1,...,zl)→ _ iE RΔ (z1,...,zl,y1,...,yl)); 

⑤ 求出布尔函数: 
ΔT(x1,...,xl,y1,...,yl):=Δold(x1,...,xl,y1,...,yl)∧ 1_A RΔ (x1,...,xl,y1,...,yl)∧…∧ _ nA RΔ (x1,...,xl,y1,...,yl); 

⑥ 若ΔT(x1,...,xl,y1,...,yl)≠Δold(x1,...,xl,y1,...,yl),则令Δold(x1,...,xl,y1,...,yl):=ΔT(x1,...,xl,y1,...,yl),并且跳转到步 
骤④继续执行; 

(3) 对于任意两个被定义的概念 A,B,将集合{(B,A)}表示为布尔函数Δ{(B ,A )}(x1,. .. ,xl,y1,.. . ,yl).如果 

 Δ{(B,A)}(x1,...,xl,y1,...,yl)∧¬ΔT(x1,...,xl,y1,...,yl)=false,则返回“A gfp,TB”;否则,返回“A⋢gfp,TB”. 

上述算法中,对布尔函数的表示和运算都直接通过 OBDD 来实现. 
下面通过一个例子来说明上述算法. 

例 2:对于 TBox T={A≡P1,B≡P1 P2,C≡P3 ∃R.B ∃R.D,D≡P3 P4 ∃R.C ∃R.A},在最大不动点语义下判断 D 

和 C 之间是否存在包含关系,B 和 A 之间是否存在包含关系. 
首先构造出 T 的描述图 GT=〈Ndef,ET,LT〉,如图 2 所示. 

 

Fig.2  Description graph corresponding to the TBox T in Example 2 
图 2  例 2 中 TBox T 的描述图 

由于 TBox 中总共有 4 个被定义的概念,可以用长度为 l=⎡log2 4⎤=2 的二进制串对 4 个被定义的概念进行

编码.令 A 编码为 00(对应的极小项为¬x1∧¬x2),B 编码为 01(对应的极小项为¬x1∧x2),C 编码为 10(对应的极小

项为 x1∧¬x2),D 编码为 11(对应的极小项为 x1∧x2). 
由于 TBox 中只有一个角色 R,由描述图 GT 可得 SR={(D,A),(C,D),(C,B),(D,C)}.对集合 SR 中元素的第 1 元

和第 2 元分别用命题变量 x1,x2 构成的极小项和命题变量 y1,y2 构成的极小项表示,可以得到: 
ΔR(x1,x2,y1,y2):=(x1∧x2∧¬y1∧¬y2)∨(x1∧¬x2∧y1∧y2)∨(x1∧¬x2∧¬y1∧y2)∨(x1∧x2∧y1∧¬y2) 

:=(x1∧x2∧¬y2)∨(x1∧¬x2∧y2). 
由描述图 GT 可得 Sold={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|L1(v1)⊆L2(v2)}={(A,A),(B,B),(C,C),(D,D),(C,D),(A,B)},转换为布尔

R R
R

RA
{P1}

D
{P3,P4}

C
{P3}

B
{P1,P2}
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函数并化简后可得: 
Δold(x1,x2,y1,y2):=(¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2)∨(x1∧¬x2∧y1)∨(x1∧x2∧y1∧y2). 

对于角色 R,依次构造出与集合 ER 和集合 AR 相对应的布尔函数ΔE_R 和ΔA_R,如下所示: 
ΔE_R(z1,z2,y1,y2):=∃u1∃u2(ΔR(y1,y2,u1,u2)∧Δold(z1,z2,u1,u2)):=(¬z2∧y1∧y2)∨(y1∧¬y2); 
ΔA_R(x1,x2,y1,y2):=∀z1∀z2(ΔR(x1,x2,z1,z2)→ΔE_R(z1,z2,y1,y2)):= ¬x1∨(x2∧y1)∨(y1∧¬y2). 

接下来计算ΔT: 
    ΔT(x1,x2,y1,y2):=Δold(x1,x2,y1,y2)∧ΔA_R(x1,x2,y1,y2) 
        :=(¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2)∨(x1∧¬x2∧y1∧¬y2)∨(x1∧x2∧y1∧y2). 

由于ΔT≠Δold,所以令Δold:=ΔT,跳转到步骤④进行第 2 次迭代. 
第 2 次执行步骤④后可得: 

ΔE_R(z1,z2,y1,y2):=(¬z2∧y1∧y2)∨(z2∧y1∧¬y2)∨(¬z1∧¬z2∧y1∧¬y2), 
ΔA_R(x1,x2,y1,y2):=¬x1∨(x2∧y1∧y2)∨(¬x2∧y1∧¬y2). 

接下来执行步骤⑤后可得: 
ΔT(x1,x2,y1,y2):=((¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2)∨(x1∧¬x2∧y1∧¬y2)∨(x1∧x2∧y1∧y2)). 

此时有ΔT=Δold,不再进行循环,算法将执行步骤(3). 
假设需要判断概念 C 在最大不动点语义下是否包含于概念 D.根据步骤(3),首先将集合{(D,C)}表示为布尔

函数得到Δ{(D,C)}(x1,x2,y1,y2):=x1∧x2∧y1∧¬y2;由于Δ{(D,C)}(x1,x2,y1,y2)∧¬ΔT(x1,x2,y1,y2)=x1∧x2∧y1∧¬y2≠false,因此得 

到结论“C⋢gfp,TD”.类似地,对于本例还可以得到 A⋢gfp,TB,B gfp,TA 和 D⋢gfp,TC 等结论. 

为了表述简洁,上面例子中仅从布尔函数的层面对计算过程进行了考察.在实际计算时,对布尔函数的表示

和操作实际上都是借助 OBDD 来实现的,其中,与布尔函数ΔR,Δold 和ΔT 对应的 OBDD 如图 3 所示. 

                            

(a) ΔR 对应的 OBDD                 (b) Δold 对应的 OBDD                 (c) ΔT 对应的 OBDD 

Fig.3  OBDDs corresponding to ΔR, Δold and ΔT 

图 3  ΔR,Δold 和ΔT 对应的 OBDD 

3   最小不动点语义下基于 OBDD 的εL循环术语集推理 

给定εL 的任一 TBox T,令 GT=〈Ndef,ET,LT〉是 T 的描述图.由定理 2 可知,为了在最小不动点语义下判断概念

之间的包含关系,首先需要求出集合 CycT.下面借助 OBDD 对集合 CycT 进行求解. 
首先,根据 CycT 的定义,我们关注的仅仅是图 GT 中结点之间的连接关系,而对 GT 中各条边上标记的角色名

并不关心.因此,我们可以去掉 ET 中出现的角色名,得到集合 E={(v,v′)|存在某个角色 R 使得(v,R,v′)∈ET}.应用第

2 节的编码方法,将集合 E 表示为布尔函数ΔE(x1,...,xl,y1,...,yl). 
其次,对于任一集合 S⊆Ndef,我们用Pre(S)表示集合 S中的元素在图GT中的直接前驱结点,即Pre(S)={v∈Ndef|

存在 v′∈S使得(v,v′)∈E}.令对集合 S编码后得到布尔函数ΔS(z1,...,zl),则与Pre(S)相对应的布尔函数ΔPre(S)(x1,...,xl)
可由下述公式计算出来: 

ΔPre(S)(x1,...,xl):=∃(z1,...,zl)(ΔS(z1,...,zl)∧ΔE(x1,...,xl,z1,...,zl)). 
第三,对于任一结点 v∈Ndef,我们用集合 Front(v)表示图 GT 中可以到达 v 的所有结点,用 Back(v)表示图 GT
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中从 v 出发可以到达的所有结点,即 Front(v):={v′∈Ndef| Tv v+′ ⎯⎯→ },Back(v):={v′∈Ndef| Tv v+ ′⎯⎯→ }.令结点 v 编码

后对应的布尔函数为Δ{v}(z1,...,zl),则与集合 Front(v)对应的布尔函数ΔFront(v)(x1,...,xl)可由下列操作计算出来: 
① ΔTemp(x1,...,xl):=∃(z1,...,zl)(Δ{v}(z1,...,zl)∧ΔE(x1,...,xl,z1,...,zl)); 
② ΔFront(v)(x1,...,xl):=ΔTemp(x1,...,xl)∨∃(z1,...,zl)(ΔTemp(z1,...,zl)∧ΔE(x1,...,xl,z1,...,zl)); 
③ 若ΔFront(v)(x1,...,xl)≠ΔTemp(x1,...,xl),则令ΔTemp(x1,...,xl):=ΔFront(v)(x1,...,xl),并跳转到步骤②; 

否则,返回ΔFront(v)(x1,...,xl). 
类似地,与集合 Back(v)对应的布尔函数ΔBack(v)(x1,...,xl)可通过以下操作求出: 
① ΔTemp(x1,...,xl):=∃(z1,...,zl)(Δ{v}(z1,...,zl)∧ΔE(z1,...,zl,x1,...,xl)); 
② ΔBack(v)(x1,...,xl):=ΔTemp(x1,...,xl)∨∃(z1,...,zl)(ΔTemp(z1,...,zl)∧ΔE(z1,...,zl,x1,...,xl)); 
③ 若ΔBack(v)(x1,...,xl)≠ΔTemp(x1,...,xl),则令ΔTemp(x1,...,xl):=ΔBack(v)(x1,...,xl),并跳转到步骤②; 

否则,返回ΔBack(v)(x1,...,xl). 

第四,定义集合 Scc:={B|B∈Ndef 并且 TB B+⎯⎯→ }.令对集合 Ndef 编码后得到布尔函数ΔN(x1,...,xl),则可通过以 
下操作求出与集合 Scc 对应的布尔函数ΔScc(x1,...,xl): 

① ΔScc(x1,...,xl):=false; 
② ΔTemp(x1,...,xl):=ΔN(x1,...,xl); 
③ 设 S 是ΔTemp(x1,...,xl)表示的集合,从中随机选取一个结点 v,求出与集合{v}对应的布尔函数Δ{v}(x1,...,xl), 

令ΔTemp(x1,...,xl):=ΔTemp(x1,...,xl)∧¬Δ{v}(x1,...,xl); 
④ 求出ΔFront(v)(x1,...,xl)和ΔBack(v)(x1,...,xl);若ΔFront(v)(x1,...,xl)∧ΔBack(v)(x1,...,xl)≠false,则令 

ΔScc(x1,...,xl):=ΔScc(x1,...,xl)∨Δ{v}(x1,...,xl)∨(ΔFront(v)(x1,...,xl)∧ΔBack(v)(x1,...,xl)), 
并且令 

ΔTemp(x1,...,xl):=ΔTemp(x1,...,xl)∧¬(ΔFront(v)(x1,...,xl)∧ΔBack(v)(x1,...,xl)); 
⑤ 若ΔTemp(x1,...,xl)≠false,则跳转到步骤③;否则,算法结束,返回ΔScc(x1,...,xl). 
最后,可以通过以下步骤计算出与集合 CycT 对应的布尔函数ΔCyc(x1,...,xl): 
① ΔCyc(x1,...,xl):=ΔScc(x1,...,xl); 
② ΔTemp(x1,...,xl):=ΔScc(x1,...,xl); 
③ 设 S 是ΔTemp(x1,...,xl)表示的集合,求出ΔPre(S)(x1,...,xl),令ΔCyc(x1,...,xl):=ΔCyc(x1,...,xl)∨ΔPre(S)(x1,...,xl); 
④ 若ΔCyc(x1,...,xl)≠ΔTemp(x1,...,xl),则令ΔTemp(x1,...,xl):=ΔCyc(x1,...,xl),跳转到步骤③; 

否则,算法结束,返回ΔCyc(x1,...,xl). 
在上述操作的基础上,基于定理 2,我们可以给出最小不动点语义下借助 OBDD 判断包含关系的算法. 
算法 2. 给定εL 的任一 TBox T,按如下步骤判断 T 中被定义的概念之间是否存在最小不动点语义下的包含

关系: 
(1) 构造出 T 的描述图 GT=〈Ndef,ET,LT〉; 
(2) 令集合 Ndef 的元素个数为 k,用 l=⎡log2k⎤位长的二进制串对集合 Ndef 中的元素进行编码,进而用含有 l

个命题变量的极小项对集合 Ndef中的各元素进行唯一表示;在该编码的基础上,借助 OBDD 实现以下

操作: 
① 求出与集合 CycT 对应的布尔函数ΔCyc(x1,...,xl); 
② 针对每个角色 Ri∈Nrole,首先利用编码的形式构造出与集合

iRS ={(u,v)∈Ndef×Ndef|(u,Ri,v)∈ET}对应 

的布尔函数
iRΔ (x1,...,xl,y1,...,yl).在此基础上 ,求出布尔函数

iRΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl):=
iRΔ (x1,...,xl, 

y1,...,yl)∧¬ΔCyc(x1,...,xl)∧¬ΔCyc(y1,...,yl),其中的ΔCyc(x1,...,xl)和ΔCyc(y1,...,yl)表示将ΔCyc(z1,...,zl)中的变

量分别置换为(x1,...,xl)和(y1,...,yl); 
③ 利用编码的形式构造出与集合 Sold:={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|L1(v1)⊆L2(v2)}对应的布尔函数Δold(x1,...,xl, 

y1,...,yl).在此基础上,求出布尔函数 
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oldΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl):=Δold(x1,...,xl,y1,...,yl)∧¬ΔCyc(x1,...,xl)∧¬ΔCyc(y1,...,yl); 

④ 针对每个角色 Ri,首先求出布尔函数 

_ iE RΔ′ (z1,...,zl,y1,...,yl):=∃(u1,...,ul)( iRΔ′ (y1,...,yl,u1,...,ul)∧ oldΔ′ (z1,...,zl,u1,...,ul)), 

然后求出布尔函数 _ iA RΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl):=∀(z1,...,zl)( iRΔ′ (x1,...,xl,z1,...,zl)→ _ iE RΔ′ (z1,...,zl, y1,...,yl)); 

⑤ 求出布尔函数 

TΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl):= oldΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl)∧ 1_A RΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl)∧…∧ _ nA RΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl); 

⑥ 如果 TΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl)≠ oldΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl),则令 oldΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl):= TΔ′ (x1,...,xl,y1,...,yl),并且跳 

转到步骤④继续执行; 
(3) 对于 T 中任意两个被定义的概念 A,B,将集合{A},{B},{(B,A)}分别表示为布尔函数Δ{A}(z1,...,zl), 

Δ{B}(z1,...,zl)和Δ{(B,A)}(x1,...,xl,y1,...,yl);如果Δ{A}(z1,...,zl)∧¬ΔCyc(z1,...,zl)=false,或者Δ{A}(z1,...,zl)∧¬ 
ΔCyc(z1,..., zl)≠false 并且有Δ{B}(z1,...,zl)∧¬ΔCyc(z1,...,zl)≠false 和Δ{(B,A)}(x1,...,xl,y1,...,yl)∧¬ TΔ′ (x1,...,xl,y1, 

...,yl)=false,则返回“A lfp,TB”,其他情况都返回“A⋢lfp,TB”. 

上述算法中,对布尔函数的表示和运算都直接通过 OBDD 来实现. 
下面通过一个例子来说明上述算法. 
例 3:对于例 2 给出的 TBox T,在最小不动点语义下判断 D 和 C 之间是否存在包含关系,B 和 A 之间是否存

在包含关系. 
首先,构造出 T 的描述图 GT=〈Ndef,ET,LT〉,与例 2 中相同;其次,采用与例 2 相同的形式对 Ndef 中的元素进行

编码;接下来,计算与集合 CycT 对应的布尔函数ΔCyc. 
在计算ΔCyc 的过程中,首先将得到与集合 Ndef 对应的布尔函数ΔN(x1,x2):=true,以及与集合 E={(v,v′)|存在某

个角色 R 使得(v,R,v′)∈ET}={(D,A),(D,C),(C,D),(C,B)}对应的布尔函数ΔE(x1,x2,y1,y2):=(x1∧x2∧¬y2)∨(x1∧¬x2∧y2). 

通过多次迭代,将得到与集合 Scc:={B|B∈Ndef 并且 TB B+⎯⎯→ }对应的布尔函数ΔScc(x1,x2):=x1.最终,可以得到与 
集合 CycT 对应的布尔函数ΔCyc(x1,x2):=x1. 

针对角色 R,与例 2 相同,可以将集合 SR 表示为布尔函数ΔR(x1,x2,y1,y2):=(x1∧x2∧¬y2)∨(x1∧¬x2∧y2).在此基础 
上,得到布尔函数 RΔ′ (x1,x2,y1,y2):=ΔR(x1,x2,y1,y2)∧¬ΔCyc(x1,x2)∧¬ΔCyc(y1,y2):=false. 

对于集合 Sold:={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|L1(v1)⊆L2(v2)},首先得到与例 2 相同的布尔函数: 
Δold(x1,x2,y1,y2):=(¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2)∨(x1∧¬x2∧y1)∨(x1∧x2∧y1∧y2). 

在此基础上,得到布尔函数 

oldΔ′ (x1,x2,y1,y2):=Δold(x1,x2,y1,y2)∧¬ΔCyc(x1,x2)∧¬ΔCyc(y1,y2):=(¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2). 
对于角色 R,依次构造出布尔函数 _E RΔ′ 和 _A RΔ′ ,如下所示: 

_E RΔ′ (z1,z2,y1,y2):=∃u1∃u2( RΔ′ (y1,y2,u1,u2)∧ oldΔ′ (z1,z2,u1,u2)):=false; 

_A RΔ′ (x1,x2,y1,y2):=∀z1∀z2( RΔ′ (x1,x2,z1,z2)→ _E RΔ′ (z1,z2,y1,y2)):=true. 

接下来,计算出布尔函数 TΔ′ : 

TΔ′ (x1,x2,y1,y2):= oldΔ′ (x1,x2,y1,y2)∧ _A RΔ′ (x1,x2,y1,y2):=(¬x1∧¬x2∧¬y1)∨(¬x1∧x2∧¬y1∧y2). 

由于 T oldΔ Δ′ ′= ,不再进行循环,算法将执行步骤(3). 

假设需要判断概念 C 在最小不动点语义下是否包含于概念 D.根据步骤(3),将集合{C}表示为布尔函数,得 

到ΔC(x1,x2):=x1∧¬x2;由于ΔC(x1,x2)∧¬ΔCyc(x1,x2)=(x1∧¬x2)∧¬x1=false,因此得到结论“C lfp,TD”.类似地,可以得到

结论“D lfp,TC”. 

假设需要判断最小不动点语义下概念 A 与概念 B 之间的包含关系.根据步骤(3),将集合{A},{B},{(A,B)}, 
{(B,A)}分别表示为布尔函数后得到ΔA(x1,x2):=¬x1∧¬x2,ΔB(x1,x2):=¬x1∧x2,Δ{(A,B)}(x1,x2,y1,y2):=¬x1∧¬x2∧¬y1∧y2

和Δ{(B,A)}(x1,x2,y1,y2):=¬x1∧x2∧¬y1∧¬y2. 
由于ΔA(x1,x2)∧¬ΔCyc(x1,x2)=¬x1∧¬x2≠false,ΔB(x1,x2)∧¬ΔCyc(x1,x2)=¬x1∧x2≠false,Δ{(A,B)}(x1,x2,y1,y2)∧¬ TΔ′ (x1, 
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x2,y1,y2)=false 和Δ{(B,A)}(x1,x2,y1,y2)∧¬ TΔ′ (x1,x2,y1,y2)=¬x1∧x2∧¬y1∧¬y2≠false,因此可以得到结论“B lfp,TA”和 

“A⋢lfp,TB”. 
为了表述简洁,上面例子中,从布尔函数的层面对计算过程进行了考察.在实际计算时,对布尔函数的表示 

和操作都是借助 OBDD 来实现的,其中,与布尔函数ΔCyc, ,R oldΔ Δ′ ′ 和 TΔ′ 对应的 OBDD 如图 4 所示. 
 

 

 

                                        

(a) ΔCyc 对应的 OBDD     (b) RΔ′ 对应的 OBDD       (c) oldΔ′ 对应的 OBDD      (d) TΔ′ 对应的 OBDD 

Fig.4  OBDDs corresponding to ΔCyc, ,RΔ′  oldΔ′  and TΔ′  
图 4  ΔCyc, ,R oldΔ Δ′ ′ 和 TΔ′ 对应的 OBDD 

4   算法分析 

本节首先对算法的正确性进行论证;然后,对算法的时间复杂度进行考察;最后,通过开发推理机对算法的

实际计算性能进行考察. 

定理 4. 给定εL 的任一 TBox T 和 T 中任意两个被定义的概念 A,B,算法 1 返回“A gfp,TB”当且仅当在最大 

不动点语义下 A 包含于 B. 
证明:令 BT 是算法 1 结束时布尔函数Δ{(B,A)}(x1,...,xl,y1,...,yl)所表示的集合,由定理 3 可得,BT 是 GT 到 GT 的最

大模拟关系.在此基础上, 

• 一方面,如果算法 1 返回“A gfp,TB”,则有Δ{(B,A)}(x1,...,xl,y1,...,yl)∧¬ΔT(x1,...,xl,y1,...,yl)=false,即{(B,A)}⊆BT. 

由定理 1 可得,在最大不动点语义下 A 包含于 B; 
• 另一方面,如果最大不动点语义下 A 包含于 B,则根据定理 1,存在模拟关系 Z 使得(B,A)∈Z;又由于 BT 

是最大模拟关系,因此有 Z⊆BT,进而有{(B,A)}⊆BT.因此,算法将返回“A gfp,TB”. □ 

定理 5. 给定εL 的任一 TBox T 和 T 中任意两个被定义的概念 A,B,算法 2 返回“A lfp,TB”当且仅当在最小 

不动点语义下 A 包含于 B. 
证明:首先考察布尔函数ΔScc(x1,...,xl)和ΔCyc(x1,...,xl)的计算过程.对于任一结点 v∈Ndef,根据对集合 FrontT(v)

和 BackT(v)的定义,{v}∪(BackT(v)∩FrontT(v))(即Δ{v}(x1,...,xl)∨(ΔFront(v)(x1,...,xl)∧ΔBack(v)(x1,...,xl)))恰好是由含有 v
的且不是孤立点的强连通分支中所有结点组成的集合.因此,对ΔScc(x1,...,xl)的计算过程恰好求出了集合 Scc= 

{B|B∈Ndef 并且 TB B+⎯⎯→ },而对ΔCyc(x1,...,xl)的计算过程则恰好求出了集合 CycT.在此基础上,与算法 1 相比,算 
法 2在步骤②和步骤③中通过合取布尔函数¬ΔCyc(x1,...,xl)∧¬ΔCyc(y1,...,yl)删除了描述图中出现在CycT中的所有

结点以及与这些结点关联的所有边.基于定理 2 和定理 4,显然定理 5 成立. □ 
定理 6. 给定εL 的任一 TBox T,令其描述图为 GT=〈Ndef,ET,LT〉,则算法 1 的时间复杂度为 O(|NR|×|Ndef|2). 
证明:首先,集合 Sold={(v1,v2)∈Ndef×Ndef|LT(v1)⊆LT(v2)}的元素个数最多为|Ndef|2,因此,算法 1 中步骤④与步骤 

⑥之间的循环最多为|Ndef|2 次;其次,每次执行步骤④时,需要为每个角色 Ri 都计算一次布尔函数 _ iE RΔ (z1,...,zl, 

y1,...,yl)和 _ iA RΔ (x1,...,xl,y1,...,yl);最后,对于布尔函数的析取、合取、量化等操作,可以借助 OBDD 在恒定时间内 

完成.因此,总的来说,算法 1 的时间复杂度为 O(|NR|×|Ndef|2). □ 
定理 7. 给定εL 的任一 TBox T,令其描述图为 GT=〈Ndef,ET,LT〉,则算法 2 的时间复杂度为 O(|NR|×|Ndef|2). 
证明:与算法 1 相比,算法 2 增加的时间开销主要体现在对布尔函数ΔCyc(x1,...,xl)的计算上,而计算ΔCyc(x1,..., 
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xl)的时间又主要花费在对布尔函数ΔScc(x1,...,xl)的计算上.下面来考察ΔScc(x1,...,xl)的计算过程.首先,步骤③与步

骤⑤之间的循环最多为|Ndef|次;其次,每次执行步骤④计算ΔFront(v)(x1,...,xl)(或ΔBack(v)(x1,...,xl))时,需要调用布尔函

数ΔFront(v)(x1,...,xl)(或ΔBack(v)(x1,...,xl))的计算过程,在该计算过程中,最多又需要进行|Ndef|次循环.因此总的来说,
计算ΔScc(x1,...,xl)的时间复杂度为 O(|Ndef|2).因此,计算ΔCyc(x1,...,xl)的时间复杂度也为 O(|Ndef|2).再综合定理 6 可

得,算法 2 的时间复杂度为 O(|NR|×|Ndef|2). □ 
上述关于时间复杂度的结论与 Baader 等人[6]给出的结论相一致. 
为了从实际计算性能的角度对基于 OBDD 的推理算法进行考察,我们采用 Java 语言并且调用 JavaBDD 

(http://javabdd.sourceforge.net/)类库中关于 OBDD 的操作函数实现了本文给出的两种算法,开发了基于 OBDD
的εL 循环术语集推理机.推理机以 OWL 语言表示的εL 知识库作为输入,计算出被定义的概念之间存在的所有

包含关系,同时给出整个过程所花费的时间. 
由于找不到既含有循环定义又不超过描述逻辑εL 刻画能力的本体测试用例,我们以本文例 2 中的循环术

语集作为基本测试用例.例 2 的循环术语集只含有 8 个概念名和 1 个角色.为了增大本体规模,我们为该循环术

语集不断生成新的副本,将副本中的概念和角色重新命名(例如,对于概念名 A,在各个副本中依次命名为 A_1, 
A_2,…等),然后将这些副本和原来的术语集一起构成新的本体.我们将例 2 中循环术语集的规模看作 1 个单位,
每加入 1 个副本都增加 1 个单位.在此基础上,实验结果如图 5 所示,其中的横坐标为本体规模,当本体规模为 10
时,表示该本体由例 2 的循环术语集及其 9 个副本组成,从而具有 80 个概念名和 10 个角色,依此类推.纵坐标为

推理结束所需要的时间.为了实验数据的准确性,我们针对每个本体都采用运行 5 次后求平均值的方式得到运

行时间.图中标识为“EL_gfp”的曲线是最大不动点语义下(即算法 1)的实验结果,标识为“EL_lfp”的曲线是最小

不动点语义下(即算法 2)的实验结果.实验平台为 Thinkpad X200 PC 机、Windows7 64bit 操作系统、Intel Core 2 
Duo P8600 CPU、4GB 内存、JDK 版本为 1.6. 

为了得到关于算法性能的直观评价,我们还在同样的配置环境下用著名的描述逻辑推理机 Pellet 运行了各

个测试用例,得到图中标识为“Pellet”的实验数据. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Experimental comparison with Pellet 
图 5  与 Pellet 的实验比较 

需要强调的是:Pellet推理机并不支持最大不动点语义下和最小不动点语义下对循环术语集的推理;将测试

用例作为输入之后,Pellet 推理机给出的仅仅是描述语义下的推理结果.因此,从时间性能的角度将本文的算法

与 Pellet 推理机作比较是不合适的.但通过该实验至少可以看出,本文的算法在时间性能上是可以接受的.甚至

于当本体规模小于 115 个单位(即 920 个概念名和 115 个角色)时,本文最大不动点语义下的推理算法所需要的

时间低于目前性能最好的 Pellet 推理机.此外,本文基于 OBDD 的算法在时间性能上还有较大的提升空间:一方

面,目前我们是先用显式的集合的方式计算和刻画出描述图 GT,然后在算法过程中才部分地借助 OBDD 来表示

和实现.如果一开始就借助 OBDD 对描述图进行求解和表示,则算法性能可以得到更大的提高;另一方面,我们

在实现算法时使用了 JavaBDD 类库中关于 OBDD 的现有操作和函数,这些操作和函数的计算性能并不是最优

的,从而也在一定程度上影响了本文的实验结果. 
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5   相关工作比较 

蒋运承等人[7]将 Baader[6]的工作扩展到描述逻辑εLN,将描述图和模拟关系引入到描述逻辑εLN 循环术语

集中;在不动点语义下,蒋运承等人研究了概念可满足性问题和概念包含问题,给出了基于描述图和模拟关系的

判定算法.与该工作相比,本文采用 OBDD 研究循环术语集的推理问题.为了能够使用 OBDD,在 Baader 和蒋运

承等人工作的基础上,本文首先给出一条关于描述图上最大模拟关系的性质,借助集合表示和集合运算对该性

质进行了表述和证明.在此基础上,本文应用布尔函数对描述图进行编码,进而基于 OBDD 给出了不动点语义下

对概念包含关系进行判定的算法.本文的工作主要是针对 Baader[6]提出的描述逻辑εL 循环术语集来进行的,但
实际上,在蒋运承等人工作的基础上,可以比较容易地将本文的算法扩展到处理描述逻辑εLN 循环术语集. 

Pan 等人[14]将 BDD 应用于模态逻辑 K 的可满足性判定.该方法可以比较容易地扩展到处理含有多个模态

词的模态逻辑 K(m).由于 K(m)与描述逻辑 ALC 之间存在一一对应关系,因此,Pan 等人[14]的工作实际上给出了一

种对描述逻辑 ALC 的概念可满足性进行判定的算法.之后,Keller[15]首次明确提出了将 OBDD 应用于描述逻辑

推理的思路:首先,将描述逻辑知识库转化为与之可满足性等价的命题逻辑公式;然后,再借助 OBDD 对命题公

式的可满足性进行判定.然而,Keller 并未给出具体的算法.Rudolph 等人[16,17]首次给出了将 OBDD 应用于描述

逻辑推理的算法.针对描述逻辑 SHIQ刻画的知识,Rudolph等人首先构造出一种称为多米诺集的结构,借助多米

诺集,Rudolph 等人将描述逻辑知识库转化为布尔函数表示形式,进而给出了基于 OBDD 的推理算法.Rudolph
等人从理论上证明了算法的正确性,并对算法的复杂度进行了分析.上述 3 项工作为描述逻辑推理提供了一种

全新的思路和途径,但与描述逻辑领域的大部分研究工作相似,他们都假设了所考察的知识库中不含有循环定

义.因此与这些工作相比,本文的特点是首次将 OBDD 应用于描述逻辑循环术语集的推理. 

6   结束语 

在文献中借助描述图和模拟关系解决循环术语集推理问题的基础上,本文借助集合表示和集合运算给出

描述图上关于最大模拟关系的一个重要性质,基于该性质给出了应用 OBDD 求解最大模拟关系的方法,进而依

次给出了最大不动点语义下和最小不动点语义下借助 OBDD 对概念包含关系进行判定的算法.据我们所知,本
文是首次将 OBDD 应用于描述逻辑循环术语集推理的文献.本文的工作一方面为循环术语集的推理提供了一

条有效的途径,另一方面为 OBDD 与描述逻辑推理以及逻辑定理证明的结合提供了新的思路和案例. 
下一步的工作是继续优化本文的算法.同时,对这些算法进行扩展,借助 OBDD 对表达能力更强的描述逻辑

的循环术语集进行推理. 
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