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Abstract:  According to parameterized complexity theory, a decidable parameterized problem is fixed-parameter 
tractable if and only if it can be kernelized. Kernelization is the most widely applied and effective technique in the 
parameterized algorithm design. It is one of the hottest issues in parameterized complexity theory. This paper firstly 
introduces four main kernelization techniques, which are compared and analyzed with practical examples. Then it 
discusses how to apply these techniques to parameterized problems, such as covering problems, packing problems 
and cutting problems. Finally, the paper gives the future research directions about kernelization, especially the new 
possible kernelization technique and the kernel optimization of several FPT problems. 
Key words:  kernelization; crown decomposition; extremal induction; randomized algorithm; fixed-parameter 
  tractable 

摘  要: 在参数计算与复杂性理论中,一个参数问题是固定参数可解的问题当且仅当该问题是可核心化的.核
心化技术是参数化算法设计中应用最为广泛、有效的技术,是参数理论中的一个研究热点.通过实例分析对比了

最主要的 4 种核心化技术的基本思想、应用特点和方法,总结了核心化技术在 cover 类、packing 类和 cut 类等

几个重要领域中的应用成果,展望核心化技术的进一步研究方向并加以分析讨论,针对核心化新技术研究和某些

热点问题,提出了可能采取的核心优化方法和思路. 
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近年发展起来的参数计算与复杂性理论[1,2]是理论计算机科学的一个重要分支.该理论的目的之一是针对

NP 难解的计算问题,通过应用参数理论的算法设计技术,得到称为固定参数可解的精确解,使得在 NP 完全理论

中只存在指数级时间复杂性的精确解问题,在参数计算理论中找到实际可行的精确解.达到这一目的的前提是

基于这样一个事实:许多 NP 难解问题在实际应用中存在一个小参数.例如,顶点覆盖问题是一个经典的 NP 难问

题.通过应用参数理论的核心化技术,设计出 O(kn+1.286k)的精确算法[3],这一算法成果已被瑞士的计算化学生

物组的 Darwin 项目所采用,以解决构建分子进化树过程中基因序列之间的冲突问题.冲突问题发生在构建分子

进化树过程中所采用的多序列相似性的比对.进行多序列比对时,首先需要插入空位(gaps)来对齐各序列.当对 n
个序列插入多个空位后,若序列集 S1 均有空位 gi,序列集 S2 均有空位 gj,而 1 2S S∪ = ∅ ,便称空位之间产生了冲

突,这在分子进化意义上是不允许的,我们必须把尽可能少的空位从序列中排除掉,使得保留下来的空位不存在

冲突.文献[4]通过把空位看成图的一个顶点,顶点之间的边表示两个空位有冲突,则删除图中的 k 个顶点使得所

有的冲突边均被删除,这个问题等价于 k 顶点覆盖问题.由于在实际的序列比对中,空位的数量不多于 60 个[1,4],
因此,时间复杂度为 O(kn+1.286k)的参数化顶点覆盖精确算法是实际可行的.在传统的 NP 完全理论中[5],求解诸

如点覆盖这类 NP 难解问题的算法一般应用启发式算法、近似算法和随机算法等技术,这类方法均无法或难以

得到可行的精确解. 
当我们用参数理论来求解NP难问题时,首先要将该问题转化为参数化问题.参数化问题Q是一个用二元组

(x,k)表示的判定问题,其中,x 代表一个具体的问题,k 是一个非负整数,称为参数.然后应用参数理论的算法技术

对参数化问题 Q 加以求解.若我们能够设计一种参数化求解算法,其时间复杂度形如 O(f(k)|x|c),则我们把该问题

Q 称为固定参数可解的问题,简称 FPT 问题.若参数 k<<|x|,则称是小参数问题.对于具有小参数特征的 NP 完全

的参数问题 Q,若能设计出 FPT 算法,该问题就是参数易解的问题了. 
FPT 算法设计技术的研究一直是参数理论中的研究热点.设计 FPT 算法的技术主要有分支搜索(branching 

search)技术[6−12]、核心化(kernelization)技术[2,10]及递归压缩(iterative compression)技术[7]等(如图 1 所示).2005
年,Chen 在文献[1]中系统地介绍了参数计算与复杂性理论中常用的 FPT 算法设计技术、下界技术、参数近似

理论等的基本原理和基本概念.由于一个参数化问题是 FPT 问题当且仅当该问题是可核心化的[1],因此,在参数

算法设计中,核心化技术应用最为广泛.本文着重展开讨论局部简化、皇冠分解、极值归约和随机算法这 4 种

常用的核心化技术的基本思想和技术方法,并加以对比分析,同时总结了核心化技术在一些重要领域中的应用

成果. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Main techniques for designing FPT algorithms 
图 1  FPT 算法设计中的主要技术 

 
本文第 1 节简要介绍核心化的相关定义和应用核心化技术求解参数问题的基本思路.第 2 节分析比较 4 种

常用的核心化技术的基本思想和方法.第 3 节介绍核心化技术在几个重要领域中的应用.第 4 节给出全文的总

结,并指出核心化技术的进一步研究方向. 
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1   核心化思想 

核心化是指如果存在一个多项式时间算法 K和一个递归函数 g,使得对于参数问题 Q的任意一个实例(x,k),
应用算法 K 将 Q 转化为一个新实例(x′,k′),使得|x′|≤g(k)和 k′≤k,并满足当且仅当(x′,k′)是参数问题 Q 的一个真实

例,(x,k)也是 Q 的一个真实例,则我们说参数问题 Q 是可核心化的,算法 K 称为核心化算法,新实例(x′,k′)称为核

心化后的问题核.从以上定义我们可以看出,用核心化技术求解参数化问题的基本步骤为:① 对实例加以简化:
设计一个核心化算法 K,使得原问题 Q 的一个实例(x,k)转化为另一个实例(x′,k′),且|x′|≤g(k)和 k′≤k;② 对实例

(x′,k′)加以求解,从而得到原问题 Q 本身的解.核心化后问题规模极大地降低.核的大小可能是参数 k 的线性式

(线性核),也可能是参数 k 的多项式(多项式核),甚至是参数 k 的非多项式. 
核心化的基本思想就是应用核心化算法 K 中的简化规则,对原问题实例进行预处理,进而得到问题的足够

小的核.由于问题规模极大地降低,以至于我们对简化后的实例施以穷举之类的 brute-force 算法,便可得到可行

解了.核心化技术主要有 4 种:局部简化技术、皇冠分解技术、极值归纳技术和随机算法技术.从本质上来说,任
何一种核心化技术均是针对具体的问题,从不同的角度、采用不同的处理方法,设计出高效的简化规则,以达到

降低问题实例的大小,获得更小的核的目的.下一节将对这 4 种技术的基本思想和方法特点加以分析讨论. 

2   核心化技术 

2.1   局部简化技术 

局部简化技术是通过设计出一系列可以在多项式时间内完成的简化规则,然后应用这些简化规则对问题

加以简化.若经简化后的问题结构具有固定的大小,则该类简化规则称为局部简化规则.对局部简化规则须加以

证明,以使得简化后的问题实例有正确解,当且仅当原问题实例也有正确解.几乎所有的 FPT 算法都会应用该技

术,对问题进行预处理.如果一个简化规则集合能将一个问题的任何一个实例简化为核,我们就说该简化规则集

合是一个完全简化规则集合.下面以参数化点覆盖问题为例来说明局部简化技术的应用. 
参数化点覆盖问题(k-VC)指的是,给定一个图 G(V,E)和一个整数 k,|V|=n,判断图 G 是否存在一个至多 k 个

点的点覆盖.k-VC 问题的简化规则集合包括低度点的简化规则和高度点的简化规则.低度点的简化规则有以下

4 个:① 度为 0 的点:直接删除.② 度为 1 的点:将其邻居 N(v)加入到点覆盖集中.③ 度为 2 且两个邻居之间存

在边的点:删除这 3 个点以及所有的关联边,并将这两个邻居加入到最小点覆盖中.④ 度为 2 且两个邻居之间不

存在边的点:进行 2 度点的折叠.设 v 邻居为 u 和 w 且 u 和 w 不相邻.用一个新的点 v′来替代这 3 个点,将 u 和 w
的所有邻居作为 v′的邻居.k-VC 问题的高度点简化规则如下:如果 G 有一个度大于 k 的点 v,则将其点加入到点

覆盖集中,则(G,k)可简化为(G−v,k−1).这是因为度大于 k 的点必定在任何一个 k-VC 的覆盖集 C 中,否则将需要

多于 k 个点才能覆盖到点 v 的所有邻接边. 
对 实 例 (G,k) 重 复 使 用 上 述 各 规 则 , 直 到 无 法 再 加 以 简 化 为 止 . 设 (G(V,E),k) 最 终 核 化 为

( ( , ),G V E k′ ′ ′ ′ ), k k′ ≤ .C 是( ,G k′ ′ )的点覆盖, | |C k′= ,则 F V C′= − 便是 G′的独立集.由于 F 中任一点的度都大于

2,故 F 中的任一点在 C 中至少有 3 个邻居,即从 F 中引出的边数 3( )n k′ ′≥ − ,而 C 中任一点的度 k′≤ ,因此
23( ) | |n k F k′ ′ ′− ≤ ≤ , 2 / 3n k k′ ′ ′≤ + .即实例(G,k)核化后可得到核的大小为 2 / 3k k+ 的等价实例(G′,k′). 

从上例可以看出,局部简化技术的基本思路是:分析具体问题的特性,得出完全简化规则集合,应用该规则

集进行预处理,直至该问题没有简化规则可应用的结构,从而得到与问题规模 n 无关的核 f(k),核心化后,再应用

诸如分支搜索树技术得到问题的 FPT 解. 

2.2   皇冠分解技术 

2003 年,Fellows[13]首次提出皇冠分解的概念.如果 I 是 G=(V,E)的一个非空独立集,N(I)是 I 的邻居,且 N(I)
是二分图 G(N(I)∪I)的最小点覆盖,则称 N(I)∪I 为皇冠结构.皇冠分解是将图 G=(V,E)的顶点集 V 划分成 3 个点

集 H,I,R,其中,H 是图 G 的一个分割点集,使得图 G 中属于 I 集的点和属于 R 集的点之间没有边相连;I 是图 G
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的一个独立集,将 I分成两个子集 Iu和 Im,Im和H之间存在一个完美匹配.图 2是一个|H|=3的皇冠分解结构示例,3
个椭圆标识出图 G 的顶点集 V 划分成 3 个顶点子集 H,I,R,其中,I=Im∪Iu,并用粗实线表示出 Im 与 H 集构成的一

个完美匹配. 

I=Im∪Iu 

H

R

Im

Iu 

Rest of graph
 

Fig.2  Sample crown decomposition of width 3 
图 2  皇冠分解示例:|H|=3 

皇冠分解的基本思想是:在图 G=(V,E)中找到皇冠结构 I∪H,删除该皇冠以降低图规模,重复进行这类查找

和删除皇冠的操作,直到图中不再有任何皇冠为止.在实际应用中,一般采用贪心算法找到图 G 的一个极大匹配

M,然后根据具体问题采用不同的策略进行点集的皇冠划分,直至无法继续找到皇冠.对于皇冠分解的时间复杂

性,文献[14]的引理 5 表明,只要在图 G 中能找出一个独立集 I,且|I|不比其邻接点少,则可以在多项式时间内找

到图 G 的一个皇冠分解.下面我们依然以 k-VC 问题为例来说明皇冠分解技术的应用. 
如果 G 有一个皇冠 I∪H,则 G 中存在一个包含 H 中所有的点但不包含任何 I 中的点的最小点覆盖.找到图

G 的一个皇冠后,把 H 部分加入到点覆盖的集合中,然后将 I∪H 包含的点及其所有在 G 中的关联边删除,形成一

个新图 G′=G[V(G)−V(I∪H)],则 G′便是对 G 进行一次皇冠分解操作后的核.重复应用皇冠分解直到不能发现新

的皇冠为止,问题核便越来越小.为找到图 G 的皇冠结构,可先找到图 G 的一个极大匹配 M1,而未被匹配的点的

集合用 O 表示;再在 O 和 N(O)之间找到一个辅助最大匹配 M2,O 中未被 M2 匹配的点的集合用 I0 表示;然后 
从 n=0 开始,重复地执行 Hn=N(In)和 In+1= 2

( )n M nI N H∪ ,直至 In−1=In 为止,则(In,Hn)便是一个皇冠. 

分析以上算法可以看出,如果匹配 M1 和 M2 的大小有任何一个大于 k,则图中必不存在这样的点覆盖;如果

匹配 M1 和 M2 的大小都小于或等于 k,则 M1 至多包含 2k 个顶点,所以 O 至少包含 n−2k 个顶点.由于 M2 小于或

等于 k,因此 O 中至多有 k 个点与 M2 匹配,既 O 中至少有 n−3k 个点未与 M2 匹配,这些未匹配的点均为 I 集中的

点,所以,图 G 最多有 3k 个点不在皇冠中,即核为 3k.以上各步骤用时为 O(n5/2),详细证明可参见文献[15]. 
皇冠分解技术得到了广泛的应用,如 p2-Packing(7k 核)[16]和顶点不相交三角形 packing(O(k3)核)[17]等问题.皇

冠分解基于一些不能确定固定大小结构的规约规则,所以皇冠分解的核化效果比局部简化技术更加明显. 

2.3   极值归纳技术 

极值归纳(coordinated kernel)技术由 Prieto[18]于 2000 年提出.该技术适于求解极大化的参数问题,且要求问

题关于参数是单调的,即如果实例(G,k)是一个 no 实例,则对于所有的 k′>k,(G,k′)也是一个 no 实例. 
极值归纳技术的基本思想是:① 先假设(G,k)是 yes 实例,而(G,k+1)是 no 实例.② 若这一假设成立,则该参

数问题一定具有某些性质特征,依据性质特征集 P 可以得到简化规则集 R,并把 R 应用到(G,k)中直到不能再简

化.③ 对于简化后得到的图 G′,若其顶点集 V(G′)的大小不大于 f(k),可得出以下结论:若(G,k)是 yes 实例而 
(G,k+1)是 no 实例 ,则 ( ) ( )V G f k≤ 一定成立 .这一结论称为界值引理 .④ 反之 ,若 | ( ) | ( )V G f k> ,与“顶点集 

V(G′)的大小不大于 f(k)”矛盾,则说明以上假设不成立,即(G,k+1)必然也是 yes 实例.这一结论称为核化引理. 
当我们应用极值归纳技术来求解实际问题时,由问题实例(G,k′)出发递归计算(G,k′+1).因为问题是参数单

调的,所以如果(G,k′)是 no 实例,则(G,k′+1)也是 no 实例.若“(G,k)是 yes 实例,而(G,k+1)是 no 实例”,则 G 应具有



 

 

 

李绍华 等:参数计算中核心化技术及其应用 2311 

性质特征集 P.如果 G 不具有这类性质特征,则由于(G,k′)是 yes 实例,因此(G,k′+1)也是 yes 实例了.如此一直判断

下去,对于极大化参数问题,我们一定会遇到一个(G,k+1)是 no 实例的.于是便可根据界值引理得出以下结 
论: ( ) ( )V G f k≤ ,从而得到了问题核的大小为 f(k). 

下面以 k-边不相交三角形 packing 问题(简称 k3-packing 问题:给定一个图 G=(V,E)和正整数 k,问 G 中是否

存在至少 k 个边不相交的三角形)为例,介绍极值归纳技术的具体应用方法. 
k3-packing 问题是关于参数 k 单调的,即若 G 不存在 k 个边不相交的三角形,则一定不存在 k+1 个边不相交

的三角形.文献[14]首先给出 3 个局部简化规则和皇冠分解规则.设经过以上规则化简后,图 G 化简为 G′.我们把

G′分为 P 和 O 两部分,其中 P 是一个大小为 k 的边不相交三角形 packing,显然|P|≤3k,O 是剩余的部分.再把 P 分

成 3 部分:P0(三角形中的边没有被 O 中的点支配)、P1(三角形的边中有一条边被 O 中的点支配)、P2(三角形的

三条边都被 O 中的点支配).假设(G,k)是真实例而(G,k+1)是假实例,对(G,k)应用局部简化规则和皇冠分解规则

后,再结合 k3-packing 的特点,便可分析得出假设成立的数个性质特征[14],进而证明|O|一定小于等于 k,否则假设

便不成立.于是,我们可以得出以下的两个结论:① 如果 G=(V,E)已简化,且|V|>4k,则 G 是 k3-packing 的真实例.
② 若 G 已简化且 (G,k)是问题的真实例 ,而 (G,k+1)是问题的假实例 ,则 |V|≤4k.从以上两个结论可以看

出,k3-packing 问题核为 4k. 
极值归纳技术在许多问题上得到了成功的应用,如: Cluster Editing(4k 核)[19]、k-Internal Spanning Tree(O(k3)

核)[20]以及 K1,s-packing(O(k2)核)[21]等问题.具体应用极值归纳技术进行核心化时,主要着眼点是得出界值引理

和核化引理,然后从实例(G,0)出发加以递推,因为对于最大化问题来说,(G,0)显然是一个真实例. 

2.4   随机算法技术 

随机方法是一种传统的算法设计技术.在 FPT 算法设计中,随机方法有很多成功的应用(如 k-path,3-set 
packing,3-D matching 等),Chen 等人[22]首次将随机方法应用于无权 set splitting 问题的核化过程中,得到 2k 的问

题核,方法简单、有效. 
给定 set splitting 问题的一个实例(X,F,k),其中 F 含有 n 个集合,每个集合的元素都来自符号集 X.set splitting

问题的求解目标是对 X进行划分,使得 F中至少有 k个集合被分割.对 X进行划分就是把 X分成两个子集(X1,X2),
使得 X1∪X2=X 且 X1∩X2=∅.对于 F 中的一个集合 S,如果 S 与 X1 和 X2 的交集都不为空,就称 S 被划分(X1,X2)所
分割. 

Set splitting 是 NP 难问题[5],在近似理论中,该问题是 APX 完全的,Zhang 等人[23]提出一种改进的多项式时

间近似算法,近似率为 0.7499.在参数化算法设计方面,Dehne 等人[24]首次提出了 Set splitting 的 FPT 算法,时间

复杂度为 O(72k).Lokshtanov[25]提出一种 O(2.65k)的 FPT 算法.目前最好的算法是 Chen 在文献[22]中提出的基

于随机方法的 FPT 核化算法,问题核的大小为 2k,运行时间为 O(2k),该算法基本思路如下: 
文献[24]首先给出两个简化规则,并应用到问题实例(X,F,k)中,便可删除只含有 1 个元素的集合和包含至少

k 个元素的集合,从而得到问题的新实例(X′,F′,k′).并证明了若|F′|≥2k,则(X,F,k)为真实例,否则|F′|<2k,k′<k.简化规

则 2 表明 F′中的每个集合最多包含了 k−1 个元素,因此|X′|<2k2,该过程可在 O(n+2k2)时间内完成. 
概率上 X 中的每个元素以同样的 1/2 概率被划分到 X1 和 X2 中.集合中的元素越多,被分割的概率就越大.

假设集合 F 中含有 i 个元素的集合个数为 mi(1≤i≤k−1),mk 为至少 k 个元素的集合个数,F<k 是 F 中所有含有元素 

数不超过 k 的集合.对于 F<k中的任一元素个数为 i 的集合 S,当对 X 进行划分时,S 被分割的概率为 Pr(S)= 2 2
2
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i
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划分使得 F<k中至少有 k−mk个集合被分割,否则
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的大小为|F′|<2k,找到核的时间复杂度为 O(n+2k2). 
生物信息学中有许多实际问题,其元素具有不同程度的随机性和不确定性,运用随机方法对这类问题加以

核化,是值得进一步研究的方向. 

3   核心化技术的应用 

核心化技术已在许多领域得到了实际应用.限于篇幅,本节主要从 Cover 类、Packing 类和 Cut 类这 3 类问

题来反映核心化技术的应用. 

3.1   Cover类问题 

覆盖问题是图论中的经典问题,应用非常广泛.我们从 Vertex Cover、Clique Cover 和 Hyperplane Cover 这
三个覆盖问题来阐述核心化技术的成功应用. 

作为图论中经典的 NP 完全问题之一,许多实际问题均可以模型化为 k-VC 问题,对该问题的算法研究至今

都是一个热点.文献[26]对 k-VC 问题的研究现状加以讨论.1993 年,Buss 等人[27]基于 Buss 的高度点简化规则和 

分支搜索技术提出 2 2( 2 )k kO kn k ++ 的 FPT 算法.文献[28]给出了一种改进的分支搜索算法,使时间复杂性降至 
2( 1.324718 )kO kn k+ ,随后,算法时间复杂性进一步降至 2( 1.31951 )kO kn k+ [29]和 ( 1.29175 )kO kn + [30].在多项式空 

间复杂性的前提下,目前最好的算法是 Chen 等人[3]于 2001 年提出的,其时间复杂度为 ( 1.285 )kO kn + .其算法首 
先应用局部简化技术把图 G 中的低度点和度>k 的高度点删除,得到最多只有 k2 条边、2k2 个点的图 G1.对图 G1

再应用 NT 算法(NT 算法实际上就是一个一次性的皇冠分解[31]),便可以得到大小为 2k 的问题核,整个核化过程

的时间复杂度为 O(kn+k3). 
Clique Cover 问题在编译优化、计算几何和应用统计学等许多领域都有很重要的应用[14,32].该问题是 NP

完全问题,目前有很多求解这一问题的启发式算法[32−34].Gramm 等人[35]采用一种新的数据结构,设计了一个时

间复杂度为 O(nm)的启发式算法.参数化 Clique Cover 问题可以表述为:给定无向图 G=(V,E)和正整数 k,图 G 中

是否有至多 k个团,使得G的每条边的两个端点至少落在这 k个团之一呢?文献[35]证明了 k-Clique Cover是FPT
问题.其算法应用局部简化技术,提出了 3 条简化规则,在 O(n4)时间内得到了核大小为 2k 的新实例. 

Hyperplane Cover 问题:给定 d 维实数空间里的 n 个点组成的集合 S,若能够找到 k 个超面,使得 S 中的每个

点至少落在其中一个超面上,则称点集 S 能够被 k 个超面所覆盖.这个问题即便是线覆盖问题(即 d=2,用 k 条直

线来覆盖点集 S),也是 NP 难解的[36].在具体应用中,找 k 个球面来覆盖点集或找 k 个多项式函数来覆盖点集等

实际问题,都可以看作是超面覆盖的特例[37].若给定超面覆盖问题的一个实例(S,k,d),可通过降维方法将 S 中的

每个点划分到 k 个子集 S1,S2,…,Sk 中,然后应用边界搜索树算法进行递归搜索,最终得到问题实例(S,k,d)的解[37].
这一算法的时间复杂度为 O*(kdkn),从中可以看出,超面覆盖问题是一个以 d 和 k 为参数的 FPT 问题.Langerma
等人[37]提出了超面覆盖的核心化算法,该算法基于局部简化技术.通过两个简化规则,将原问题转化为核大小为

O(kd)的等价问题,再应用边界搜索树技术得到时间复杂度为 O*(kd(k+1)+nd+1)的 FPT 算法. 

3.2   Packing类问题 

Set Packing 问题广泛应用于调度、代码优化和生物信息学等领域.文献[38]对 Set Packing 问题的多种表现

形式及其研究作了较为系统的讨论.Set Packing 的一般化问题简称为 GSP 问题,即给定一个含有 n 个元组的集

合 S=(S1,…,Sn),Si 中的每个元素均取自符号集 U,目标是在 S 中寻找一个最大子集 S′,使 S′中的任何两个元组之

间均没有相同元素.在实际应用中,当我们限定 S 中每个元组至多由 m 个元素组成时,便称为 m-SP 问题;若考虑

S 中各个元组在整体中的作用不同,因此将其赋上不同大小的权值时,便称为带权 m-WSP 问题[39,40].GSP 问题可

以在多项式时间内转化成最大独立集和最大团问题[5].Fomin 应用加权分治技术将最大独立集问题的时间复杂

度降至 O(1.2209n)[41].对于 m-SP 问题,当 m=2 的时候,存在多项式时间算法[42].当 m≥3 时是 NP 难解的,m-SP 和
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m-WSP 的近似算法主要是基于贪婪思想并加以局部改进[43,44]. 
参数化的 GSP 属于 W[1]完全问题,不存在 FPT 算法,除非 P=NP.参数化 m-SP 是 FPT 问题[39],m=3 时称为

3-SP 问题,这是参数计算中研究的热点问题之一.核心化、局部贪婪、动态规划、彩色编码等算法技术在 3-SP
问题上均得到了成功的应用.文献[45]提出了 3-SP 的核心化算法,用一些特殊的模式三元组与 S 中的所有三元

组来匹配,如果匹配,就删掉这部分三元组.完成这一核心化过程后,可以得到大小为 O(k3)的核.文献[46]提出一

个时间复杂度为 O*(4.613k)算法,该算法首先应用彩色编码技术得到 O*(6.1k)的着色机制,再通过动态规划方法

进行求解.文献[47]基于随机分治技术提出了 O*(3.523k)的确定性参数算法,这是目前关于此问题的最好结果. 
图的 H-Packing[48]:给定两个连通图 G 和 H,图 G 的一个 H-Packing 是 G 的一个互不相交的子图的集合,每

个子图都与图 H 同构.H-Packing 问题广泛应用于调度、无线传感器跟踪、线路板设计和代码优化等领域,如果

图 H 是一个至少有 3 个点的连通图,这个问题便是一个 NP 完全问题了.针对 H 的不同类型,图的 H-Packing 可

转化为一些特殊问题,如 H 为完全二分图、路径、三角形和圈等[14,17,34,49]. 
在参数理论中,当 H 为一般图时,Fellows 等人[17]给出了 H 为一般图时目前最好的研究成果,其时间复杂度

为 2O(|H|klogk+k|H|log|H|).当 H 为三角形时,称为 k-边不相交三角形 packing 问题,该问题即使对于平面图来说也是 NP
完全问题[50].Fellows 等人[51]应用皇冠分解技术,对 k-边不相交三角形 packing 问题设计出核为 O(k3)的 FPT 算

法 .Mathieson 等人 [14]进一步在局部简化和皇冠分解的基础上 ,应用极值归纳技术进行核心化 ,设计出

O(24.5klogk+4.5k)的核心化算法,核大小为 4k.若 H 为完全二分图 Kl,s,称为 k-Kl,s-Packing 问题.Prieto 等人[21]应用皇

冠分解技术,在 O(n)时间内得到 O(k2)的问题核.同时,该文对于 k-Kl,s-Packing 的一个特例 k-P2-packing 问题(判
断图G中是否存在 k条由 3个点和 2条边组成的一条路径),应用皇冠分解技术和极值归纳技术提出了O*(25.301k)
的核心化算法,核大小为 15k.2008 年,Wang 等人[16,52]在文献[21]的核心化算法基础上提出新的简化规则,使问题

核降为 7k,算法的时间复杂度也降到 O*(24.142k),是目前对 k-P2-packing 问题的核化效果最好的算法. 

3.3   Cut类问题 

k-Max Cut问题:图G中的顶点集V能否划分为两个子集V′和V′′,使得从V′到V′′的边数不少于 k条?Max Cut
在电路布局设计和统计物理等方面应用广泛 [53],该问题是 NP 完全的 ,其近似算法取得了很多成果 [54].1999
年,Mahajan 给出了 k-Max Cut 问题的第 1 个 FPT 算法[55],算法时间复杂度为 O(|E|+|V|+4kk).随后,Fedin 等人[56] 
应用局部简化技术和 splitting转化规则,给出了 O(poly|E|)×2|E|/4)的核心化算法,核为 O(2|E|/4).目前,该问题最好的

FPT 算法是 Prieto 所提出的核心化算法[53].算法提出 5 个简化规则,使实例在 O*(n2)时间内得到简化,再应用极

值归纳技术,得到至多 k 个顶点、2k 条边的核,整个算法的时间复杂度为 O(k×2k/2+n2). 
Multicut 问题:图的多割问题是计算机和通信网络可靠性和鲁棒性研究方面的基本模型,此外,Multiway cut

是多割的一个特例问题,而Multiflow是多割的对偶问题,因此,Multicut是一个很重要的应用问题.对于给定的图

G(V,E)和端点的点对集 H⊆V×V,找到一个最小的边集或点集 S,使得将 S 删除后,H 中的点对不存在路径.这样的

S 集便是多割的解.若以 H 中的顶点对数 k 为参数,则可转化为以 k 为参数的 k-Multicut 问题. 
根据图 G 是有向图、无向图还是树,Multicut 可进一步细分为 Di-Multicut、Undi-Multicut 和 Tree-Multicut.

对于点对集 H 中的点是否可作为解的一部分选入 S 集,又可把问题划分为不受限的 Multicut 问题(UVMC)和受

限的 Multicut问题(RVMC).根据选入 S集中的元素是边还是点,Multicut问题又划分为边-Multicut和点-Multicut
问题.对 Multicut 的各种各样的变化问题的难度,Costa 等人在文献[57]中加以了总结.对于无向 Multicut,若 k=2,
是多项式可解的,若 k≥3,是 Max SNP-hard 的,即不存在 PTAS 算法;对于有向 Multicut 问题,若 k=2,是 NP-hard

的,若 k≥3,是 Max SNP-hard 的,该问题目前最好的近似算法是 O(min{opt, n })[58].对于一般图,UVMC 和 RVMC
均是 NP 难的.若将图限制为树,则 UVMC 是 P 类问题而 RVMC 是 NP 难的[59].从参数的角度来看,Multicut 可以

有 3 个参数加以选择或组合:至多允许删除的边的条数或点的个数 k、H 的大小 l 和图 G 的树宽ω.若仅仅考虑

参数 k,则对于一般图的UVMC和RVMC问题是否是FPT的,目前还是开放性问题.若将问题限制为树,则UVMC
是 P 类问题 ,而 RVMC 是 NP 完全的 .对于一般图的 UVMC 问题 ,Marx[ 60]应用图分割技术 ,给出一个 
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3 (1)(2 4 | | )kl k k OO k G 的算法,证明了一般图的 UVMC 问题是双参数 FPT 的.对于树的 RVMC 问题,Guo 等人[61]结 

合边界搜索树算法,设计出 (2 | | )kO V l⋅ ⋅ 的双参数 FPT 算法.此外,Guo 等人[62]针对树的 RVMC 问题,应用局部简 
化技术提出 8 个简化规则,可在 O(2kmn)时间内得到大小为 O(k3k)的核.从核大小来看,这一结果并不比文献[61]
所采用的搜索树算法更高效,但作为树的 Multicut 问题的第 1 个核心化算法,为我们提供了问题核的上界. 

3.4   其他参数化问题 

核心化技术已成功地应用于求解许多重要的参数化问题.针对一些典型的 FPT 问题,表 1 总结了在这类问

题的 FPT 算法设计过程中所采用的核心化技术、核化的大小以及核心化算法的时间复杂性.通过表 1 可以看出,
在对问题进行核心化的阶段,局部简化技术是应用最普遍、也是最基本的,几乎每一个参数化问题都会根据问

题的不同特点,设计出局部简化规则.此外,多种核心化技术往往会结合在一起,以求得到问题的更小些的核. 

Table 1  Typical FPT problems: Kernelization technique used and its kernel size 
表 1  典型的 FPT 问题核心化技术和核大小 

Kernelization techniques 
FPT questions References Crown

reduction
Extremal
induction

Randomized
method 

Local
reduction Kernel size 

Time complexity 
of Kernelization 

algorithms 
Faisal[15] √   √ 3k O(n5/2) Vetex cover 
Chen[3] √   √ 2k O(kn+k3) 

Niedermeier[63]    √ O(k3) O(n) 3-Hitting set 
Nishimura[64]    √ 6k2 O(kn+k4) 

Dehne[65]  √  √ 2k O(n4) 
Dehne[7] √   √ k−1 Poly(n,k) Unweighted set splitting 
Chen[20]   √ √ 2k O(n+2k2) 

Weighted set splitting Chen[22]   √ √ 2k O(n+2k2) 
k-Maximum cut Prieto [53]  √  √ k O(n2) 

Alber[66]    √ 335k O(n3) Planar dominating set 
Chen[67]    √ 67k O(n3) 

edge disjoint triangles packing Mathieson[14] √ √  √ 4k O(n) 
Vertex disjoint triangles packing Fellows[17] √   √ O(k3) O(nk+n2) 

K1,s-Packing Prieto[21] √ √  √ O(k2) O(n) 
P2-Packing Wang [16,52] √   √ 7k O(nk) 

Cluster editing Guo[19]  √  √ 4k O(nm2) 
k-Internal spanning tree Prieto[20]  √  √ O(k3) O(nk2) 

Clique cover Gramm[35]    √ 2k O(n4) 
Dim-Set-Cover Langerman[37]    √ O(kd) O(nd+1) 

MaxSat Niedermeier[68]    √ O(k2) O(n) 
Clique partition Mujuni[69]    √ k2 O(n2) 

Connectivity augmentation Guo[70]    √ O(k2) O(mn+n2) 
Undirected MaxLeaf Bonsma[71]    √ 4k Poly(n,k) 

NonBlocker Dehne[72]    √ 5k/3 Poly(n,k) 

4   结论与进一步的研究 

核心化技术是参数算法设计领域中一种最基本的算法设计技术,一直以来是参数计算领域的研究热点之

一.针对 FPT 问题,参数理论有两个追求的目标:一是想方设法设计出时间效率更高的算法;二是想方设法找出

更小的问题核.对这两个努力目标来说,核心化技术都是最为基本的.本文分别阐述了 4 种主要的核心化技术的

算法思想和在实际应用中的基本核化过程.通过对这些算法思想的分析和比较,使人们对核心化技术有一个更

全面的理解,同时也可为其他参数问题的核心化算法提供求解的思路.核心化技术在理论和应用等领域依然存

在许多有待我们进一步研究的问题和挑战,主要体现在以下几个方面: 
(1) FPT 问题核的下界研究 
FPT 问题核的下界研究是参数理论在最近几年才开始的一个新的研究方向,核的下界研究无论在理论方
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面还是应用方面都有实际的指导意义.我们总是希望 FPT 问题经过核心化处理后可以得到多项式核甚至线性

核,但是,并不是所有的 FPT 问题均存在多项式核.Chen 等人在文献[67]中针对可线性核化的平面图问题设计了

对偶参数方法,从而证明了许多平面图问题的核下界.最近,Bodlaender等人[73]进一步证明了许多的 FPT问题(如
k-path,k-cycle,k-cutwidth,k-treewidth 等问题)不存在多项式核. 

FPT 问题的下界在理论和应用上都存在许多有待进一步研究的问题.从应用角度看,主要体现在以下几个

方面:① 亚指数级的核下界证明问题.对于已经证明不存在多项式核的 FPT 问题,能否证明其存在亚指数级的

核下界?② 多项式核下界存在性证明问题.有许多应用广泛的问题,如有向图反馈集、Clique Cover、Graph 
Bipartition、有向最大叶等问题,是否存在多项式核下界?③ 多项式核下界不存在性证明问题.例如,有许多 NP
完全的图问题往往适于以树宽为参数,却至今未能找到多项式核的核心化算法,是否以树宽为参数的图问题不

存在多项式核下界? 
(2) FPT 问题证明及其核优化的研究 
目前,依然存在许多的问题尚未能证明其是否是固定参数可解的,如多项式识别测试问题、以树宽为参数

的图同构问题等[74].对于未知其参数复杂性的问题,若我们能够应用核心化技术找到其问题核,则说明该问题是

固定参数可解的了.此外,针对 FPT 问题,进一步设计出问题核更小的算法,是参数理论的努力目标.例如,3-set 
packing 问题和无向图反馈集问题已有 O(k3)的核心化算法,是否能够找到比 O(k3)更小的核呢?基于我们的研究

基础,对于 3-set packing 问题,我们认为可以尝试从另一个角度对该问题的核进行优化.观察可知:k3 的集合可由

最少 3k 个元素构成;如果 k3个集合含有 3k3个元素,则问题可在多项式时间内被求解.基于上述两个观察,我们将

考虑问题实例中元素个数的界,即从元素的角度对问题的大小进行限制,进而设计出 3-set packing 更小的核的

核心化算法.而对于 P2-packing 问题,目前最小的核为 7k.在对该问题核心化的过程中,文献[16]中只考虑了 Q0

点与 Q1 点的简单连接关系,且以降低 Q0 点的个数为目标.我们能否基于局部贪婪技术,并结合皇冠分解技术,进
一步探讨 P2-packing augmentation 问题的核?亦即给定一个 k-P2-packing,如果图中存在(k+1)-P2-packing,则该图

的大小最多为多少? 
(3) FPT 核心化新技术的研究 
随着研究的越来越深入,FPT 的核心化新技术也不断地涌现,尤其是传统的算法设计技术日益融合到核心

化技术中来.随机方法便成功地运用于求 FPT 问题的核.有许多的生物信息学问题如生物分子相互作用网络问

题,其元素具有不同程度的随机性和不确定性,研究运用随机方法对这类问题加以核化,进而得到拓扑结构中心

域的元素核,将有助于关键蛋白质的识别和分析. 
从归纳技术的角度来看,目前有两种很有效的算法技术,即递归压缩技术和极值归纳技术.递归压缩技术适

于求解具有参数单调性的最小化参数问题,即求小于等于 k 的参数问题.其核心思想是将(G,k)实例转化为

(G−v,k)实例,使问题 G 的规模逐步降低.极值归纳技术适于求解具有参数单调性的最大化参数问题,即求大于等

于 k 的参数问题.其核心思想是从(G,k−1)实例出发,逐步归纳出(G,k)实例的解.但是,相比于(G−v,k)和(G,k−1),还
有一个更高效的实例即(G−v,k−1),目前还没有相应的递归或归纳思想的算法设计技术,有待进一步的分析研究. 

(4) 核心化技术在复杂网络等领域的应用研究 
核化技术目前主要应用于确定性问题的研究,从图论的角度来说,一般都是研究具有明确拓扑结构的图.许

多实际问题,如生物分子相互作用网在不同的细胞或同一细胞的不同生活时刻是不完全相同的,而互联网的拓

扑结构时刻也在动态变化之中.这些问题都具有不同程度的随机性和不确定性,一般都表现出复杂网络的特性.
复杂网络的性能指标与其拓扑结构密切相关,拓扑结构演化时,其性能指标会受到一定的影响.目前,许多拓扑

结构优化的目标是追求性能指标对拓扑结构具有的相对不敏感性(稳定性);复杂网络的动态、策略控制是阶段

性地改变拓扑结构和系统的关键参数,使得整个网络的目标函数达到最优或次优.基于这样的考虑,通过核化,
将核引申为网络(图)中对某些操作或过程具有相对稳定性的结构,同时也可以反映网络拓扑随着其中具有某种

特性的点或局部结构的缺失而波动的范围以及程度等方面的情况,从而对复杂网络的动态及其系统动力学演

变规律进行研究. 
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(5) 核心化技术在非参数理论领域的应用研究 
核心化思想的本质就是对问题加以预处理,这一思想在非参数理论领域也得到了广泛地应用.在求解非参

数化问题的过程中,往往针对问题的性质特征,对数据加以去伪存真,过滤干扰数据或次要数据,从而使得问题

的规模得到极大的简化.例如,在机器学习领域,数据集往往是高维空间数据,其基本预处理过程是通过分析数

据本身的结构特征,并针对结构特征进行选择,以达到降维的目的.如果对数据不进行任何的预处理,仅仅通过

特征抽取算法找出特征集,则由于高维等原因,反而会导致问题的精确度下降.但是,目前非参数理论领域的预

处理算法主要还是依赖于贪婪选择,无法保证数据的质量.在实际应用中,我们针对关键蛋白质网络问题,应用

参数理论的局部简化技术去除非关键结点,使问题规模得到了极大地降低.我们认为,把参数理论的核心化技术

应用于非参数理论领域的问题的预处理过程,是值得研究的一个方向. 
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