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Abstract:  Occlusion analysis is a primary function of a mandibular movement simulation system. In this paper, 
the advantages and drawbacks of concurrent occlusion analysis algorithms are reviewed, and a novel occlusion 
analysis algorithm based on oriented bounding box trees is proposed by generalizing the Separating Axis Theorem. 
By means of Heuristic Search, Branch and Bound method and Voronoi Diagram, the algorithm analyzes occlusion 
on complicated denture models precisely and quickly, which solved the practical problem in the application of VR 
technologies in dentistry. 
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摘  要: 虚拟下颌运动仿真系统的核心功能之一就是为用户提供快速、准确的咬合分析.首先回顾了现有的咬

合分析算法的优势和不足,然后在有向包围盒树的基础上提出了新的咬合分析算法.通过推广基于分离轴定理

的经典碰撞检测算法,借助启发式搜索、分支定界和 Voronoi 图等手段,算法可以在较短的时间内对复杂牙列模

型完成高精度的定量咬合分析任务,解决了虚拟现实技术在口腔医学领域应用中的实际问题. 
关键词: 咬合分析;有向包围盒;最短距离计算;下颌运动仿真 

下颌运动和咬合情况是口腔功能的重要表征,一直以来是口腔医学的重要研究方向.自从 1805 年 Gariot 发
明机械合架以来,口腔医学研究往往采用机械合架和石膏模型等工具,这些工具既存在着难以完全反映真实组

织结构、实际运动细节以及个体间差异的缺点,同时又由于物理限制,难以充分展示咬合运动内在的和深层的

性质和状态.而虚拟现实技术的引入可以有效地解决这两个问题.通过采集 CT 数据、咬合运动数据并扫描石膏
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模型数据,虚拟下颌运动仿真系统可以真实地重现人体下颌运动的准确情况,并为用户提供测量、分析功能.这
为下颌运动与咬合接触的研究以及口腔种植修复的手术规划提供了更为有力的手段. 

虚拟下颌运动仿真系统的核心功能之一就是为用户提供快速准确的咬合分析.咬合分析的任务就是分析

上下牙齿之间的接触情况,包括接触点的分布、位置、接触面积以及在咀嚼过程中接触点如何移动,并将这些

信息有效地向用户展示.咬合分析的核心过程就是快速计算两个相对牙列上各点到对侧牙列的最短距离,并且

使用适当的方式在显示的模型上标出的过程.尽管咬合分析算法在虚拟下颌运动仿真系统中具有举足轻重的

地位,然而目前在这一方面的研究仍然相当缺乏. 
本文第 1 节回顾了现有的多种咬合分析算法,分析了它们的特点和问题,作为新算法的借鉴.第 2 节从相近

似的碰撞检测领域中吸取经验,参考了其中有价值的研究,并以此作为新算法的基础.在此基础上,第 3 节、第 4
节提出了基于有向包围盒树的咬合分析新算法,以基于有向包围盒树的快速最近点搜索算法为框架,在其中加

入了最短距离求解与穿透处理过程,从而实现了在较短的时间内完成高精度的咬合分析的任务.最后,给出了一

些实验结果,以反映算法的性能与效果. 

1   现有的咬合分析算法 

为了解决机械合架在用于下颌运动模拟和分析时的种种局限,随着计算机技术尤其是虚拟现实和可视化

技术的发展,许多人开始设计和制作虚拟合架系统.在现有的虚拟合架系统中,学者们各自提出和使用了不同的

咬合分析算法. 
Hayashi 等人[1]首先设计了一种利用激光扫描的三维数据和光学记录的下颌运动数据来模拟下颌运动并

进行咬合分析的系统.在该系统中,他们采用了一种基于高度图(height map)的距离计算算法,来近似求解牙列之

间的最短距离[2].他们先选取一个适当的坐标系,使得槽牙的牙面近似可以被认为是关于 x,y 坐标的二元函数

(高度图).以适当的固定间隔沿 x,y 轴对牙面在该处的 z 坐标值进行二维等间距采样,并记录在一个二维数据结

构中,从而获得牙面的一个二维离散表示.这样就完成了预处理的过程. 
计算最短距离时,算法在预先生成的二维数据结构中,沿 x,y 轴进行遍历,为其中每一个采样点 P(xp,yp,zp)计

算其到对侧牙面的最短距离,如图 1 所示.首先检查对侧牙面上对应于坐标(xp,yp)的采样点 Q0(xp,yp,z0).若这样的

采样点不存在 ,则在一个尽可能小的偏移量上限 r 限定的范围内寻找一个存在的采样点 Q0(x0,y0,z0)满足

x0∈[xp−r,xp+r],y0∈[yp−r,yp+r].若这样的 Q0 仍不存在,则表示 P 与对侧牙面距离太远,超出了计算的必要范围.否
则计算 Q0 到 P 的距离 d0(P),并令 dm(P)的初始值等于 d0(P).以这个距离作为半径,以(xp,yp)点为圆心在 x-y 平面

上构造一个圆形区域.将这个区域沿 z 轴方向投影到对侧牙面上,构成了不规则形状区域 S(P,dm(P)).因为在此区

域外的点到 P 的距离必定大于 dm(P),因此只需在这个区域中搜索新的最近点 .先沿 x,y 轴方向依次遍历

S(P,dm(P))中的每个采样点 Q(xq,yq,zq),计算 Q 到 P 的距离 d(P,Q),并以此来更新 dm(P)和 S(P,dm(P)),缩小后续的

搜索范围.当最终 S(P,dm(P))中所有的采样点均被访问,此时的 dm(P)即为所需要的最短距离.在预先生成的二维

数据结构中反复进行如上的步骤,即可求得每一个采样点到对侧牙面的最短距离. 
这一算法的计算速度较快,可以实现与运动仿真同步的实时咬合分析,但作为其基础的高度图假设实际上

只对槽牙适用,而且二维等间距采样的过程降低了数据的精度,使得结果误差增大,也不便于分析结果在用于浏

览的模型上展示. 
其后,Okamoto 等人[3]也设计了类似的系统,并提供了动态咬合模拟与咬合面积估算的功能(如图 2 所示).

系统中采用了穷举法计算上下牙列之间的最短距离.他们对上下牙列上的点组成的点对进行了穷举,并计算每

一对点之间的距离,以此求出每一个点到对侧牙面的最短距离.该算法受到穷举性质的影响,不能获得理想的计

算速度,分析过程中存在大量冗余计算,效率很低.但与文献[2]的算法相比,因为并未进行重采样,保留了输入系

统的原始数据,因此能够得到高质量的结果,同时也可以将结果显示在网格模型之上. 
Kordaß 等人[4,5]使用激光扫描和超声运动测量,在基于 DOP(discrete oriented polytope)树的碰撞检测算 

法[6,7]的基础上开发了虚拟合架系统 DentCAM,为用户提供了丰富的分析功能.然而文献中并未具体介绍他们
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如何在碰撞检测算法的基础上开发了咬合分析算法,也没有对其咬合分析算法进行描述,因此难以作为研究的

参考. 

 
       图 1  Hayashi 等人的最短距离搜索[2]   图 2  Okamoto 等人的咬合分析效果[3] 

2   基于有向包围盒树的碰撞检测 

咬合分析与碰撞检测同样都需要在网格模型之间搜索足够邻近的面片对,这使得现有成熟的碰撞检测方

法对于咬合分析算法的设计具有重要的借鉴意义.常见的网格模型碰撞检测算法主要基于两种类型的数据结

构,分别是空间分解(spatial decomposition)和包围体层次结构(bounding volume hierarchy)[8,9].前者主要包括BSP
树、k-d 树、八叉树、栅格(grid)等,以空间的分割和图元的重复包含冗余为特征;后者主要包括包围球树、AABB
树、OBB 树、k-DOP 树、DOP 树等,以图元的划分和空间的冗余为特征. 

在这些碰撞检测方法中,基于有向包围盒树(oriented bounding box tree,简称 OBB 树)的碰撞检测算法可以

作为一个很好的参考.选择 OBB 树主要基于如下理由: 
(1) 与部分碰撞检测方法要求对象满足某些特定性质(如凸体)不同,基于 OBB 树的算法对输入模型没有

特殊要求,即使是在牙列这样形状复杂的不规则模型上也可以很好地工作,同时也不需要额外的拓扑

信息作为辅助; 
(2) OBB 树比其他多数的表示方法更紧贴模型本身,在更少的层次中更快地逼近原始模型的表面.在类似

咬合的场景中 ,模型表面之间高度贴近 ,此时层次结构的紧致性对算法的计算代价更有着显著的 
影响; 

(3) OBB 树对于刚体变换具有不变性,在运动过程中基本保持不变,省去了更新数据结构的时间.在类似

牙列模型这样包含大量面片的模型之上,时间的节约显得更为突出; 
(4) 成熟的 RAPID(rapid and accurate polygon interference detection)碰撞检测库为基于 OBB 树的算法开

发提供了很好的基础和参考. 
基于 OBB 树的碰撞检测过程如下[8,9]: 
首先,进行预处理,算法需要构建 OBB 树结构.在 RAPID 中,OBB 树的构建过程自上而下进行.先为整个模

型计算一个近似最优化的OBB.然后找到OBB最长的一组平行边,以一个经过这组边中点并垂直于它们的平面

将其中包含的面片分割为两部分.此后再为每一个部分计算OBB,重复这一过程直至每个OBB中只包含一个面

片,于是 OBB 树构建完成.过程的示意图如图 3 所示. 
OBB 的快速求交测试是基于被称为分离轴定理(separating axis theorem)的原理而设计的.分离轴定理可以

被表述如下:对于任意两个凸多面体 A 和 B,它们不相交当且仅当存在这样一条轴,使得 A 和 B 在这条轴上的投

影区间不相交,并且这条轴正交于以下之一:A 的一个面;B 的一个面;由 A 的一条边和 B 的一条边确定的平面. 
对于两个 OBB 而言,需要检测的轴最多有 3+3+9=15 条.在 RAPID 中,先获得 OBB B 相对于 OBB A 的平移

向量 T 和旋转矩阵 R.接着向量 T 被投影到每条待判断的轴 L 上,而得到两个 OBB 中心在 L 上的投影点之间的 

xp, yp
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间距 ⋅T L .然后求出两个 OBB 在 L 上的投影区间的半长度 i
A i

i
r a= ⋅∑ A L 和 i

B i
i

r b= ⋅∑ B L ,其中 i=1,2,3,ai 和

bi 分别为两个 OBB 三条正交边的半长度,Ai 和 Bi 分别为相应正交边的单位向量.于是,若 

A Br r⋅ > +T L  
成立,则 L 即为 OBB A 和 B 的一条分离轴,如图 4 所示. 

通过最多检测 15 条轴,算法可以很快判断出两个 OBB 是否相交.若 A 和 B 相交,则沿其中较大的一个

OBB(不失一般性地假设为 B)所在的树向下前进一层,检测 A 与 B1 和 B2 是否相交.重复这样的相交检测直至包

围盒不再相交;或者两个包围盒里均只剩下一个面片,此时直接进行三角形面片求交测试.这样就完成了整个碰

撞检测的过程. 

   
图 3  OBB 树的构造[8]      图 4  分离轴检测[8] 

3   基于有向包围盒树的快速最近点搜索 

碰撞检测任务与咬合分析中需要的最短距离计算的任务具有许多相似之处,可以从中借鉴有用的方法和

经验,然而两者之间仍然存在着显著的不同.碰撞检测任务是上下文无关的,任何一对面片是否相交与其他面片

对的相交情况没有直接联系;而最短距离计算则不然,求得的距离是否是所需要的最短距离,很大程度上依赖于

其他面片对的计算结果.这使得搜索策略的优化、中间结果的保存和最终结果的正确性保障成为了影响算法设

计的额外的重要因素. 
在成熟的 RAPID 碰撞检测库的基础上,本文将碰撞检测算法推广为最近点搜索算法,以将 OBB 树应用于

咬合分析中的距离计算.修改推广的工作主要分为如下几个部分: 
(1) 推广分离轴定理,在搜索过程中检测两个 OBB 在各条轴上投影区间的间隔,保存各间隔的最大值来

近似作为面片之间最近距离的参考度量; 
(2) 采用最佳优先(best-first)的启发式分支定界(branch and bound)算法实现搜索过程,以保存的间隔最大

值作为启发函数,优先将间隔最小的 OBB 对拆分,进入 OBB 树的子结点搜索,直至找到最优解或判定

不存在有意义的解; 
(3) 使用尽可能多的中间结果和先验知识进行剪枝和限界,进一步优化 OBB 树的搜索过程. 
启发函数的设计是基于包围盒的如下性质: 
两个包围盒之间的最短距离不大于它们所包围的两组面片之间的最短距离. 

令 d(A,B)为包围盒 A 到包围盒 B 的最短距离,h(A,B)为包围盒对(A,B)的启发函数,这样对于包围盒 A,A′和

B,若 A 与 A′在同一个 OBB 树 TA 之中,且 A′是 A 的子结点,只需定义: 

( ) ( ) ( )( ), max , , ,h A B d A B h A B′ ′= , 
则启发函数 h(A,B)即可使算法始终能找到相距最近的包围盒对.这一结论的证明过程类似于 A*算法的最优性

证明,在此不再赘述. 
鉴于求解空间中两个包围盒之间的最短距离的时间代价较大,对于一组OBB对(A,B),求解它们在每条可能

的分离轴 L 上的投影区间的间隔: 
( ), A Bd A B r r= ⋅ − −L T L , 
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取这些间隔的最大值 da(A,B)近似代替 d(A,B)参与启发函数的计算.对任意 OBB 对(A,B),总有 da(A,B)≤d(A,B)成
立,因此依然满足找到相距最近的包围盒对的条件. 

算法采用传统的最小值堆的方式实现优先队列作为启发式搜索的核心数据结构.堆中每个结点保存着一

个键值/数据对,其中键值为用于排序的启发函数值,数据为类 CollisionPair 的一个对象,其中包含指向对应的两

个 OBB 的指针对. 
搜索算法的主要流程如图 5 所示. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5  基于有向包围盒树的快速最近点搜索 

为了进一步提高搜索的效率,算法使用一些中间结果和先验知识来对搜索树进行剪枝和限界.除了保存最

短距离下限的 h(A,B)之外,算法还为每一个 OBB 对保存其中任意一个顶点到对侧的最短距离的上限 dmax(A,B).
对于包围盒 A,A′和 B,若在 OBB 树 TA 中 A′是 A 的子结点,定义: 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3, , , ,A A A Ad A B d A B d A B d A B′ ′ ′ ′′ ′ ′ ′= + + , 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 3, , , ,B B B Bd A B d A B d A B d A B′ ′ ′ ′= + + , 

( ) ( ) ( ) ( )( )max max, min , , , , ,A Bd A B d A B d A B d A B′′ ′ ′= , 

其中,dA′1(A′,B),dA′2(A′,B)和 dA′3(A′,B)分别为两个包围盒在平行于 A′的各条正交边的分离轴 LA′1,LA′2,LA′3 上的投

影区间之间的最大距离(即两个区间的下界较小者与上界较大者之间的差),dB1(A′,B),dB2(A′,B)和 dB3(A′,B)分别

为两个包围盒在平行于 B 的各条正交边的分离轴 LB1,LB2,LB3 上的投影区间之间的最大距离.容易证明,A′和 B

创建一个 CollisionPair 对象,包含指向两棵 OBB 树的根的指针

从堆中弹出键值/数据对

剪枝/限界处理

两个 OBB 都是叶结点?
是 否

沿不是叶结点且最长轴较长的 OBB 所在的树向下,访问其叶结点 

分别计算叶结点中的两个 OBB 到对侧 OBB 的 da(A,B)值和 h(A,B)值 

为需要搜索的 OBB 对创建 CollisionPair 对象,并压入堆中排序 

计算两侧三角面片各点到对侧面片的最短距离 

剪枝/限界处理 

堆为空? 

结束

开始

创建最小值堆,以键值 0 将前一步创建的初始对象压入堆中 

剪枝/限界处理

是 否
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之间的最大距离必定不超过 dmax(A′,B),故而包围盒中任意一个顶点到对侧的最短距离也不超过 dmax(A′,B). 
然后对于每个包围盒定义: 

( ) ( )( )max maxmin ,d A d A B= , 

其中 B 为所有已与 A 计算过 dmax(A,B)的对侧 OBB 树 TB 上的包围盒.这样定义的 dmax(A)意味着对于 A 中任意

一个顶点 pA,必定存在着对侧 OBB 树 TB 的包围盒所包围的一个顶点 pB,使得 pA 到 pB 的距离不超过 dmax(A). 
在此定义之下,算法为每个 OBB 维护一个 dmax 值,在每步搜索过程中计算并更新这个值,并使用 dmax(A)和

dmax(B)对 h(A,B)进行限界.当搜索的任何时刻,若 h(A,B)>dmax(A)或 h(A,B)>dmax(B),则表示对于 A 中任意一个顶

点 pA 或 B 中任意一个顶点 pB,OBB 对(A,B)之中不包含有与该点构成最短距离的对侧点,因此无须再深入搜索. 
这样的剪枝策略可以在深入访问之前快速地剪去距离较远的 OBB 对,迅速缩小搜索规模,提高搜索效率.

此外,在三角形面片之间最短距离的计算过程中,算法也使用每个顶点的最短距离 dmin(p)进行限界判断,提前排

除距离过大的情况,减少不必要的计算量.同时,算法也将包围盒 A 中所有的 dmin(p)的最大值与 dmax(A)比较,取其

小者作为新的 dmax(A),以更好地剪去不必要的搜索分支. 

4   最短距离求解与穿透处理 

以前述搜索算法为框架,便可以进行咬合分析的计算.当搜索树进入叶结点,即两个 OBB 中都只剩下一个

三角形面片时,则算法需要求解其中每个顶点到对侧面片的最短距离,并更新保存的顶点最短距离 dmin.这一过

程对于两个三角形面片 F1 和 F2 对称,所以下面仅以求解 F1 各点到对侧的最短距离的过程为例: 
1. 首先判断是否存在三角形退化: 

a) 若 F2 的顶点 q1=q2=q3,则 F2 退化为一个点,对于 F1 的顶点 p1,p2 和 p3,只需计算它们到 q1 的距离

并与该点现有的最短距离 dmin 比较即可; 
b) 否则,若 F2 中有两个点重合,不失一般性地设为 q1=q2,则 F2 退化为 q2 到 q3 的边 f2,对于 F1 的顶

点 p1,p2 和 p3,只需计算它们到 f2 的距离即可.计算一点到线段的距离分为两种情况,若该点到线

段所在的直线的垂足在线段内,则垂线段长度即为所求;否则,距垂足较近的线段端点到该点的

距离即为所求.将求得的距离与该点现有的 dmin 比较. 
2. 若三角形未退化,算法计算 F1 的顶点 p1,p2 和 p3 到 F2 所在的平面的距离,并与该点现有的最短距离比

较.若到平面的距离大于该点的 dmin,则无须进一步计算.否则,继续如下步骤: 
a) 将该点(不失一般性地设为 p1)投影至F2所在的平面.若投影点在三角形内部,则 p1到其投影点的

距离即为所求.将此距离与 dmin(p1)比较; 
b) 否则,构造 F2 的二维 Voronoi 图[10],如图 6 所示.寻找与投影点距离最近的顶点或边,计算 p1 到该

顶点或边的距离,并与 dmin(p1)比较. 
依此步骤对 F1 的顶点 p1,p2,p3 和 F2 的顶点 q1,q2,q3 依次计算并更新最短距离 dmin,即可完成求解面片对之

间最短距离的步骤.当整个搜索算法终止时,每个顶点的 dmin 值即为最终所需要的最短距离. 

另一方面,由于石膏模型的误差、扫描设备的误差、运动捕捉设备的误差、运动测量过程中的误差、配准

过程中的误差以及计算的误差,上下牙面在运动仿真过程中可能出现轻微的穿透现象,算法需要识别并处理穿

透,以保证咬合分析的结果正确.穿透检测的过程在求解面片对之间最短距离的过程中进行.对于F1的顶点 p1,p2

和 p3,令 m 为 F2 的法向量,算法通过检测 ( )1 1,2,3iq p i⋅ =m 的符号来判断 pi 在 F2 的内侧或外侧.若 pi 在 F2 的内

侧,因为当搜索过程结束时 F2 是距离 pi 最近的面片,因此 pi 必然在 F2 所组成的牙面模型的内侧;即 pi 为穿透点,
穿透深度即为 dmin(pi),如图 7 所示.同理可以检测 q1,q2 和 q3 是否为穿透点. 
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图 6  二维 Voronoi 图,灰色箭头指向每个区域的最近特征   图 7  穿透检测方法     

5   实验与结果 

算法在一台配有 P4 1.8 GHz CPU 和 512 MB RAM 的机器上进行了测试.上牙列模型有 21 086 个顶点、40 
288 个面片,下牙列模型有 20 184 个顶点、38 317 个面片,以及从完整的运动数据中选取的开口运动部分帧的

运动数据.测试测量了算法计算的时间,结果如图 8 及表 1 所示. 

  
图 8  咬合分析结果(左:第 15 帧,右:第 16 帧) 

表 1  算法计算时间 
帧 第 14 帧(0.26s) 第 15 帧(0.28s) 

计算时间 2562ms 1250ms 

实验表明,本文提出的基于有向包围盒树的新咬合分析算法,以经典的基于有向包围盒树的碰撞检测算法

为基础,通过对分离轴定理的结论的推广,借助启发式搜索、分支定界和 Voronoi 图等手段进行优化,可以在较短

的时间内对复杂牙列模型进行咬合分析和计算,解决了下颌运动仿真中快速精确咬合分析的问题,有助于虚拟

现实技术在口腔医学领域的应用. 
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