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光 RP(k)网络上 Hypercube 通信模式的波长指派算法
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Abstract: Routing and channel assignment is a key topic in optical interconnection networks, and it is a primary 
way to get insight into the capacity of interconnection networks. Based on the optical RP(k) network, the 
wavelength assignment of realizing the Hypercube communication with N=2n nodes on the optical RP(k) network is 
discussed. By defining the reverse order of the Hypercube, an algorithm to embed the n-D Hypercube into the RP(k) 
network is designed, which needs at most max{2,5⋅2n−5/3} wavelengths. An algorithm to embed the n-D 
hypercube into the ring network is also proposed, with its congestion equal to N/3+N/12. This is a better 
improvement than the known results, which is equal to N/3+N/4. The two algorithms proposed in this paper are of 
great value in designing optical networks. 
Key words: RP(k) network; Hypercube communication; optical network; wavelength assignment; network 

embedding 

摘  要: 波长指派是光网络设计的基本问题,设计波长指派算法是洞察光网络通信能力的基本方法.基于光

RP(k)网络,讨论了其波长指派问题. 含有 N=2n个节点的 Hypercube 通信模式,构造了节点间的一种排列次序 Xn,
并设计了 RP(k)网络上的波长指派算法.在构造该算法的过程中,得到了在环网络上实现 n 维 Hypercube 通信模

式的波长指派算法 .这两个算法具有较高的嵌入效率 .在 RP(k)网络上 ,实现 Hypercube 通信模式需要

max{2,5⋅2n−5/3}个波长 .而在环网络上 ,实现该通信模式需要复用N/3+N/12个波长 ,比已有算法需要复用
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N/3+N/4个波长有较大的改进.这两个算法对于光网络的设计具有较大的指导价值. 
关键词: RP(k)网络;Hypercube 通信;光网络;波长指派;网络嵌入 
中图法分类号: TP393      文献标识码: A 

全光网络作为计算机互连网络的发展趋势,受到越来越多的关注.如何利用光纤的巨大带宽,波分复用技术

(WDM[1])提供了巨大的潜力.目前,在一条物理连接上,实验室技术可以复用 100 个左右的虚拟通道,每个虚拟通

道使用不同的波长,得到 2~10Gb/s 的带宽.随着技术的发展,可复用的波长数会逐渐增加.高效地利用这些波长

是光互连网络研究的一个重要问题.互连网络有各种各样的通信模式,通过分析各种通信模式对波长的需求,洞
察互连网络的能力是分析网络的一种行之有效的方法.在这方面,不少人作过研究.文献[2]利用置换路由分析了

mesh 光网络的波长需求,文献[3]将 Hypercube 嵌入到环,研究了其最大波长需求问题.文献[4,5]讨论了建立光连

接对通信性能的影响问题. 
本文针对光RP(k)网络,以含有N=2n个节点Hypercube通信模式为基础,讨论了实现该通信模式的波长指派

问题,给出了一种嵌入算法,其所需的最大波长数是 max{2,5⋅2n−5/3}.在解决以上问题的过程中,设计了一个将

Hypercube 嵌入环网络的算法,其所需的最大波长数为N/3+N/12,比文献[3]中所给算法的波长数N/3+N/4有
较大的改进. 

1   基本概念 

为了分析方便,下面我们先给出有关的基本概念和基础知识. 

1.1   光互连网络 

光互连网络分为 Multi-Hop 网络和 Single-Hop 网络.前者在传输的中间节点,需要光电转换.光电转换是影

响通信效率的一个瓶颈因素,因此在 Multi-Hop 光网络中,短的网络直径是提高通信效率的关键.后者是指除了

在源节点和目的节点以外,在整个光路上都以光信号进行传输,这要求在传输以前建立起一条光路.光路有两种

建立方式,一是在所经过的物理连接上可以使用不同的波长,称此方式为连接复用.另一种是在所有经过的连接

上,只能使用同一波长,称此方式为光路复用[2].后面的讨论都采用光路复用技术. 

1.2   RP(k)互连网络 

RP(k)[6]是我们提出的一种网络拓扑结构,它建立在 Petersen 图的基础之上,该网络的结构如下. 
互连网络 RP(k)由 10⋅k 个节点组成,每个节点放一个处理器,每 10 个

节点组成一片,片内按照 Petersen 图互连在一起,其节点按照 0,1,…,9 编

号,如图 1 所示.k 个 Petersen 图按照以下办法连接:不同片内编号相同的顶

点按照环的结构互连在一起,共 10 个环,称为环 0,环 1,…,环 9.RP(k)采用

如下的编址方式 ,每一个节点由两部分(m,n)决定 ,其中 m 是片的编号

(0≤m≤k−1),n 是片内编号(0≤n≤9). 
RP(k)网络有许多优良的性质[6].该网络含有 10⋅k 个节点,连接度为 5,

直径为k/2+2;该网络具有短的网络直径、简单的拓扑结构、方便的路由

策略;该网络硬件复杂度低、实现简单;在环、Mesh 和 Hypercube 上设计

的算法能够高效地嵌入 RP(k);当互连节点个数不超过 300 时,RP(k)的直

径低于 2-D Torus 的直径 ,特别是当节点分组中所含节点数 m 满足

6≤m≤100 时,RP(k)网络节点分组的距离近似等于 Torus 节点分组距离的一半,这将大大提高通信的性能. 

Fig.1  Petersen graph
图 1  Petersen 图 

1.3   波长指派 

在光网络上 ,已给一个通信模式 ,如何实现路由及分配通道是一个重要的研究问题 ,称为波长指派问题

(RCA)[3].RCA 问题可以描述为: 
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给定一个通信集合 C={(x,y)|x 向 y 传送信息},要完成如下的分配任务: 
(1) 为每一个通信(x,y)分配一条由 x 到 y 的路径,在该路径上指定一个波长; 
(2) 以上的波长指派满足:如果在某一物理连接上有多条路径经过,那么它们使用互不相同的波长; 
(3) 分配的目标是最小化指定的波长数. 
很多文献讨论了 RCA 问题[2,3],本文基于 RP(k)网络,讨论实现 Hypercube 通信模式的波长指派问题. 

2   基于 Hypercube 通信模式的波长指派 

在光 RP(k)网络上实现 Hypercube 通信模式,也就是说,要将 Hypercube 嵌入 RP(k)网络,使得通过 RP(k)网络

中任何一条连接的光路数的最大值最小,该最大值称为网络嵌入的拥挤度[7].我们知道,n 维 Hypercube 含有

N=2n 个节点.为了讨论方便,取 k=2n−3,这样就要构造一个算法,将含有 N 个节点的 Hypercube 嵌入到 RP(k)网络

中,使其拥挤度最小. 

2.1   Hypercube性质 

通过观察 Hypercube 结构,可以得到一个重要性质. 
性质 1. 任何一个 n 维的 Hypercube 可以用两个 n−1 维的 Hypercube 表示,这两个 n−1 维 Hypercube 之间

有 2n−1 条连接,并且这些连接的两个端点编号的后 n−1 位完全相等. 
更进一步地,任何维数大于 3 的 Hypercube,都可看做是由多个 3 维 Hypercube 按照一定的规律连接在一起.

因此,我们的想法是将每一个 3 维的 Hypercube 嵌入一个 Petersen 图,然后讨论其波长指派问题. 

2.2   3维Hypercube嵌入Petersen图 

由于 3 维 Hypercube 可以作为 n 维 Hypercube 的

基本构造块,因此,先考虑将 3 维 Hypercube 嵌入一个

Petersen 图,然后讨论整个 Hypercube 的嵌入问题.在
一个 Petersen 图中,去掉两个节点,从同构的意义上讲,
只有如图 2 所示的两个图.选取图 2(b)作为讨论的基

础,定义从 3 维 Hypercube 到图 2(b)之间的相关映射. 

(a)                      (b) 
 从 3 维 Hypercube 到图 2(b)节点间的映射: 

000---1   011---6   001---0   101---8 Fig.2  The Petersen graphs with two nodes deleted 
图 2  去掉两个节点的 Petersen 图 010---7   110---9   100---2   111---3 

从 3 维 Hypercube 到图 2(b)边间的映射: 
表 1 定义了从 3 维 H 图到图 2(b)边间的映射,即最短路径影射. 

Table 1  Mapping from the edges of 3-D Hypercube to the edges of Fig.2(b) 
表 1  从 3 维 H 图到图 2(b)边间的映射 

Edges of Hypercube Paths of Fig.2(b) Edges of Hypercube Paths of Fig.2(b) 
000---001 1---0 000---010 1---7 
000---100 1---2 100---110 2---9 (2---3---9) 
100---101 2---8 101---001 8---0 (8---6---0) 
101---111 8---3 (8---2---3) 111---011 3---6 (3---9---6) 
111---110 3---9 011---010 6---7 (6---9---7) 
010---110 7---9 011---001 6---0 

在表 1 中,括号中的边是实现该映射所经过的路.由构造过程可以得到如下性质: 
性质 2. 将 3 维 Hypercube 按照上述方法嵌入图 2(b),其拥挤度为 3. 
因此,在 Petersen 图内,实现 3 维 Hypercube 通信模式的最大波长复用数为 3.如果不按最短距离路由,则可

以构造一个嵌入映射,使其波长最大复用数为 2. 

2.3   n维Hypercube嵌入RP(k) 

由性质 1 可知,n-D Hypercube 可以看做是两个 n−1 的 Hypercube 由 2n−1 条连接互连起来,这样得到如下 
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性质. 
性质 3. 如果将 3 维 Hypercube 看做是一个元素,那么 n 维 Hypercube 就变成 n−2 维 Hypercube. 
在 RP(k)中,将每一个 Petersen 图看做是一个元素,那么 RP(k)就变成一个环.因此,以上问题就变成如何将一

个 Hypercube 嵌入环网络.对于这个问题,文献[3]提出了一种算法,其结果见引理 1 和引理 2. 
引理 1. 在 N 个节点的数组上,实现 Hypercube 通信模式需要2⋅N/3个波长. 
引理 2. 在 N 个节点的环上,实现 Hypercube 通信模式需要N/3+N/4个波长. 
在上面的引理中,N=2n.根据引理 2,我们得到: 
定理 1. 设 N=2n,k=2n−3,在 RP(k)光网络上,实现 N 个节点的 Hypercube 通信模式需要 max{2,N/24+N/32}

个波长. 
证明:容易验证,当 N=8,16,32 时,实现 Hypercube 通信模式所需的波长数分别为 2,2,2.当 N=2n>16 时,考虑含

2n−3 个节点的 Hypercube 嵌入一个含 2n−3 个节点的环的情况,由引理 2 可知,所需的波长数为2n−3/3+2n−3/4= 
2n/24+2n/32,定理得证. □ 

由定理 1 得知,在 RP(k)上,实现一个 32 个节点的 Hypercube,仅需要两个波长,而实现 128 个节点的

Hypercube 通信模式,所需要的波长数仅为 9. 
性质 4. n 维 Hypercube 是由两个 n−1 维的 Hypercube 组成,它们之间有 2n−1 条连接,若 n−1 维 Hypercube 中

节点编号的二进制为 x,那么所有这些连接为{(0x,1x)|x 为 n−1 维 Hypercube 的所有节点}. 

3   Hypercube 嵌入环的一种算法 

现在考虑将 Hypercube 嵌入环的问题,即要建立从 Hypercube 到环的映射.为了分析方便,设 X 为一个符号

串,那么用 X−1 表示其逆串,例如 X=a,b,c,d,那么 X−1=d,c,b,a,很明显,有(X1X2)−1=(X2)−1(X1)−1. 
在 n 维 Hypercube 中,我们递归定义节点的排列次序 Xn 如下: 
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例如,4 维 Hypercube 的排列 X4 为 
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这样,序列 Xn 定义了 Hypercube 节点的一个排列,称 Xn 为 Hypercube 的逆序排列.如果含有 2n 个节点的环

按照 1,2,…,2n 编号,并且将 Xn 中的第 i 个节点映射到环上的第 i 个节点,这样就建立了 1-1 对应的映射,称为逆

序映射.下面分别讨论逆序排列及逆序映射的性质. 
性质 5. Hypercube 逆序排列的前 2n−1 个元素组成一个 n−1 维的 Hypercube,后 2n−1 个元素组成另一个 n−1

维 Hypercube. 
性质 6.  Xn 序列中的第 i 和第 2n−i+1 个节点间有一条 Hypercube 连接,这些连接构成两个 n−1 维 Hypercube

之间的所有连接,其中 i=1,2,…,2n−1. 
逆序映射定义了 Hypercube 和一维数组节点之间的映射,现在分析这个嵌入的拥挤度,即所需的波长数. 
定理 2. 按照逆序映射,将 n 维 Hypercube 嵌入 2n 个节点的数组,其数组的第 i 条边上经过的 Hypercube 的

连接数由下面的递归公式 A(n,i)计算,其中,3 维 Hypercube 所使用边的数目分别为 A(3,1--7)={3,4,5,4,5,4,3}. 

  (1)     .
122 ,2)2,1(

21  ,),1(
2  ,2

),(
1

1

11







−≤<−+−−
<≤+−

=
=

−

−

−−

nnnn

n

nn

i     iinA
 i                   iinA

 i                                
inA

证明:由于数组共有 2n 个节点,由构造可知,在前 2n−1 个节点上,嵌入一个 n−1 维的 Hypercube,在后 2n−1 个节

点上,嵌入了另一个 n−1 维的 Hypercube.这样,两个子 Hypercube 之间的 2n−1 条连接都经过第 2n−1 条边.按照

Hypercube 的逆序排序的构造,在数组的前 2n−1−1 条边上嵌入一个 n−1 维的 Hypercube.因此,每条边上经过的连
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接数为 n−1 维 Hypercube 占用的连接数和两个 n−1 维 Hypercube 之间连接数之和.而在第 i 条边上,n−1 维

Hypercube 使用的连接数为 A(n−1,i),两个 n−1 维子 Hypercube 之间的连接数为 i,因此共需要 A(n−1,i)+i 个连接.
类似地可以得出,后一部分边上经过的连接数如式(1)所示. □ 

根据式(1),对于给定的 n 维 Hypercube,可以计算出每一条边的连接数,然后求出最大值和达到最大值的边,
最后对这些最大值进行分析,得到推论 1 中的递归公式. 

推论 1. 对于给定的 n,设式(1)在第 index(n)条边上取得最大值 MaxA(n),那么 index(n)和 MaxA(n)可以由如

下公式计算: 

.
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证明:对 Hypercube 的维数采用数学归纳法. 
(1) 当 n=2,3 时,可以求得:Index(2)=1,Index(3)=3=2⋅Index(2)+1=(23+1)/3,结论成立. 
(2) 假设当维数小于或等于 n−1 时,推论 1 的结论成立.那么,当维数为 n 时,分两种情况讨论: 
(a) 当 n 为偶数时,我们证明 MaxA(n)在第 2⋅Index(n−1)−1 条边上取得最大值,且最大值为 2⋅MaxA(n−1)= 

2⋅(2n−1)/3. 
将前一个 n−1 维 Hypercube 嵌入数组的前半部分之后,在第 index(n−1)条边上达到最大值.由归纳假设可知,

当维数小于 n 时,等式(2)成立,因此,我们有 
Index(n−1)=2⋅index(n−2)+1=2⋅(2⋅index(n−3)−1)+1=22⋅index(n−3)−1=22⋅(22⋅index(n−5)−1)−1=…=(2n−1+1)/3. 
类似地可以求出 MaxA(n−1)=2⋅(2n−1−0.5)/3. 
实际上,由 Xn 的构造可知,在第 i 条边和第 2n−i 条边上,A(n,i)=A(n,2n−i).而 Xn−1 在第(2n−1+1)/3 条边上取得最

大值,因而在边 2n−(2n−1+1)/3=(2n−1)/3 上,MaxA(n−1)也取得最大值.而 2⋅Index(n−1)−1=2⋅(2n−1+1)/3−1=(2n−1)/3,
因此,在边 2⋅Index(n−1)−1 上,MaxA(n−1)取得最大值.下面,我们要证明在边(2n−1)/3 上,MaxA(n)取最大值. 

由 Xn 的对称性可知,只需考虑(2n−1)/3+1 到 2n−1−1 之间的边即可.实际上,我们有: 
当 1≤i≤(2n−2)/3 时,A(n,(2n−1)/3)≥A(n,(2n−1)/3+i),尽管在第(2n−1)/3+i 条边上多了 i 条两个 n−1 维 Hypercube

之间的连接,但是至少减少了 i 条小于 n−1 维的 Hypercube 之间的连接.因此,该值是最大的. 
最大值 MaxA(n)由两部分组成,即 MaxA(n−1)和经过该边的两个 n−1 维 Hypercube 之间的连接数,后者共有

(2n−1)/3 条,因此,MaxA(n)=MaxA(n−1)+(2n−1)/3=(2n−1)/3+(2n−1)/3=2⋅MaxA(n−1)=2⋅(2n−1)/3. 
这样,当 n 为偶数时,我们证明了推论 1 中的公式. 
(b) 当 n 为奇数时,可以类似地证明,略.由归纳假设得知,推论 1 的结论成立. □ 
推论 2. 定理 2 中 MaxA(n)的最大值可表示为2n+1/3. 
推论 2 中的结果和文献[3]中的效果相同.在文献[3]中,证明了将任何一个 n 维 Hypercube 嵌入数组后,其拥

挤度的最小值为2n+1/3,这说明在此给出的算法是最优的.现在,我们讨论将 n 维 Hypercube 嵌入环的问题,给出

一个比文献[3]中的结果更好的结论. 
定理 3. 给定 N=2n 个节点的 Hypercube 和环网络,可以设计一个算法,将 Hypercube 嵌入到环中,使得在环

的第 i 条边上,其嵌入的拥挤度 C(n,i)由下面的公式计算: 
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其中,A(3,1--7)={3,4,5,4,5,4,3}. 
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证明:首先按照 Hypercube 的逆序排列,将前一个 n−1 维的 Hypercube 嵌入到环中第 1 到第 2n−1 个节点组成

的数组,将后一个 n−1 维的 Hypercube 嵌入到环中第 1+2n−1 到第 2n 个节点组成的数组.其次,考虑如何嵌入两个

n−1 维 Hypercube 之间的连接 .在逆序排列中 ,Xn 中的节点分成 4 段 ,每段有 2n−2 个节点 ,分别为 1--2n−2, 
2n−2+1--2n−1,2n−1+1--1.5⋅2n−1,1.5⋅2n−1+1--2n.这样,两个 n−1 维 Hypercube 之间的连接分为两部分,一部分是节点

2n−2+1--2n−1 到节点 2n−1+1--1.5⋅2n−1 之间的连接,规定它们都经过环上的边(2n−1,2n−1+1);另一部分是 1--2n−2 到

1.5⋅2n−2+1--2n 节点之间的连接,规定它们都经过环上的边(1,2n).这样,C(n,i)就由两部分组成,前一部分是 n−1 维

Hypercube 所需的连接数,它是 A(n−1,i),后一部分是为实现两个 n−1 维 Hypercube 之间的连接所需要的边,其数

量如式(2)所示. 
如何求出 C(n)的最大值 MaxC(n)呢?类似于定理 2,对于给定的 n,我们求出所有 C(n,i),然后求出关于 i 的最

大值.最后分析它们之间的关系,得到推论 3. 
推论 3. 将 n-D Hypercube 嵌入环后,最大的拥挤度 MaxC(n)和达到该拥挤度的一条边 Indexc(n)可以按照

如下公式计算: 

.
为  ,3)125(1)1(Max2
为偶数    ,3225()1(Max2

4     ,6
)(Max

为偶数 ,312(1)1index(2
, 为奇数 ,312(1)1index(2

4   ,1
)(Index

2

2

2

2







−⋅=+−⋅
−⋅=−⋅

=
=







−=−−⋅
+=+−⋅

=
=

−

−

−

−

奇数n  /nC
n    )/nC
n                                                   

nC

 n     ) /n
n      )/n
n                                                     

nc

n

n

n

n

 

与定理 1 类似,可以证明推论 3,其细节较繁琐,在此略.推论 3 和引理 2 比较,其效果有明显的改进.推论 3 中

的 MaxC(n)实际上为N/3+N/12,而引理 2 中的结果为N/3+N/4.作为例子,按照推论 3 和引理 2 的结果,我们计

算了其最大的拥挤度,见表 2. 
Table 2  Comparison of the maximum wavelengths in MaxX(n) and Lemma 2 

表 2  推论 3 与引理 2 最大复用数比较 
Dimension n 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 

MaxC(n) 3 6 13 26 53 106 213 426 853 1 706 3 413 6 826 
Lemma 2 4 9 18 37 74 149 298 597 1 194 2 389 4 778 9 557 

很明显,推论 3 中方法的拥挤度要小得多.这样,我们就可以改进定理 1 为: 
定理 4. 设 N=2n,k=2n−3,在 RP(k)光网络上,实现 N 个节点的 Hypercube 通信模式需要复用 max{2,5⋅2n−5/3}

个波长. 
作为一个特例,表 3 列出了在光 RP(k)网络上实现 Hypercube 通信模式所需的波长数.例如,在 RP(32)的网络

上,要实现一个 256 个节点的 Hypercube 通信模式,其波长复用数仅为 13.按照现在的波长复用技术,在一条光纤

上,其波长复用可以达到数 10 条光路,这是完全可以实现的. 
Table 3  The wavelengths need to embed Hypercube into RP(k) 

表 3  Hypercube 嵌入 RP(k)所需波长数 
Hypercube dimension 5 6 7 8 9 10 11 12 

Number of Hypercube nodes 32 64 128 256 512 1 024 2 048 4 096 
RP(k) wavelength 2 3 6 13 26 53 106 213 

4   结  论 

利用一些特殊的通信模式分析互连网络的性能是常用的方法.在光 RP(k)网络上,本文给出了一个实现 n 维

Hypercube 通信模式的算法.该算法最多需要复用 max{2,5⋅2n−5/3}个波长.在构造该算法的过程中,设计了将 n
维 Hypercube 嵌入数组、环互连网络的算法,得到了较高的嵌入效率.嵌入环网络的拥挤度为N/3+N/12,与已知

算法的拥挤度N/3+N/4相比有明显的改进. 
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2003 年全国开放式分布与并行计算学术会议(DPCS 2003) 

征 文 通 知 

由中国计算机学会开放系统专业委员会主办、大连理工大学电子与信息工程学院承办、大连市计算机学会协办的“2003 年全

国开放式分布与并行计算学术会议”将于 2003 年 9 月 9 日在大连召开，有关信息如下： 
一、征文范围 

 (1) 开放式分布与并行计算系统，包括系统体系结构、算法与优化、语言与编译、存储方法与数据结构、操作系统与数据库、

多机与群集系统、系统平台与程序设计环境，以及性能分析与评价等； 
 (2) 开放式分布异构环境的处理技术，包括这类环境的信息集成、互操作，以及环境安全等技术； 
 (3) 开放式网络技术与应用，主要包括网络计算与分布式计算、移动计算与代理技术、数据挖掘与数据仓库，以及网络安全

技术等； 
 (4) 开放式多媒体处理与并行计算技术，主要包括图形图像理论与算法，语音、视频处理与人机交互、模式识别等； 
 (5) 上述诸科学技术领域的综合评论和发展趋势。 

二、征文要求 
 (1) 论文应是未正式发表的，或者未正式等待刊发的研究成果； 
 (2) 论文格式仿照《计算机研究与发展》刊物的格式，应包含题目、摘要、关键词、正文和参考文献； 
 (3) 论文中、英文均可，一般不超过 5000 字，一律用 Word2000 格式排版，提供 A4 激光打印稿一式两份，并随寄软盘； 
 (4) 邮寄论文时，须在信封左下角或 Email 主题中注明“DPCS2003”； 
 (5) 经程序委员会审查合格的论文，将收入论文集，在自然科学核心刊物集中发表或者推荐到适当刊物发表； 
 (6) 论文一律寄给大连地区联系人。论文自留底稿，恕不退稿。 

三、重要日期与联系方式 
 (1) 论文须在 2003 年 5 月 30 日之前寄达，录用通知将在 2003 年 6 月 15 日发出。 
 (2) 联系方式: 

z  大连地区联系人:郭禾、单慧英 
地址: 大连理工大学计算机系系统结构教研室  邮编: 116023  联系电话: 0411−4708497 
E-mail: dpcs 2003@dlut.edu.cn 
z 北京地区联系人:陈炳从(中国计算机学会开放系统专委会主任) 
通信地址: 北京 619 信箱 63 号  邮编: 100083  联系电话: 010−62311951 
z 石云(网络与数据通信专委会秘书长) 
通信地址: 北京宣武门西大街 131 号国家邮政局信息技术局  邮编: 100808  联系电话: 010−66419786 

(3) 会议主页: http://hefeng.dlut.edu.cn/DPCS2003 
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