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用Θ(t)的广义连接图求有障碍时的最短路径
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Abstract: Finding obstacle-avoiding shortest path is an important problem in VLSI design, and connection graph 
is a fundamental tool to resolve the problem. The known best graph grounded on knowledge of free area, and it has 
O(t) vertices and O(tlogt) edges, in which t is the number of extreme edges of the obstacles. In this paper, a 
generalized connection graph GG is introduced, which is derived from some new conception such as generalized 
free area. GG is made up with vertex that represents the generalized free area and edges for their adjacency. It has 
only Θ(t) vertices and Θ(t) edges, and it is planar graph. An O(tlogt) time algorithm using plane scanning is 
designed to construct GG , and the do not change direction heuristic together with A* algorithm is used for getting 
the shortest obstacle-avoiding path using GG through the conception of formal path. This algorithm shorten the time 
complexity from O(tlogt)to Θ(t). 
Key words: VLSI design; generalized free area; generalized connection graph; shortest path; NP-hard 

摘  要: 在有障碍时求两点间的最短路径是 VLSI 设计、机器人设计等领域中的基本问题,连接图是研究此问

题的基本工具.现有算法构造的最好的连接图 GF 是基于自由区的概念而设计的,其顶数和边数分别为 O(t)和
O(tlogt),其中 t 为障碍的极边数.提出了广义自由区和极大正规划分的概念,在此基础上得到广义连接图 GG

                                                            

,用来

表征广义自由区之间的邻接情况,其顶数和边数均为Θ(t),且具有平面图的性质.同时还提出了基于扫描线的极
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大正规划分构造算法,其时间复杂度为 O(tlogt);并提出规范路径的概念,以及采用“不改向”启发式策略的 A*算法

在广义连接图 GG中寻找两点间的最短路径,算法的时间复杂度由基于 GF的现有算法的 O(tlogt)降低到Θ(t). 
关键词: VLSI 设计;广义自由区;广义连接图;最短路径;NP-hard 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A  

在有障碍时求两点间的最短路径是机器人设计、VLSI 布线设计和地理信息系统中的基本问题.基于设计

规则和工艺的要求,VLSI 设计中的布线问题有以下特性: 
(1) 布线空间为 的有限平面网格; nm×

(2) 电路元件和已布好的线成为新的布线障碍; 
(3) 两点间路径和障碍的边均为水平或竖直边. 
现有的算法分为两类:走迷宫(maze-running)算法和线搜索(line-search)算法.  
Lee 算法[1]为第 1 个走迷宫算法,采用的是广度优先搜索方法.此算法的缺点在于其时间和空间复杂度均为

,且每个节点需 O 字节存储空间,其中)(mnO )(log L L 为源节点到目标节点的最短路径长度.Lee 算法有许多改

进版本:Akers[2]引进一种编码策略使每节点的存储空间只需 2 字节而与 L 无关;Soukup[3]提出一种将深度优先

搜索与广度优先搜索相结合的方法,以“不改变方向”为启发策略提高算法性能,但无法保证得到最优解. 
迷宫算法基于单位格点搜索,故在时间和空间上是低效的.为此,人们提出了线搜索算法.基本思想是构造

一个代表障碍和节点位置的图,通过在图中寻找最短路径得到原格点中的最短路径.此类算法有以下特点: 
(1) 构造的图比原单元格点图稀疏,因此而导致算法时间复杂度的降低; 
(2) 构造的图中路径与原网格中的路径可以对应起来.对源和目标节点,构造的图中存在与原网格中的最

短路径相对应的路径. 
此类算法较早由 Hightower[4]所提出.后来有一些较新的线搜索算法是基于计算几何的方法,如 Clarkson[5]

等,计算几何算法的时间复杂度较低但实现过于复杂,因而难以在实际中应用.Zheng[6]引入了一个强连接图,其

算法时间复杂度为 O(e2),其中 e 为所有障碍的总边数,它同时采用 *A 算法和“不改向”启发策略,有较好的实用

性.Wu[7]引入一个很小的连接图,称为轨迹图(track graph),它不是强连接图,但对例外情况有简单而有效的处理.
该算法的时间和空间复杂度分别为 ))log()(( tkeO + 和 )( keO + ,其中 为障碍的极边数, 为轨迹的交点数,且 k= 
O(t

t k
2).在最坏情况下 ,t=e,k=e2.文献[8,9]中给出了基于自由区定义的连接图 ,其顶点数和边数分别为 和

,为现有的线搜索算法中复杂度最低的一种. 
)(tO

)log( ttO

本文第 1 节给出了基本的定义、特性,并简要回顾了几种关键性的连接图.第 2 节定义了广义自由区、广

义划分、正规划分、极大划分等概念,在此基础上定义了广义连接图 GG,并证明了其正确性和复杂度.第 3 节给

出基于扫描线的构造算法.第 4 节给出了两点间的规范路径的定义及求最短路径的 *A 算法.第 5 节对实验结果

进行了比较和分析.最后是总结. 

1   基本定义及特性  

在以下的讨论中,取平面 R2 为格点的定义域空间,所得到的结果对于 m×n 网格是适用的.平面上的距离为

Manhattan 距离,即点对 之间的距离为),(),,( 222111 yxpyxp ||||),( 212121 yyxxpp −+−=ρ . 

定义 1(路径). 连续函数 为平面上的路径, ]表示与 [ 对应的子

路径.若 

2),(]1,0[: RyxtP ∈→∈
)( 2ty

,[ baP )10](, ≤<≤ baba
)(,, 121 tybtta =<<∀ ,则称 为水平的;若],[ baP )2t(), 11 xtta (,2 xbt =<<∀ ,则称 为竖直的.若],[ baP

,1...2 =<<< ntt ..ts0, 1=∃ tn )1](,[ 1 nittP ii <≤+ 为水平的或竖直的,则称 P 为正(rectilinear)路径,并称 T
为 P 的一个框架.P 的最小框架是指使 n 最小的框架.以下除非特别说明,路径均指正路径,框架均指最小框架.
若 T 为路径 P 的框架,则称 为 P 的顶,子路径

),...,( 1 ntt=

),..., nt( 1t= )( itP ], 1+[= itii tPE 为 P 的边.定义边的方向为 
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若 上只有一条边,则称此路径为线段.令 为路径 的长度.若 必有 t

或 { ,则称 为简单路径.对简单路径 ,若 和 方向不同,则称 为路径 上的极边.简单路径

有如下性质: 

P

} =

∑
−

=
+=

1

1
1))(),(()(

n

i
ii tPtPPL ρ

P 1−iE 1+iE

P )()( tPtP ′=

P

t′=

}1,0{, ′tt P iE

性质 1. 对任意正路径 ,最小框架是惟一的,且 EP i 与 Ei+1 不同向. 
性质 2. 令 为两点间的路径,若其所有水平边与竖直边分别保持方向不变,则 为一条最短路径. P P
性质 3. 两点间无极边的路径必为最短路径,且其长度为两点间的距离. 
定义 2(多边形). 对于路径 ,若P )1()0( PP = ,即其起点与终点重合,则称 为闭合路径,此时定义 ;

一条简单闭合路径将平面划分为两部分:有界的部分称为内部,记为 ;无界的部分称为外部;定义一个多边

形 为简单闭合路径 和其内部的并,边为 的边,它的顶为 的顶, 为此多边形的边界,记为 bound ,令
;定义边界上的极边为多边形的极边(下文中将不再说明极边是多边形的极边还是普通的路径上

的极边),记其集合为 ,极边上的顶称为极顶,记其集合为 ;称包含多边形的最小矩形区为此多边形

的极区 .显然,对于凸多边形 F, 最多由 4 个不连通的多边形构成,称之为空极区. 

P ,...21 ttn =+

)(F
)(Pin

P

)

F
)(F

P

(Fex

P

FFExR −)(

P

exv
)(Pinin =

(FExR
) (F

)

定义 3(凹凸形). 对于平面上的点集 ,S Spp ∈∀ 21, ,若 )()( 21 pypy = ,则对 21 ppp∈∀ ,有 ,则称 为Sp∈ S X 凸

的.同样定义 Y 凸.若 既为S X 凸的又为 凸的,则称 为凸的.否则称为凹的.对多边形Y S F ,若 F 为凸的,则称 F
为凸多边形,否则为凹多边形. 

性质 4. Manhattan 空间中的任意凸多边形 F 有且仅有 4 条极边,且这 4 条极边等价于 的边界与)(FExR F
的边界之交,其方向分别为 ,分别称之为DURL ,,, F 的左、右、上、下极边. 

性质 5. 对于凸多边形 F 为障碍的情况[8,9], F 同一空极区中的两点间存在不含极边的路径,即最短路径;否
则,两点 ts, 分别属于不同空极区,则对连接 ts, 的最短路径 P 上的极边 ,必存在e F 上的极边 ,使得 ,且

. 
Fe eeF ⊆

)(FExRP ⊂
定义 4(问题定义). 在实际问题中,问题空间中的点不是连续的,而是有限间隔的网格.该网格对应于图

,其中 V),( 000 EVG = },|),{(0 Zjiji yx ∈= δδ ,且 .不妨设yxvuEvue δδρ 或=⇔∈〉〈= ),(, 0 1== yx δδ ,则该网格对应

于平面上整数点的网格 ,故不失一般性,以下用 取代2N 2N 2R ,同时可将上面定义的关于路径、边、多边形、凹

凸的概念对应到网格上.定义 ),(OBSPP PIN= 上,其中 为障碍集

合,记V 为 ,则 为目标节点集合,

}在Gi

, SPPSPP E

,|{ 0 且obVobobOB ii ⊆=

OB−2 (SPP VG

中的生成子图连通

)U−0 OBobi∈ iob OBN −2 PIN ⊂ N = 为 在 上的生

成子图,则在 G 上求 中的点对之间的最短路径的问题为 Manhattan 空间中有障碍时点对之间的最短路

径问题.不失一般性,我们限制障碍为凸多边形(凹多边形的情况见文献[6]).同时,为描述方便,设 定义在

上,其中 O  

0G N OB−2

SPPG
SPP PIN

U OBob i
i

obinB
∈

=′ )( .BON ′−2

定义 5(连接图). 对图 ) , ( EVH = 和图 ,若V),( EVG = ′为V 的子集,存在 的一个连接V 的子图与G ′ H 是

同构的,且 H 是连通的,则称 H 为 中VG ′的连接图,简称 H 为 的连接图.若G H 为 的连接图,且任意V 中两

点的最短路径长度在

G ′

H 和 中是相同的,则称G H 为 的强连接图. G
线搜索算法的基本思想是在强连接图中寻找最短路径,因而连接图是算法性能的关键.为与典型的线搜索

算法进行比较,以下我们先简单介绍 3 种最典型的线搜索算法使用的连接图. 

定义 6(基于轨迹的连接图). 若两点集有两个以上的交点,则称此两点集为交叠的.对 ,若有线

段 l与 交叠,且不存在与 交叠的线段 l

OBNe −⊆ 2

e e ′使得 ,则称 l 为 在 上的极大轨迹,简称轨迹,记 为

边 的 轨 迹 集 合 , 为 障 碍 的 所 有 边 的 轨 迹 集 合 . 令 所 有 的 轨 迹 集 合 为

,其中 T 为单个点 p 的轨迹集合,也就是经过 p 的水平竖直的两条轨

ll ′⊆

})p

e OBN −2 )(eT
e )iob

({
p

T

(T

PIN∈

iob

({)})())( UU
OBob i pobTL

i∈
(UC =
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迹.定义边连接图[6] G ),( CCC EV=

iob )(

TE

,其顶集V 为 中线在 中的交点的集合,边集 为 中线段被交点

所分割成的子线段的集合,如图 1(a)所示. ) 为极边的轨迹集合,令 为包含点 p且端点

在 或 上的极短线段,令 ,定义轨迹连接图

C

exL
CL

(U
L=

OBN −2

))( iobex

)(
PINp

pT
∈

′

CE

( pT ′

TG =

CL

,T EV

(
OBobi

T
∈

=

(UUexTL

)

(exL

T

 

U OBobi
bound

∈
) [7] )T ,其中V 为

中线的交点的集合,边集 为 中线段被交点所分割成的子线段的集合,如图 1(b)所示. 

T

L TL

 

gP~

          

 

 
(a)                                    (b)                                 (c) 

Fig.1  Three kinds of typical connection graphs 
图 1  3 种典型的连接图 

定理 1[6]. 为 的强连接图. CG SPPG

定理 2[7]. 若 P 为 s 到 t 的最短路径且至少有一条极边,或无极边但 P 至少与 中的一条水平极边轨迹和

一条竖直极边轨迹相交,则在 中有由 s 到 t 的同样长的路径. 
OB

}),{,( tsOBGT

定义 7(基于自由区的连接图). 对于一个不是完全包含在障碍中的矩形区,若其边界的两对角顶为不同障

碍的极顶,且在边界上无其他极顶,则称之为自由极边区,简称自由区(记其集合为 ),其边界上的极顶

为此自由区的特征顶.将点 p 视为退化的障碍多边形 ,令
)( SPPGFree

}| PINp)( pob )({0 pobOBOB ∈= U ,则定义自由区连接

图[9] ),( FFF EVG = ,其中V , 中边连接一条极边的两个极顶点或者连接一个自由区的特征

顶点,如图 1(c)所示. 

U
0

)(
OBob iF i

obexv
∈

= FE

性质 6. 自由区中的任意两点的最短路径在自由区内,且其长度等于两点间的距离. 
定理 3[9]. 为 的强连接图. FG SPPG

2   广义自由区和 GG 

显然,性质 6 是自由区连接图的基础,用区域取代路径使得 减小了连接图上的顶点和边的数量,且提高

了求解效率.注意到传统的连接图上顶点必须为极点或网格点, 也遵守了这一原则,使其构造受到限制,造成

如下的缺陷:(1) G 和 是平面图,而 不是;(2) 自由区的定义局限于矩形,限制了更简洁的构造方式.为此,

我们拓展自由区的定义,试图构造新的表示方法. 

FG

FG

C TG FG

定义 8(广义自由区). 对 上的点集合 ,若其中任意两点之间的最短路径的长度均等于其距离,则

称其为 上的广义自由区,记 上所有的广义自由区的集合为 . 

OBN −2

N

gF

OBN −2 OB−2 )( 2 OBNFG −

性质 7. 为 上的凸多边形. ⇔−∈ )( 2 OBNFGFg g OBN −2F

这个性质保证广义自由区在算法上是可以得到的.进一步有如下定义: 

定义 9(广义自由区划分). 对 ,若 ,且gP )( 2 OBNFG −⊆ U
gg PF g OBNF

∈
−= 2

gPFF ∈∀ 21, ,(F1∩F2)∩(in(F1)∪ 

in(F2))=∅,即其中任意两个区域只在边界部分相交,则称 为 上的一个广义自由区划分,简称广义划

分 ,记所有广义划分的集合为 .若
gP OBN −2

)()2 OBN −(GP ~, P 2 OBNGPg −∈Pg ,使得任意 gg PF ~~
∈ ,存在 ,使得gPP ⊆′

U PF gg g
FF
′∈

=
~ ,则称 gP~ 包含 ,也就是说,gP gP~ 中的任意一个自由区都可被 中的自由区所覆盖,记为gP gP p .对

于 ,若不存在gP gP~ ,使得 gPgP ~
p ,则称 为极大广义划分,简称极大划分.若不特别注明,以下的广义划分均为极

大划分. 
gP

显然,由连接图 G 和 上的顶点和边将平面划分成的矩形区域的集合为广义划分(但不是极大划分),但C TG
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对 G 则不然.对基于广义划分的连接图而言,尚需要更多的约束条件,故定义如下: F

G G=

G

+= k

G

3

2

定义 10(正规广义自由区划分). 对于广义划分 ,若)( 2 OBNGPPg −∈ ggi PF ∈ 满足以下条件: 

(1) 自由区的边界就在障碍边的轨迹上: ; ⊂)( giFbound ))((U OBob ii
obT

∈

(2) 自由区的极边 与障碍区的极边交叠或者包含一个极顶; )( giFex

(3) 任意 若 不为空,则所有的交点在一条公共边上; gjgig PFF ∈,, , , jgig FF ,, I

(4) 任意 ,其边界上的点的距离大于 1 或者为 0, gjgig PFF ∈,, ,

则称 Pg 为 N2−OB 上的正规广义自由区划分,简称正规划分,记其集合为 UP(N2−OB).同样定义极大正规划分(可
以看到,图 GC 和 GT 产生的广义划分都不是正规划分,更不是极大划分). 

在定义中,条件(1)保证,若两点之间的最短路径长度大于两点之间的距离,则最短路径可以用正规划分中的

凸多边形的边界来构成.条件(2)使得“悬空”的凸多边形不会出现,且保证了正规划分中凸多边形的数量为极边

数量的常数倍(如定理 5).条件(3)使得处在不同自由区中的同一个顶点对之间通过边界的连接惟一,从而使得在

求解最短路径过程中使用的规范路径(将在第 4 节中定义)的概念成立.条件(4)保证,如果两个区域在平面上是

相邻的,则其交集非空,这是为下面描述方便而设置的.平凡的正规划分可以通过平面扫描的方法得到(具体算

法见下一节),从而使正规划分的存在性得到保证,故可得到关于连接图的定义如下: 

定义 11(广义连接图). 对于一个正规划分 ,定义图)( 2 OBNUPPg −∈ ),( EVGG = ,其中, | ,顶点

一一对应到自由区

||| gPV = Vv∈

gg PvF ∈)( ,且 ∅≠⇔∈〉〈 )()( uFvF gg I, Evu ,则称 为 所定义的广义连接图 ,记为

. 
GG gP

)( gPG

对如图 1 所示实例的一个正规划分和对应的广义

连接图如图 2 所示,显然,该图的简洁是以往的连接图

所无法比拟的.由广义连接图和正规划分的定义,有 

定理 4. 对于正规划分 ,其广义

连接图 G

)( 2 OBNUPPg −∈

)( gG PG= 为平面图. 

这使得我们对广义连接图上的顶点数和边数也即

搜索算法的复杂度有如下明确的结论: 

定理 5. 对于正规划分 ,其广义

连接图 的顶点数 |

)( 2 OBNUPPg −∈

)( gG PGG = )(| tΘV = ,边数 | ,其中 t 为 中的极边的数量. )(| tΘE = OB

876

5

4
2

3

1

 
Fig.2  An example of maximum formal partitioning 

and corresponding generalized connection graph 
图 2  极大正规划分的例子和对应的广义连接图 

4

6 7

5 8

1

证明:证明分两部分,分别得到线性的上下界. 
[上界]:对任意极顶 u,不妨设它是上极边的右极顶(其他情况可通过旋转和镜面变换得到同样的位置而不

改变拓扑结构),以 u 为原点构造坐标平面,可以看出,一个象限中至多有一个广义自由区的边界包含该极顶,故
包含该顶点的广义自由区至多 3 个(另外一个象限为障碍区).由正规划分定义的条件(2)可知,任何一个广义自

由区必然与一个极顶相邻,因此,自由区数 | ≤= ||| gPV tv
v

6*3 ≤≤∑ 极顶数相邻之广义自由区数与
为极顶

.由定理 4

可知, 为平面图,故有G ≤|| E tV 186||3 <− . 
[下界]:对障碍的个数 n 用归纳法来证明: | .当nV ≥| 1=n 时, 2| ,命题成立.假设当 时命题成立.当

时,对其正规划分 ,任意取出一个障碍,包含该障碍区极顶的自由区凸多边形至少有两个,根据定义

10 的条件(3),可将这些自由区凸多边形合并后重新组合为凸多边形,显然,其数量至少减 1;其余的凸多边形不

变,得到新的正规划分 ,由归纳假设

|≥V kn =
1n gP

gP′ kPg >′ || ,得到 | 11||| +>+′≥ kPgPg .归纳成立.故 4t| nV =>| .命题得证. □ 

G 与一般连接图的不同之处在于, 的顶点表示一段子路径而不是边;同时GG

G
GG 不是惟一的.因此存在最

优化问题:求 ,使得)( 2 OBNUPPg −∈ )( gG PG = 的顶点数最少.这是 NP 难题,无法在多项式时间内得到最优

解.故我们从不同的出发点得到近似最优构造,由定理 5,显然有合法的正规划分均为对最优解的线性近似. 

3   极大正规划分的构造 

我们用扫描线算法直接构造极大正规划分 .在平面上记录所有障碍的极顶 ,其 x 坐标的增序排列为

  



 周智 等:用Θ(t)的广义连接图求有障碍时的最短路径 171 

lxxx ,...,, 21 ( 11,1 −≤≤< + lixx ii ),任取 , ,使得0x 1+lx 110 , +<< ll xxxx .设第 i 根扫描线 为 x=xil i. 为在扫描线 上的

扫描区间集合,其中每个扫描区间表示为

tS tl

〉〈 d, ,u d,u 分别为其上端和下端,同时用标记 up_ep 和 down_ep 分别表

示扫描区间的上端和下端是否能继续向上和向下扩展.设置初始扫描区间( 0=t ) }{0 〈+∞,−∞〉=S 及标记均为真.

对于图 1 的实例,极大正规划分的构造如图 3 所示. 
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Fig.3  Construction of maximum formal partitioning using plane scanning 
图 3  扫描线方法构造极大正规划分的示意图 

图中扫描方向为从左到右,每个扫描线的标号在图底部显示;new 表示创建一个新的扫描区间,close 表示关

闭一个扫描区间;同时标明当从左到右扫过某一区域时对区间上下界的更新(ui,di).对于第 t 个扫描线 ,我们有

如下分析: 
tl

(1) 若在 lt 上包含障碍的左极边 e )(),(),,( 2121 yyyxyx tt <〉〈= ,则有 3 种情况: 
a) 扫描区间 被完全包含在该边内,即〉〈= dus , 21 yudy ≤<≤ ,则关闭扫描区间: }{sSS tt −= ; 
b) 扫描区间与该边相交 , 不妨设 uydy ≤<≤ 21 ( 两个等号不能同时成立 ), 则裁减扫描区间 : 置

, ,反之亦然,如图 3 中扫描线 3 和扫描线 8 所示; 〉〈= 2, yus FALSE)(_ =sepdown
c) 该边被完全包含在扫描区间 〉〈= dus , 内,即 uyyd <<< 21 ,则分裂扫描区间:随机选择上端或下端继续

扩展,而在另一端生成新的扫描区间.不妨设扩展上端,如图 3 中扫描线 1 所示,新建一个扫描区间 其

中 , ,
〉′′〈=′ dus , ,

dd =′ 1yu =′ }{sSS tt ′= U ,同时设置 〉〈= 2y,us .对扩展下端的情况作完全类似的处理,如图 3 中的扫描线 5. 
(2) 若在 上包含障碍的右极边tl )(),(),,( 2121 yyyxyxe tt <〉〈= ,则根据前面的算法过程,此时必有两个扫描

区间 ,分以下 3 种情况来处理: 〉〈=〈= 2211 ,, yuys 〉, sd

a) 若 up_ep(s1)=FALSE,down_ep(s2)=FALSE,则合并这两个扫描区间 ,并设置新的区间为  
; 

〉〈= dus , ,
}{},{ 21 sssSS tt U−=

b) 否则,若已经形成的两个自由区有过公共边(防止最终产生的划分中的两个区域有两条公共边),则关闭

区间 ,生成新的扫描区间2s 〉〈= 13 , yus ,或者关闭区间 ,生成新的扫描区间1s 〉〈= dys ,23 ; 
c) 否则(不会产生两条公共边的情况),若 up_ep(s1)=FALSE,则设置 〉〈= 12 , yus ,若 down_ep(s2)=FALSE,则

设置 ,否则,可随机选择以上方案之一.这种情况的实例如图 3 中扫描线 4、7、11、13 所示. 〉〈= dys ,21

(3) 若在 上包含障碍的下极边上的顶点 ,且该顶点不在某条左(右)极边上,有 使得

,则有两种情况: 
tl ),( yxv t= ti Sdus ∈〉〈= ,

],[ udy∈
a) 若该顶点为左极顶,则置 〉〈= dysi , ,up_ep(si)=FALSE,如图 3 中扫描线 3、6、10 所示,即为保持生成的区

域为凸的,不允许再次将区间的上界向上扩展,否则将产生凹的极边; 
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b) 若该顶点为右极顶,则必有 (在左极顶处设置),设uy = y′为 所在的障碍的右极边的下顶点的 坐标,
若 up_ep(s

v y

i)=FALSE,则新建一个扫描区间 〉′′〈=′ dus , ,其中 yd =′ , yu ′=′ , }{sSS tt ′= U ,如图 3中扫描线 12所示;
否则,置 .注意到,这样生成的扫描线包含了障碍中的点,但根据空极区的定义,在生成多边形和求最短

路径时是正确的. 

〉′〈= dysi ,

(4) 若在 上包含障碍的上极边上的顶点,且该顶点不在某条左(右)极边上,则如与(3)的处理方法完全类

似,左极顶使得 增大,如图 3 中扫描线 4、9 所示;右极顶则使得 d 减小,如图 3 中扫描线 7 所示,或者产生一个

新的扫描区间,如图 3 中扫描线 2、5、12 所示. 

tl
di i

在最后一条扫描线上关闭所有的扫描区间,则显然每个扫描区间构成一个广义自由区,其边界由扫描区的

上下界的变化轨迹得到,两者之间是一一对应的. 
从扫描线算法构造扫描区间的规则,显然有如下定理: 
定理 6. 极大正规划分的扫描线算法所得到的平面划分为极大正规划分,且划分的多边形最多为 个. t
定理 7. 极大正规划分的扫描线算法的时间复杂度为 . )log( ttO
对定理 7,只需注意到扫描线上需要处理的极边和极点的数量为 ,扫描区间的数量为 O ,故对于每条

极边只需要 时间得到对应的扫描区间,注意到对扫描区间的处理总可以在常数时间内完成,故得到扫描区

间需要 O 时间.扫描区间集合与极大正规划分的对应使得总的扫描区间数为 O ,其总上下界的变化次

数为 O 次,故从扫描区间得到的极大正规划分只需 时间,从而整个算法的时间复杂度仅为 .显
然,空间复杂度仅为 . 

)(tO )(t
tlog
)log t(t

)(t
)(t

)(tO )log( ttO
)(tO

在完成极大正规划分的构造以后,GG 的构造是很自然的,此处不再论述. 

4   用 GG 求两点间的最短路径 

对于 中任意两点,它们间的最短路径的判定有两种情况: OBN −2

(1) 若两点处于同一广义自由区,则此两点间有不带极边的最短路径,其长度等于两点间的距离; 
(2) 否则,两点所定义的矩形区中有障碍存在(作更进一步的优化则可判定两点所定义的矩形区域中是否

有横跨的障碍,如果没有,则通过扫描算法直接得到),且它们不在同一广义自由区中,则最短路径需跨越广义自

由区,那么,最短路径和所跨越的广义自由区的关系如何？ 
为此,在 GG 中,我们引入一种特殊的路径的定义如下: 

定义 12(规范路径). 对于一个正规划分 ,两节点 ,但分属不同的广义

自由区,定义这两个广义自由区在广义连接图中的路径为

)(}{ 2 OBNUGFP gg −∈=

0|{ ,igFSF

OBNts −∈ 2,

, ,0, kgg FtFs ∈ ,,ki ∈≤≤= 其中 Fg,i 与 Fg,i+1

相邻,且 ,如果路径 满足条件: }, ,, jgig FFji ≠≠∀ 1... +kp10= ppP
~p0=s,pk+1=t,pi 在 Fg,j 的边界上,并且满足 )(min)(

1,
~1 pppp iFpii

ig
ρρ

+∈+ = , ki <≤0 , 

则称 P 为正规划分 中点 s 到 t 在 上的规范路径. gP SF

如图 4 所示,规范路径的含义是在路径所经过的每个广义自由区中的子路径都是最短的.在正规划分的约

束条件中,条件(3)要求相邻的广义自由区只有一条公共边,这样才能保证局部最优是全局最优的.如图 4 所示,
当条件(3)不满足时,两广义自由区相邻的方向不只一个,局部最优路径选择了一个方向,而当这个方向和下一个

广义自由区的邻接方向不一致时,它不是最优的,即在条件(3)不成立时,规范路径的定义需基于不同方向上的局

部最优路径的组合,而不再是惟一的,这样虽然可以轻微地减少广义自由区的数目,但增加了不同方向选择时的

空间和时间开销,并增大了算法实现的复杂性,是不可取的. 
在正规划分后的广义连接图 GG 中求两点间的最短路径是由下面的定理保证的. 
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的广义连接图求有障碍时的最短路径 

 
s p1p1 p′1 

s p2

 
 
 

P2 
p3 t t

p4  
 

(a) An example of formal path       (b) Formal path without special constraint 
(a) 规范路径             (b) 去掉正规划分的约束条件后的规范路径 

Fig.4 
图 4 

定理 9(规范路径的最优性). P 为正规划分 Pg 中点 s 到 t 在 上的规范路径,则在点 s 到 t 的所有只经过

中自由区的路径中,此规范路径的长度最小: 
SF

SF

由于 Pg 是将 划分为|POBR −2
g|=k 个凸区域,|E(GG)|=e 条边的平面划分,采用 Kirkpatrick 算法,每个点可在

时间内定位于其中的某个区域内(空间复杂度为 O)(log eO )( ek + ,预处理时间为 )( ekO + ). 

在得到点 s 所在的广义自由区以后,根据 GG 得到广义自由区的相邻关系,构成一个状态空间,寻找两极顶

ts, 间的最短路径是在这个状态空间的搜索问题,而与一般的状态空间搜索不同的是:两节点间的边的权值是

在搜索到这条边时才能确定的.类似于 GF,我们用带启发策略的 *A 算法求解,详细的算法见文献[8,9]. 

5   实验结果 

表 1 是图 1 中的实例用各种连接图表示时的顶数和边数,可以明显地看到其优劣性.表 2 总结了关于 3 种

连接图和广义连接图的复杂度的结论,注意到,在图中求最短路径的复杂度等同于图的边数的复杂度,故在表中

没有明确列出. 
Table 1  Comparison among different connection graphs for the same instance 

表 1  对于同一个实例的不同连接图的比较 
 GG GG GG GG 

Number of vertices 120 46 26 8 
Number of edges 154 64 35 11 

 
Table 2  Complexity comparison among four kinds of connection graphs 

表 2  4 种连接图的复杂度对比 
 GC GT GF GG 

Number of vertices O(e2) O(t2) O(t) Θ(t) 
Number of edges O(e2) O(t2) O(tlogt) Θ(t) 

Maximum degree of vertices O(1) O(1) O(t) Planar graph 
Construction complexity O(e2loge) O(t2logt) O(tlogt) O(tlogt) 

我们在 PII333 上实现了产生图的算法和在图上求最短路径的算法,对其性能进行了比较,其结果如图 5 所

示(图中横坐标为随机生成的障碍区的数目).无论从理论上还是实际上, 均优于现有的几种方法. GG

6   结  论 

本文提出了广义自由区、广义连接图和极大正规划分的概念,并在此基础上给出了构造广义连接图 的

方法.广义连接图用来表征广义自由区之间的邻接情况,此图较以往的连接图更为简单,使得基于连接图搜索的

GG
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最短路径算法的时间复杂度由 O 降低到 . )log( tt )(tΘ
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(a) Runtime to find shortest path (10−2s)                      (b) Comparison of number of edges 

(a) 求解最短路径的时间(10−2 秒)                           (b) 连接图中的边数比较 

Fig.5  Comparison among the four typical connection graphs 
图 5  4 种典型的连接图的性能比较 
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