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摘　要: 针对循环神经网络 (recurrent neural network, RNN)的结构不易确定、参数学习过程复杂等问题, 提出一种

增量构造式随机循环神经网络 (incremental-construction for random RNN, IRRNN), 实现了 RNN结构的增量构造与

参数的随机学习. 首先建立隐含节点增量构造的约束机制, 同时利用候选节点池策略实现隐含节点的优选, 避免了

网络随机构造的盲目性; 进一步, 从模型参数的局部优化与全局优化两个角度考虑, 提出模型参数的两种增量随机

(incremental random, IR)学习方法, 即 IR-1与 IR-2, 并证明了其万能逼近特性; 同时通过研究 IRRNN的动态特性,

分析了 IRRNN的泛化性能. 通过实验验证了 IRRNN在动态特性、紧凑性和精度等多个方面具有良好特性.
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Abstract:  Due  to  the  difficulty  in  determining  the  structure  and  training  the  parameters  of  recurrent  neural  network  (RNN),  an  incremental-
construction  for  random  RNN  (IRRNN)  is  proposed  to  realize  the  incremental  construction  of  RNN  structures  and  the  random  learning  of
network  parameters.  The  IRRNN  establishes  an  incremental  constraint  mechanism  for  hidden  nodes  and  uses  the  candidate  node  pool
strategy  to  realize  the  optimal  selection  of  hidden  nodes,  avoiding  the  blindness  of  random  construction  of  the  network.  Two  incremental
random  learning  methods,  termed  IR-1  and  IR-2,  are  designed  for  local  and  global  optimization  of  model  parameters.  Additionally,  their
universal  approximation  property  is  proved.  Meanwhile,  the  dynamic  property  of  the  IRRNN  model  is  studied  to  analyze  its  generalization
performance. Experiments validated that the IRRNN exhibits favorable dynamic properties, compactness, and accuracy.
Key words:  incremental construction; random learning; random weight neural network; recurrent neural network (RNN); stability

循环神经网络 (recurrent neural network, RNN)具有短期记忆能力, 能够实现上下文瞬时依赖关系的学习, 因
此 RNN 成为深度学习领域重要的模型之一 [1,2], 目前 RNN 模型在诸多领域有成功应用 [3−5]. 由于 RNN 的隐含节
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点之间存在耦合, 隐含层状态在时间上存在前后依赖, 因此与前馈神经网络相比, RNN的参数学习更加复杂、耗

时. Horn 等人 [6]指出在 RNN 的误差平面上存在更多的伪极小值, 从而使 RNN 的参数学习更容易陷入局部最优.
鉴于 RNN 对时序数据处理能力强、应用范围广, 进一步研究 RNN 模型的构造方法及其学习方法有重要理论与

实践意义.
RNN的典型学习方法有沿时间反向传播 (back propagation through time, BPTT)算法 [7], 实时循环学习 (real-

time recurrent learning, RTRL)算法 [8], 卡尔曼滤波 (Kalman filter, KF)方法等 [9,10]. BPTT算法沿时间反向传递每一

时刻的误差梯度, 然后用误差梯度更新网络参数. RTRL算法首先利用前向传播计算梯度, 再利用梯度信息更新网

络参数. 由于 BPTT算法利用了所有时刻的梯度信息, 因此占用存储空间大, 且算法存在长程依赖问题. RTRL算

法仅保留当前的梯度信息, 空间复杂度小, 但是参数更新频繁, 计算量偏大. KF方法是把 RNN视为一个动态系统

输入与内部状态的函数, 其模型参数作为系统状态, 从而采用状态估计方法来配置 RNN参数.
当前 RNN在网络拓扑结构有诸多改进 [11]. 文献 [12]提出了一种对角循环神经网络 (diagonal RNN, DRNN),

其仅保留了 RNN中每个隐含节点到自身的反馈连接权重, 删除了隐含节点之间的相互连接权重, 通过结构简化,
减少了模型参数, 实现了网络的轻量化. 为捕获更长间隔的信息依赖关系, 长短期记忆 (long short-term memory,
LSTM)网络与门控循环单元 (gated recurrent unit, GRU)网络 [13,14]及其改进结构, 例如时空 LSTM (spatio-temporal
LSTM, ST-LSTM)[15]、双向 LSTM (bi-directional LSTM, Bi-LSTM)[16]、变门 GRU (variant GRU)[17]等被相继提出.
LSTM是将内部存储状态与门控机制嵌入到 RNN中, 从而可控制内部信息的存贮与传递过程. GRU是 LSTM的

简化版本, 其仅考虑引入门控机制实现信息传递的有效调控. ST-LSTM可实现内部信息沿空间与时间两个维度传

递, 从而能够学习空间和时间两个维度上的依赖关系, 在人体姿态识别中取得良好效果 [15]. Bi-LSTM是在 LSTM
中设置了两个独立的隐含层, 实现了隐含层信息的双向传递, 使得网络既能利用历史信息也能利用未来信息 [16].
变门 GRU 通过改变 GRU 的门控信号生成机制, 使得门控信号的产生更加简单, 同时保持了 GRU 的性能 [17]. 然
而, 上述模型在具体应用中通常要使用试凑法来确定网络结构, 用迭代方法训练网络参数, 因此网络学习过程复杂、

速度较慢.
将随机学习用于神经网络训练是一种提升其学习速度的有效方法 [18,19], 并产生了一系列轻量化的机器学习模

型, 如随机向量函数链接网络 (random vector functional-link network, RVFLN)[20], 极限学习机 [21]等. 上述方法首先

随机生成部分模型参数, 其余模型参数采用非迭代优化算法来确定, 其学习速度快. 神经网络的增量式随机学习实

现了网络结构与参数的同步配置 [22−26], 实现了模型结构根据学习任务的自主构建, 其基本思想是逐步向网络中添

加随机隐含节点, 直至网络达到某些设定值时停止学习. 该方法既能实现网络结构的增量构造又能实现网络参数

的随机学习 [22−26]. 其中, 随机配置网络 (stochastic configuration network, SCN) 是一种最新的增量式随机学

习 [23−26], 其学习过程是: 逐步向网络中添加随机生成的、且满足一定约束条件的隐含节点, 并实时优化新增模型

参数, 直到网络残差达到期望要求时学习停止. 由于 SCN引入了随机参数约束机制, 有效保证了网络的万能逼近

能力. 目前针对不同的应用环境, SCN衍生出了块增量、并行增量等版本 [24−26].
目前, RNN的随机学习模型主要是回声状态网络 (echo state network, ESN)[27], 其采用随机方法生成输入权重

与内部反馈权重, 再采用线性回归方法计算输出权重, 避免了耗时的误差梯度反传计算, 实现了 RNN参数的快速

学习 [28]. 然而, 在实际应用中 ESN结构的构建问题并没有很好的解决. 针对如何确定 ESN结构, 当前方法包括剪

枝方法 [29−32]、构造方法 [33]、构造-剪枝方法 [34]. 文献 [29]采用粒子群优化方法对 ESN的输出权重优化, 删除贡献

度较小的输出权重. 文献 [30]把 ESN隐层输出视为高维特征, 把输出权重的优化问题转化为特征选择问题, 进而

实现输出权重的剪枝. 文献 [31]利用 L1正则化方法, 实现了 ESN输出权重的剪枝. 文献 [32]利用灵敏度分析方

法判断子储备池模块的贡献度, 并根据网络规模适应度确定子储备池模块的个数, 删除灵敏度低的子模块. 文
献 [33] 提出了生长型回声状态网络 (growing ESN, GESN), 其基本思想是: 每次向 ESN 中添加一个子储备池, 直
到 ESN 满足设定值时停止学习. 文献 [34] 提出了一种自组织的 ESN (pseudo-inverse decomposition-based self-
organizing modular ESN, PDSM-ESN), 其首先采用生长方法添加子储备池, 然后剪枝掉对泛化性能不利的子储备

池, 从而实现隐含节点的自组织. 上述方法在一定程度上解决了 ESN的结构学习, 但所得到的 ESN内部权重连接
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具有随机性, 模型结构不够紧凑.
本文以 DRNN 的拓扑结构为基础 [12], 借鉴了神经网络增量式随机学习思想 [23], 提出一种增量构造式随机循

环神经网络 (incremental-construction for random recurrent neural network, IRRNN), 其实现了 RNN结构的增量构造

与参数的随机学习.
本文的主要贡献如下: (1) 在 IRRNN 的构造过程建立了随机学习的约束机制, 确保了学习过程的收敛性与

IRRNN的稳定性, 并采用候选节点池策略对隐含节点进行优选, 使随机学习得到的隐含节点更有效率, 避免产生

低质隐含节点. (2) 从局部优化与全局优化两个角度考虑, 提出了 IRRNN的两种增量式随机 (incremental random,
IR)学习算法: 即算法 IR-1与算法 IR-2. (3) 分析了 IRRNN的逼近能力与动态特性, 证明了 IRRNN存在唯一稳定

平衡点的条件, 避免了初始状态对泛化性能的影响. (4) 通过多个动态系统仿真实验与工业软测量实验对 IRRNN
进行了验证, 实验结果表明 IRRNN具有紧凑结构和良好精度. 

1   相关理论基础
 

1.1   对角循环神经网络

DRNN是一种单隐含层 RNN[12], 在 DRNN中仅保留了 RNN的隐含节点到自身的反馈连接权重, 删除了隐含

节点之间的互连权重. 因此, DRNN简化了 RNN的结构, 减少了其参数量, 使网络更加轻量化. 虽然 DRNN的结构

简单, 但是在应用中其仍具有良好效果 [35,36]. DRNN可表示为:  
S (t) = f (Wx(t)+W inS (t−1)+B)

yDRNN(t) = VS (t)
(1)

f t t = 1,2, . . . ,N x(t) ∈ Rp yDRNN(t) ∈ Rq t

S (t) = [s1(t), s2(t), . . . , sn(t)]T ∈ Rn S (t−1) = [s1(t−1), s2(t−1), . . . , sn(t−1)]T ∈ Rn t t−1

si(t), si(t−1) ∈ R i = 1,2, . . . ,n i t t−1

W = [w1,w2, . . . ,wn]T ∈ Rn×p W in = diag(win
1 ,w

in
2 , . . . ,w

in
n ) ∈ Rn×n V = [v1,v2, . . . ,vn] ∈ Rq×n B = [b1,b2, . . . ,bn]T ∈ Rn

yDRNN(t) =
n∑

i=1

visi(t)

其中,   表示隐含节点的激活函数,   表示时间 ( ).  ,   分别表示   时刻的输入与输出.
,   分别表示隐含层在   时刻与   时刻

的输出状态向量 ,  其中   ( ) 分别表示第    个隐含节点在    时刻与    时刻的输出状

态 . 、 、 、

分别表示输入层权重矩阵、隐含层反馈权重矩阵、输出层权重矩阵、隐含层偏置量. 公式 (1)中的输出可表示为

.
 

1.2   前馈神经网络增量式随机学习

RVFLN 是 Pao 等人 [20]提出的一种典型的前馈神经网络随机学习模型, 其由输入层、随机隐含层 (隐含层节

点称为增强节点)和输出层组成, 且在输入与输出之间存在直链. RVFLN的训练过程包括: 在固定参数范围内随机

生成增强节点的输入权重和偏置量, 并在此后的训练中保持不变, 通过Moore-Penrose伪逆求解输出权重矩阵 (包
括直链权重). 由于上述学习过程未涉及迭代优化, 因此 RVFLN的学习速度快. 传统 RVFLN中增强节点的输入权

重和偏置量完全随机, 导致部分随机节点质量较低, 且模型结构需要通过实验确定. 为解决 RVFLN模型结构构建

问题, 文献 [37] 对 RVFLN 扩展和改进, 提出了增量式的随机向量函数链接网络 (incremental RVFLN, IRVFLN),
其在 RVFLN 的基础上添加了动态增量学习机制, 采用构造方法使得网络能够逐步学习到合适的结构. 但由于

IRVFLN中的隐含节点是在一个固定的区间内完全随机产生的, 当区间设置不恰当时网络性能难以提升, 且参数

无约束地随机生成, 难以避免产生低质、冗余节点.

yL(x) = yL−1(x) + vL fL(x) yL−1

L−1 yL L fL L

vL fL x

针对 IRVFLN中随机学习中存在的问题, Wang等人 [23]在 2017年提出了具有约束条件的增量式随机学习模

型, 即 SCN. SCN的基本思想是: 在一定约束条件下随机生成一些节点, 从中选择出使模型残差下降最大的节点添

加至网络中, 再利用解析方法配置输出权重. SCN的学习过程可简洁地表示为:  , 其中, 
为增量前网络 (含有   个隐含节点)输出,   为增量后网络 (含有   个隐含节点),   为第   个新增随机隐含节点

输出,   为新增节点   的输出权重,   为输入量. 由于 SCN对随机参数施加一定的约束, 使得 SCN的隐含节点更

加高效, 且随机范围能够随训练过程自主调整, 从而确保了 SCN有万能逼近特性. 
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2   增量构造式随机循环神经网络
 

2.1   IRRNN 拓扑结构

tanh

yL(t) = yL−1(t) + vL sL(t) yL

yL−1 L L ⩾ 2 L−1 sL fL

vL fL t

IRRNN 的拓扑结构如图 1 所示, 其中隐含层节点仅含有自身反馈连接 (本文用   作为隐含节点的激活函

数). 增量后的 IRRNN输出是增量前网络输出与新增节点输出状态的线性组合, 即  , 其中, 
与   分别表示含有   ( ) 个隐含节点与含有   个隐含节点的 IRRNN,   表示新增隐含节点   的输出状

态,   表示   的输出权重,   表示时刻.
 
 

贪婪
选择

计算输
出权重

比
较

…

……

x(t)
s2(t)

s1(t)

sL−1(t)

sL(t)

yL−1(t)f2

f1

fL−1

fL

WL−1
VL−1

WL−1
in

Cmax

f f f

候选节点池

随机参数
约束条件

…

输出误差
eL−1(t)

实际值
y(t)

(1) (2) (3)

图 1　IRRNN拓扑结构
 

x(t) ∈ Rp yL−1(t) ∈ Rq L ⩾ 2 yL−1 t WL−1 = [w1,w2, . . . ,wL−1]T

∈ R(L−1)×p VL−1 = [v1,v2, . . . ,vL−1] ∈ Rq×(L−1) W in
L−1 = diag(win

1 ,w
in
2 , . . . ,w

in
L−1) ∈ R(L−1)×(L−1) BL−1 = [b1,b2, . . . ,bL−1]T ∈ RL−1

yL−1 wT
i WL−1

i vi VL−1 i win
i W in

L−1 i bi BL−1 i i = 1,2, . . . ,L−1 yL−1

t

图 1 中    和   ( ) 分别表示网络    在    时刻的输入与输出 .  
、 、     、

分别表示网络   的输入权重矩阵、输出权重矩阵、隐含层反馈权重矩阵、隐含层偏置量, 其中,   是   的第

 行,   是   的第   列,   是   的对角线上第   个元素,   是   的第   个元素 ( ).   的隐含层

在   时刻的输出状态向量为: 

S L−1(t) = [s1(t), s2(t), . . . , sL−1(t)]T ∈ RL−1 (2)

si(t) fi t si(t) = fi(t) i = 1,2, . . . ,L−1 yL−1 t其中, 状态   表示隐含节点   在   时刻的输出, 即  ( ),   在   时刻的输出为: 

yL−1(t) = VL−1S L−1(t) =
∑L−1

i=1
visi(t) (3)

X = [x(1), x(2), . . . , x(N)] X fi   表示所有输入量,   输入后, 隐含节点   的所有输出状态为: 

si(X)T = [si(1), si(2), . . . , si(N)]T ∈ RN (4)

X S L−1(X)   输入后, 隐含层在所有时刻的输出状态记为隐含层输出矩阵  , 如公式 (5)所示: 

S L−1(X) = [s1(X)T, s2(X)T, . . . , sL−1(X)T]T ∈ R(L−1)×N (5)

yL−1   所有时刻的输出为: 

yL−1(X) = [yL−1(1), yL−1(2), . . . , yL−1(N)] = VL−1S L−1(X) =
∑L−1

i=1
visi(X) (6)

yL−1(t) yL−1 t yL−1其中,   表示   在   时刻的输出.   的输出误差为: 

eL−1 = [(e1
L−1)

T, (e2
L−1)

T, . . . , (eq
L−1)

T]T = Y − yL−1(X) ∈ Rq×N (7)

Y = [y(1),y(2), . . . ,y(N)] (e j
L−1)

T ∈ RN( j = 1,2, . . . ,q) j其中,   表示期望输出,   表示第   维输出误差.
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2.2   IRRNN 的学习方法

g : Rp→ Rq t t=1,2, . . . ,N x(t) ∈ Rp y(t) ∈ Rq X = [x(1), x(2),

. . . , x(N)] ∈ Rp×N Y = [y(1),y(2), . . . ,y(N)] ∈ Rq×N p q

g

假设动态系统   在   ( )时刻的输入、输出分别为  ,  . 矩阵 
 表示输入样本集, 矩阵      表示输出样本集. 建立一个   维输入   维输出

的 IRRNN 逼近动态系统   的学习过程可概述为如下: 首先, 构造含有单个隐含节点的 IRRNN 作为初始网络. 然
后, 每当需要给 IRRNN添加新的隐含节点时, 先根据随机参数约束条件生成一组候选节点形成候选节点池, 再利

用贪婪策略从候选节点池中选择一个最优节点添加到已有 IRRNN中, 最后计算增量后 IRRNN的输出权重, 直至

IRRNN的输出误差满足设定值或者隐含节点数达到最大值时停止学习. 整个学习过程主要包括隐含节点生成, 隐
含节点优选和输出权重计算 3部分, 下面进行详细阐述.

(1) 隐含节点生成

fL fL wL win
L bL L ⩾ 2随机生成的节点  (即   的权重  、 、  是随机生成的, 其中  )应满足以下不等式约束. 

< (e j
L−1)

T, sL(X)T>2

∥(e j
L−1)T∥2∥sL(X)T∥2

⩾ rL ( j = 1,2, . . . ,q) (8)

sL(X)T ∈ RN fL (e j
L−1)

T ∈ RN rL

∞∏
L=1

(1− rL)=0其中,   表示节点   的所有输出状态,   如公式 (7)中所示,   为非负数, 且  .

L = 1 y0(X) = 0 e0 = Y −0 = Y f1当   时, 令公式 (7)中  , 初始误差  , 再按公式 (8)约束条件生成隐含节点  .
rL r

fL 0 < |win
L | < 1

为简化设计, 在实际应用中公式 (8) 中的   可取为较小的正实数  . 为确保网络稳定性, 根据第 2.4 节定理 7,
 的反馈权重满足  .

(2) 隐含节点优选

fL fL

ξ j
L j = 1,2, . . . ,q

我们希望对新增隐含节点   进行优选, 使   更有效率, 避免由于随机的盲目性而产生低效节点. 为叙述方便

引入变量  ( ), 如下所示.
 

ξ j
L =
< (e j

L−1)
T, sL(X)T>2

∥(e j
L−1)T∥2∥sL(X)T∥2

− rL (9)

sL(X) fL ξ j
L ⩾ 0 j e j

L−1 ξ j
L fL其中,   表示   的所有输出状态, 公式 (8)简记为  . 对于第   维输出误差   来说,   越大, 隐含节点   的

效率越高. 令: 

ξL =
∑q

j=1
ξ j

L (10)

eL−1 ξL fL fL

Cmax Cmax > 1

Ξ Ξ ξL fL

对于输出误差   来说,   越大, 隐含节点   的效率越高. 基于上述分析, 本文采用候选节点池策略对隐含节点 

进行贪婪优选, 其基本思想是: 首先, 按照公式 (8)的约束条件随机生成  (  表示候选节点池容量)个节点形

成候选节点池 (记为  ); 然后从   中选择使   最大化的节点   作为最优隐含节点. 其优选过程可用公式 (11)表示. 

fL = argmax
f∈Ξ

{
ξL =
∑q

j=1
ξ j

L | ξ
j
L ⩾ 0
}

(11)

fL yL−1 yL S L(X)节点   添加到   后, 增量之后的网络   的隐含层输出矩阵   如下所示: 

S L(X) =

 S L−1(X)

sL(X)

 (12)

sL(X) L fL S L−1(X)

yL−1 L ⩾ 2 L = 1 S 1(X) = s1(X)

其中,   表示第   个隐含节点   的所有输出状态组成的向量, 如公式 (4) 所示.   表示增量之前的网络

 的隐含层输出矩阵, 如公式 (5)所示. 其中  , 当   时  .
(3) 输出权重计算

L = 1 f1 w1 win
1 b1

W1 = wT
1 W in

1 = win
1 B1 = b1

当   时, 最优节点   为 IRRNN 的第 1 个隐含节点, 其相应参数为  、 、 . 此时 IRRNN 仅含有单个

隐含节点, 其输入权重矩阵  , 反馈权重矩阵  , 偏置量  .

L > 1 fL yL−1 yL WL = [WT
L−1,wL]T

W in
L = diag(W in

L−1, win
L ) BL = [BT

L−1,bL]T wL win
L bL fL

当   时, 最优节点   添加到   之后, 增量之后的网络   的输入权重矩阵  , 反馈权重矩阵

, 偏置量  , 其中  、 、  是   的相应参数. 根据输出权重计算方法不同, 本

文设计了 IRRNN的两种增量式随机学习算法 (incremental random, IR), 即算法 IR-1与算法 IR-2.
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fL fL vL = [v1
L,v

2
L, . . . ,v

q
L]T v j

L j = 1,2, . . . ,q● 算法 IR-1: 仅计算新增节点   的输出权重.   的输出权重  , 其中  ( ) 的计算

如公式 (13)所示: 

v j
L =
< (e j

L−1)
T, sL(X)T >

||sL(X)T||2
(13)

yL t t = 1,2, . . . ,N增量后网络   在   ( )时刻的输出如公式 (14)所示: 

yL(t) = yL−1(t)+ vL sL(t) (14)

sL(t) fL yL VL = [VL−1,vL] X yL其中,   为新增隐含节点   的输出状态.   的输出权重  .   输入后,   的所有输出如公式 (15)所示: 

yL(X) = [yL(1), yL(2), . . . ,yL(N)] = VLS L(X) = yL−1(X) + vL sL(X) (15)

eL = Y − yL(X)若输出误差   不满足设定值且隐含节点数未达到最大设定值, 则继续添加新的隐含节点.
● 算法 IR-2: 计算更新 IRRNN的所有输出权重. 输出权重矩阵满足: 

V∗L = [v∗1,v
∗
2, . . . ,v

∗
L] = argmin

VL

||Y −VLS L(X)|| (16)

由最小二乘法可得: 

V∗L = [v∗1,v
∗
2, . . . ,v

∗
L] = YS L(X)+ (17)

S L(X) + S L(X) fL y∗L y∗L其中,   为   的Moore-Penrose逆矩阵. 添加   之后, 增量后的网络记为  ,   所有输出为: 

y∗L(X) = [y∗L(1), y∗L(2), . . . ,y∗L(N)] = V∗LS L(X) = y∗L−1(X) + v∗L sL(X) (18)

v∗L fL y∗L e∗L = [(e1∗
L )T, (e2∗

L )T, . . . , (eq∗
L )

T]T = Y − y∗L(X) t y∗L其中,   表示新增隐含节点   的输出权重.   的输出误差     . 在   时刻   的

输出为: 

y∗L(t) = y∗L−1(t)+ v∗L sL(t) (19)

y∗L(t) y∗L−1(t) y∗L y∗L−1 t e∗L其中,  ,   分别表示增量前网络   与增量后网络   在   时刻的输出, 若输出误差   不满足设定值且隐含

节点数未达到最大设定值, 则继续添加新的隐含节点.

fL

上述两种算法分别从局部优化与全局优化的角度考虑对网络输出权重进行优化, 两种算法的差异如下: 当有

新增节点时, 算法 IR-1仅计算新增节点   的输出权重, 其余节点的权重保持不变, 这体现了局部优化的思想. 当有

新增节点时, 算法 IR-2重新增量后网络的所有输出权重, 这体现了全局优化的思想. 

2.3   IRRNN 的逼近性能

∥ · ∥
F

由第 2.2节可知算法 IR-1与算法 IR-2是 IRRNN输出权重的两种计算方法, 本节定理 1证明算法 IR-1具有

万能逼近能力. 借助定理 1的结论, 定理 2证明了算法 IR-2也具有万能逼近能力. 文中   表示向量的 2范数, 或
者矩阵的   范数.

X = [x(1), x(2), . . . , x(N)] ∈ Rp×N Y = [y(1),y(2), . . . ,y(N)] ∈ Rq×N yL−1

L−1 X yL−1(X) ∈ Rq×N {rL}
∞∏

L=1

(1− rL) = 0 L fL sL(X) fL vL = [v1
L,v

2
L, . . . ,v

q
L]T

v j
L j = 1,2, . . . ,q fL yL−1 yL yL(X)

lim
L→∞
∥Y − yL(X)∥ = 0

定理 1.  ,   分别为动态系统的输入与输出;   为含

有   个隐含节点的 IRRNN, 其输入为  , 输出为     , 输出误差如公式 (7) 所示; 给定非负数列  ,

满足  ; 若第   个隐含节点   的所有输出状态   满足公式 (8),   的输出权重为  ,

其中  ( )如公式 (13)所示. 把   添加到   后, 新增之后的 IRRNN为  , 其输出   如公式 (15)所

示, 则  .

eL−1 eL e j
L−1, e j

L j = 1,2, . . . ,q fL fL证明: 分别从  ,   中取  ( ). 新增节点   使公式 (8) 成立,   的输出权重按公式 (13) 计

算, 得: 

||(e j
L)T||2

||(e j
L−1)T||2

=
((e j

L−1)
T− v j

L sL(X)T)
T
((e j

L−1)
T− v j

L sL(X)T)

||e j
L−1||2

= 1−
< (e j

L−1)
T, sL(X)T>2

||(e j
L−1)T||2||sL(X)T||2

⩽ 1− rL < 1 (20)
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L ||(e j
L)T|| e j

0 Y j ||(e j
0)

T|| , 0随着   的增大,   单调递减. 令   为   的第   行, 若  , 则有:
 

||(e j
1)

T||2

||(e j
0)T||2

×
||(e j

2)
T||2

||(e j
1)T||2

× . . .× ||(e
j
L)T||2

||(e j
L−1)T||2

=
||(e j

L)T||2

||(e j
0)T||2

⩽
L∏

i=1

(1− ri) (21)

∞∏
L=1

(1− rL) = 0由  , 因此:
 

lim
L→∞

||(e j
L)T||2

||(e j
0)T||2

⩽ lim
L→∞

L∏
i=1

(1− ri) = 0 (22)

lim
L→∞
||e j

L||2 = 0 ||eL||2 =
∑q

i=1
||eL,i||2得  . 由于  , 所以有:

 

lim
L→∞

||Y − yL(X)||2 = lim
L→∞
||eT

L ||2 = lim
L→∞

(∑q

j=1
||eT

L, j||
2
)
= 0 (23)

由公式 (23)可知定理 1成立. 证毕.

X = [x(1), x(2), . . . , x(N)] ∈ Rp×N Y = [y(1),y(2), . . . ,y(N)] ∈ Rq×N yL−1

L−1 X yL−1(X) ∈ Rq×N

S L−1(X) { rL}
∞∏

L=1

(1− rL) = 0 L fL sL(X)

fL yL−1 S L(X) y∗L
V∗L lim

L→∞
||Y − y∗L(X)|| = 0

定理 2.  ,   分别为动态系统的输入与输出;   为含

有    个隐含节点的 IRRNN, 其输入为   , 输出为       , 输出误差如公式 (7) 所示; 隐含层输出矩阵

 如公式 (5) 所示; 给定非负数列  , 满足  ; 若第   个隐含节点   的输出状态   满足公

式 (8), 把   添加到   后, 隐含层输出矩阵   如公式 (12) 所示, 新增之后的网络为  , 其输出如公式 (18) 所
示. 其中输出权重   如公式 (16)所示, 则  .

V∗L = YS L(X)+ Y = VLS L(X)

V∗L ||e∗L|| = ||Y −V∗LS L(X)||
证明: 由公式 (16) 可知      是   的极小范数最小二乘解, 由极小范数最小二乘解的性质

可知   使得误差范数   最小, 即: 

||e∗L|| = ||Y −V∗LS L(X)|| ⩽ ||Y −VLS L(X)|| = ||eL|| (24)

VL lim
L→∞

||eL|| = 0 lim
L→∞

||e∗L|| = 0其中,   中元素按照定理 1计算. 由定理 1可知  , 所以  . 证毕.
 

2.4   IRRNN 的动态特性

IRRNN是一个动态系统, 因此必须了解其动态特性才能更好地应用该模型. 由公式 (3)可知 IRRNN的输出是

隐含节点状态的线性叠加, 因此研究单个隐含节点的动态特性对于研究 IRRNN的动态特性有重要意义. 本节首先

给出单个隐含节点动态特性的相关结论, 然后给出 IRRNN稳定性条件.
i t si(t) = fi(wix(t)+win

i si(t−1) + bi) x(t) si(t−1)

wi win
i bi i si(t) =

fi(win
i si(t−1) + bi) fi l2 si(t−1)

si(t) fi si(t) = si(t−1) l1 : si(t) = si(t−1) l2

win
i =1.7, bi=−0.1 l2 l1 A(−0.934,−0.934) B(0.144,0.144) C(0.887,0.887) l2

M= 0.059 win
i bi M l2 l1

f fi w win b

IRRNN中第   个隐含节点在   时刻的输出状态  , 其中   为输入,   为前

一时刻的输出状态,   为输入权重,   为反馈权重,   为偏置量. 当外部输入为 0时, 第   个隐含节点的状态 

, 此时激活函数   的输入、输出关系如图 2中曲线   所示, 其中横轴表示输入  , 纵轴表示

输出  . 当   处于平衡点时, 输入与输出相等, 即  , 因此平衡点是直线   与曲线   的

交点. 例如      时,   与   的 3 个交点是  ,  ,  .   与横轴

的交点是  , 如图 2所示. 当   与   变化时   的位置改变, 同时   与   的交点发生变化 (即平衡点的数量

与位置改变). 为表达简洁, 以下定理中及仿真实验中用   表示隐含节点  , 用  ,  ,   表示其相应权重.
定理 3. 每个隐含节点必定有平衡点, 平衡点个数可能是 1个、2个或者 3个.

f ( f (s)) = s定理 4. 如果   的解不是隐含节点平衡点, 则必定是隐含节点的震荡点.

f ′(se) f se | f ′(se)| < 1 se | f ′(se)| > 1 se

| f ′(se)| = 1 | f ′(se)| se

定理 5.  是激活函数   在平衡点   处的导数, 当   时,   是稳定平衡点; 当   时,   是不

稳定平衡点; 当   时, 不能用   判定平衡点   的稳定性.

se1 < se2 < se3 se2 se1 se3 se1

se3 (−1, se2) (se2,1)

定理 6. 若   是隐含节点的 3 个平衡点, 则   是不稳定平衡点,   和   是两个稳定平衡点,   和

 的稳定域分别为  ,  .

0 < |win| ⩽ 1定理 7. 当 IRRNN中任意隐含节点的反馈权重   时, IRRNN有唯一稳定平衡点, 且 IRRNN的稳态

输出由输入唯一确定与隐含节点的初始状态无关.
定理 3–定理 7的证明过程见本文附录.
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图 2　隐含节点的平衡点
 

0 < |win| ⩽ 1

定理 3证明了 IRRNN平衡点的存在性. 定理 4给出了其稳定平衡点的解析计算方法. 定理 5可以判断该平衡

点是否稳定. 定理 6给出了稳定平衡点的稳定域的确定方法. 定理 7表明如果每个新增随机节点有唯一稳定平衡

点, 则 IRRNN 有全局唯一稳定平衡点, 此时随时间的推移, 初始状态对输出的影响可以忽略. 定理 7 进一步表明

当 IRRNN有唯一稳定平衡点时, 相同的输入会产生相同的输出, 避免初始状态对网络稳态输出的影响, 进而避免

初始状态对泛化性能的影响. 同时定理 7为算法 IR-1与算法 IR-2提供了直接的理论支撑, 根据定理 7, 在算法 IR-1
与算法 IR-2中应设定随机权重  . 

2.5   算法实现

根据第 2.2节中新增节点学习过程表述, 算法 IR-1与算法 IR-2的伪代码如下所示. 算法 IR-1伪代码如算法 1.

算法 1. 算法 IR-1.

X ∈ Rp×N Y ∈ Rq×N训练数据:  ,  .
Lmax Ξ Cmax ε r L = 1 e0 = Z [−λW ,λW]p

[−λW in ,λW in ] [−λb,λb] Ω, Ξ : = [] W, W in, V, B : = []

初始化: 最大隐含节点数  , 候选节点池   容量  , 输出容许误差  , 实数  ,  ,  . 输入权重范围  、

反馈权重范围  、偏置量范围  .  , 输入, 反馈, 输出与偏置量参数  .
L < Lmax ||e0|| > ε1. WHILE   and   Do

//第 1阶段: 隐含节点生成 (步骤 2–11)
k = 1 : Cmax Cmax2. 　 FOR   //生成容量为   的候选节点池

wL ∈ [−λW ,λW]p,bL ∈ [−λb,λb] win
L ∈ [−λW in ,λW in ]3. 　 　 随机生成  ,  ,

ξ j
L j = 1,2, . . . ,q4. 　 　 根据公式 (9)计算   ( )

{ ξ1
L, ξ

2
L, . . . , ξ

q
L} > 05. 　 　 IF min 
ξL ξL Ω6. 　 　 　 根据公式 (10)计算  , 保存   到   中.

wL,bL,win
L Ξ7. 　 　 　 保存相应   到   中, 转步骤 2.

8. 　　 ELSE
9. 　 　 　 转步骤 3.
10.　　END IF
11.　END FOR //结束第 2步循环

//第 2阶段: 隐含节点优选 (步骤 12–15)
Ξ12.　IF   非空

Ω ξL Ξ wL,bL,win
L W,B,W in13. 　　取   中最大   所对应   中的   分别保存到  .

L = 1 S 1(X) = f1(X) S L(X)14. 　　若  , 则  , 否则按公式 (12)构造  .
15.　END IF
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//第 3阶段: 计算输出参数 (步骤 16, 17)
vL vL V16.　按公式 (13)计算并构造  , 保存   到  .

||eL|| = ||Y −VS L(X)|| ||e0|| := ||eL || ,L := L+117.　计算  , 更新  .
18. END WHILE

V, W, W in, B19. RETURN 

算法 IR-2伪代码见算法 2.

算法 2. 算法 IR-2.

训练数据: 同算法 IR-1.
V∗ := []初始化: 输出权重  , 其余参数同算法 1.

L < Lmax ||e0|| > ε1. WHILE   and   Do
//第 1、2阶段: 与 IR-1第 1、2阶段相同.
//第 3阶段: 确定输出参数 (步骤 2, 3)

V∗ = YS L(X)+2. 　根据公式 (16)计算  ,

||e∗L|| = ||Y −V∗S L(X)|| ||e0|| := ||e∗L|| L := L+13. 　计算  , 更新  , 
4. END WHILE

V*, W, W in, B5. RETURN 

L fL O(NL)

O(NL2)

第   个隐含节点   添加到 IRRNN后, 利用算法 IR-1计算输出权重的时间复杂度为  ; 利用算法 IR-2计
算输出权重的时间复杂度为  (采用 QR 分解计算逆矩阵). 上述分析表明, 对于单独一次计算, 算法 IR-2 的

时间复杂度较大, 但是后继实验表明利用算法 IR-2训练 IRRNN时需要较少的隐含层节点即可实现较好的学习效

果, 因此实际应用中算法 IR-2耗时未必偏大.
λW > 0 0<λW in ⩽ 1 λb > 0 Ω ξL Ξ wL, bL, win

L

W, b, W in Ξ fL

在设定参数时满足:  ,  ,  . 算法 IR-1伪代码中“取   中最大   所对应   中的   分

别保存到   中”即是执行公式 (11)的优选操作 (从   中选择使最优隐含节点  ). 

3   仿真实验

第 3.1 节验证 IRRNN 中隐含节点的动态特性. 第 3.2 节进行了动态系统逼近实验与时间序列预测实验. 第
3.3节用 IRRNN对水泥熟料中游离氧化钙 (f-CaO)进行软测量, 验证本文模型解决实际问题的能力. 用本文方法

与单层 RNN、单层 LSTM、ESN、GESN[33]、PDSM-ESN[34]等方法进行实验比较. 用网络的紧凑性、训练时间、

网络精度 (均方误差根和 RMSE)作为评价指标, RMSE的计算如公式 (25)所示: 

RMSE =

√
1
N

∑N

t=1
ŷ(t)− y(t) (25)

y(t) ŷ(t) N其中,   为真实值,   为网络输出值,   为样本数量. 实验中给出了多次实验 RMSE的平均值及其标准差. 实验

硬件环境: Core(TM) i3-10100 CPU@3.60 GHz. 操作系统Windows 10, 编程语言为 Python, 编程环境为 Spyder 3. 

3.1   IRRNN 的动态特性仿真

s(t) = f (wins(t−1)+b) win b win = 0.7 b

b

首先改变激活函数   的参数   与  , 验证其动态特性与权重之间的关系. 当  , 
分别取{−0.8, −0.1, 0.1, 0.8}时, 隐含节点的唯一平衡点分别为{−0.89, −0.30, 0.30, 0.89}. 隐含节点初始状态分别为

{−0.99, −0.594, −0.198, 0.198, 0.594, 0.99}时, 其零输入响应如图 3中曲线所示. 由图 3可知, 当   改变时, 平衡点位

置随之改变, 但是隐含节点最终收敛到相应的稳定平衡点 (如图 3中 A, B, C, D所示).
win = 1.7 b = −0.3

[−1,1]

当  ,   时, 隐含节点 3个平衡点分别是{−0.959, 0.498, 0.753}. 其中, 0.753和−0.959是稳定平衡

点, 0.498是不稳定平衡点. 从   随机取 50个值做为初始状态, 其输出响应如图 4所示. 由图 4可知: 初始状态
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win = −1.1 b = −0.1

| f ′(−0.0476)| = 1.098 > 1
win = −1.1 b = −1

−
win > 1 win = 1.5, b = −0.8

win < −1 |win| < 1
|win| < 1

大于 0.498 时, 输出状态收敛到 0.753, 如图 4 中 A 所示. 初始状态小于 0.498 时, 输出状态收敛到−0.959; 如图 4
中 B所示; 0.498是不稳定平衡点, 如图 4中 C所示. 当  ,   时, 隐含节点有平衡点 0.047 6和一对

震荡点{−0.5377, 0.4554}.  , 因此平衡点 0.047 6不稳定. 当初始状态为−0.2和 0.9时, 隐含

节点的最终输出在−0.537 7与 0.455 4两点之间产生震荡, 如图 5(a), (b)所示. 当  ,   时, −0.458 6是
唯一稳定平衡点. 当隐含节点的初始状态为   0.2和 0.9时, 其状态响应曲线分别如图 6(a), (b)所示, 此时隐含节点

的输出状态震荡收敛. 同理可验证当   时, 隐含节点也可能存在唯一稳定平衡点 (例如      时,
唯一稳定平衡点为−0.978 8). 实验表明当   时, 隐含节点能够存在唯一稳定平衡点. 上述实验表明   不

是隐含节点有唯一稳定平衡点的必要条件, 但是设置为   便于 IRRNN参数的随机学习.

w = 0.8, win = 0.7 b = −0.1

x(t) = 0.3sin(t)−0.1 t ⩾ 0

w = 0.8,win = 1.7,b = −0.1

x(t) = 0.3sin(t)−0.1 t > 0

以下实验中隐含节点的初始状态分别取{−0.95, −0.57, −0.19, 0.19, 0.57, 0.95}. 当     , 
时, 隐含节点有唯一稳定平衡点. 此时, 若输入  ( ), 隐含节点的输出状态响应如图 7所示. 由
图 7可知: 随着时间推移, 隐含节点的稳态输出相同. 上述实验表明当隐含节点有唯一稳定平衡点时, 其稳态输出

由输入唯一确定与初始状态无关. 当   时, 隐含节点有 3 个平衡点{−0.934, 0.144, 0.887}.
此时, 若输入  ( ), 隐含节点的输出状态变化如图 8 所示. 由图 8 可知, 当初始状态分别为

0.19, 0.57, 0.95时, 隐含节点有相同的稳态输出 (如图 8中 A所示); 当初始状态分别为−0.95, −0.57, −0.19时, 隐含

节点有相同的稳态输出 (如图 8中 B所示).
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x(t) = cos(t)−0.5 x(t) = cos(t) + 0.4 t > 0保持参数固定, 输入分别为   和  ( ) 时, 隐含节点输出状态变化如图 9 和

图 10所示. 图 9与图 10表明, 若隐含节点有多个稳定平衡点, 输出有可能仅受输入信号影响而与初始状态无关.

上述实验表明: 当隐含节点有多个稳定平衡点时, 其稳态输出受初始状态的影响, 当初始状态不同时, 即使相

同的输入也可能产生不同的稳态输出 (如图 8所示). 实验结果表明, 在应用中应确保 IRRNN的每个隐含节点有唯

一稳定平衡点, 避免初始状态对稳态输出的影响, 进而避免初始状态对泛化性能的影响. 

3.2   IRRNN 逼近性能仿真

我们采用 4个算例对本文提出 IRRNN模型及其算法 IR-1、算法 IR-2进行验证, 其中算例 1与算例 2是非线

性系统辨识实验, 算例 3是Mackey Glass系统的时间序列预测, 算例 4是 Henon map系统时间序列预测.
算例 1: 非线性系统辨识实验. 系统如公式 (26)所示 [38,39]: 

y(t+1) =
y(t)y(t−1)y(t−2)(y(t−2)−1)x(t−1)+ x(t)

1+ y(t−1)2+ y(t−2)2 (26)

x(t) y(t) t (t ⩾ 0)其中,  ,   分别表示系统在   时刻的输入与输出. 与文献 [38]类似, 本文的训练数据集分两部分, 前半部

分为 [−1, 1]上均匀分布随机数, 后半部分为正弦信号, 具体数据如下所示. 

xtrain(t) =

 rand(−1,1), 0 ⩽ t < 450

1.05sin(t/45), 450 ⩽ t < 900
(27)
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在模型测试阶段选用与文献 [38]相同的数据, 如下所示: 

xtest(t) =



sin
( πt
25

)
, t ⩽ 250

1.0, 250 < t < 500

−1.0, 500 < t < 750

0.3sin
( πt
25

)
+0.1sin

( πt
32

)
+0.6sin

( πt
10

)
, 750 < t < 1000

(28)

Lmax = 100 Cmax = 10 ε = 0.033 r = 10−9 λW = 1 λW in = 0.5 λb = 1算法 IR-1 与 IR-2 的参数为:  ,  ,  ,  ,  ,  ,  . 算法 IR-1 与

IR-2的实验结果分别如图 11与图 12所示. 由图 11(a)与图 12(a)可见算法 IR-2使 IRRNN收敛更快, 最终隐含节

点更少. 图 11与图 12中 (b), (c)分别是 IRRNN在测试集上的输出与误差, 由此可知算法 IR-2的误差更小.

采用 RNN, LSTM, GESN, PDSM-ESN等模型进行实验对比, 各模型参数设定如下所述: RNN与 LSTM 的学

习速率为 0.001, epoch=500, 隐含节点数为 20, 使用 Adam优化算法. ESN的输入权重取值范围为 [−2, 2], 储备池

大小为 50, 谱半径为 0.5, 储备池稀疏程度为 0.1. GESN与 PDSM-ESN的输入权重取值范围为 [−1, 1], 子储备池大

小为 5, 子储备池最大数为 10个, 子储备池谱半径为 0.5, 终止误差为 0.033. 采用上方法进行 50次独立实验, 实验

结果如表 1所示. 由表 1可知算法 IR-2得到的参数量最少, 训练误差的平均值最小, 表现出良好的泛化性能. 由于

ESN 未进行网络结构的学习, 其一次性计算即可完成输出权重的学习, 因此其训练时间最短. IR-2 的训练时间小

于 RNN与 LSTM. 在该实验中算法 IR-2得到的模型紧凑, 有较好的精度.
  

表 1　算例 1的实验结果
 

方法 隐含节点/参数量 训练时间 (s) 训练误差 (mean, std) 测试误差 (mean, std)
RNN 20/481 19.9 0.076, 0.006 0.140, 0.012
LSTM 20/1 861 1.17 0.087, 0.009 0.124, 0.016
ESN 50/350 0.016 0.110, 0.014 0.137, 0.015
GESN 50/350 0.083 0.107, 0.013 0.159, 0.017

PDSM-ESN 50/350 0.205 0.085, 0.007 0.094, 0.008
算法IR-1 100/400 14.97 0.045, 0.005 0.048, 0.005
算法IR-2 11/44 0.86 0.032, 0.004 0.046, 0.005
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算例 2: 非线性系统辨识. 系统如公式 (29)所示 [38,39]. 

y(t + 1) = 0.72y(t)+0.025y(t−1)x(t−1)+0.01x(t−2)2+0.2x(t−3) (29)

x(t) y(t) t (t ⩾ 0)其中,  ,   分别表示系统在   时刻的输入与输出. 算例 2的训练数据、测试数据、各网络模型参数设定

与算例 1 相同. 算法 IR-1 与 IR-2 的实验结果如图 13 与图 14 所示. 由图 13(a) 与图 14(a) 可知算法 IR-2 使

IRRNN收敛更快, 隐含节点更少. 图 13与图 14中 (b)、(c)分别是算法 IR-1与 IR-2在测试集上的输出与误差, 由
图可知算法 IR-2所得到的模型的误差更小, 隐含节点更少.

针对算例 2进行 50次独立实验, 实验结果如表 2所示. 由表 2可知, 算法 IR-2所需的参数量最少, 虽然 RNN
的训练误差要小于算法 IR-2, 但是算法 IR-2 的测试误差更小. 实验结果表明针对该实验算法 IR-2 有更好的泛化

性能. 由表 2可知算法 IR-2训练时间大于 ESN、GESN、PDSM-ESN等方法, 但是其训练时间小于 RNN. 由表 2
可知算法 IR-2学习所得模型参数量最少, 模型结构更紧凑, 在测试集上表现出良好的泛化性能.
  

表 2　算例 2的实验结果
 

方法 隐含节点/参数量 训练时间 (s) 训练误差 (mean, std) 测试误差 (mean, std)
RNN 20/481 19.25 0.028, 0.003 0.054, 0.006
LSTM 20/1 861 1.81 0.242, 0.008 0.307, 0.031
ESN 50/350 0.016 0.116, 0.015 0.168, 0.017
GESN 50/350 0.088 0.086, 0.009 0.097, 0.010

PDSM-ESN 50/350 0.206 0.077, 0.005 0.086, 0.006
算法IR-1 100/400 14.78 0.181, 0.012 0.210, 0.019
算法IR-2 32/128 1.76 0.038, 0.003 0.049, 0.004

 

算例 3: Mackey Glass系统时间序列预测 [27,34]. 该系统如公式 (30)所示. 

dx(t)
dt

=
ax(t−τ)

1+ xn(t−τ) +bx(t) (30)

τ > 16.8

τ = 17 n = 10, a = 0.2, b = −0.1 x(0) = 0.12

Mackey Glass系统是一个典型的混沌系统, 常用来验证模型的学习能力. 当   时, Mackey Glass系统有

一个吸引子, 本文中取  , 其余参数取典型值:  , 初始值  . 利用系统生成 2 000个
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[x(t), x(t + 4), x(t + 8), x(t + 12), x(t + 16)]T

y(t) = x(t+22) Lmax = 200, Cmax = 3 ε = 2E−4, r = 10−9 λW = 1 λW in = 1

λb = 0.5

数据, 前 1 000个数据为训练集, 后 1 000个为测试集. 模型训练时输入为  ,
输出为   . 算法 IR-1 与 IR-2 的参数如下:      ,      ,  ,  ,

. 算法 IR-1与 IR-2的实验结果如图 15与图 16所示. 由图 15(a)与图 16(a)可知算法 IR-2使 IRRNN收敛

更快, 隐含节点更少. 图 15与图 16中 (b)、(c)分别是算法 IR-1与 IR-2在测试集上的部分输出及其误差, 由此可

知算法 IR-2的误差更小.

分别采用 RNN, LSTM, ESN, GESN, PDSM-ESN 等方法进行 50 次独立实验, 实验结果如表 3 所示. 其中

RNN 与 LSTM 的学习速率为 0.001, epoch=500, 隐含节点为 150, 用 Adam 优化算法. ESN 输入权重取值范围为

[−1, 1], 储备池大小为 250, 谱半径为 0.5, 储备池稀疏程度为 0.1. GESN 与 PDSM-ESN 的输入权重取值范围为

[−1, 1], 子储备池大小为 5, 子储备池最大数为 50, 终止误差为 0.000 2. GESN的谱半径为 0.5, PDSM-ESN子储备

池的谱半径小于 1. 由表 3可知, 针对该实验 LSTM有最好的预测效果, 但是其参数量要远多于算法 IR-2, 且 IR-2
与 LSTM测试集上的误差相差不大. 结果表明 IR-2得到的模型结构紧凑, 有较好的精度.
  

表 3　算例 3的实验结果
 

方法 节点数/参数个数 训练时间 (s) 训练误差 (mean, std) 测试误差 (mean, std)
RNN 150/23 701 25.12 3.6E–4, 4.7E–5 6.6E–4, 8.2E–5
LSTM 150/94 351 4.42 3.2E–4, 9.7E–6 4.2E–4, 7.6E–5
ESN 250/7 750 0.198 4.5E–4, 5.1E–5 5.6E–4, 6.2E–5
GESN 250/2 750 1.92 4.3E–4, 3.9E–5 4.8E–4, 5.5E–5

PDSM-ESN 250/2 750 3.11 3.8E–4, 3.2E–5 4.4E–4, 5.2E–6
算法IR-1 300/2 400 10.25 2.1E–2, 3.2E–3 3.6E–2, 4.9E–5
算法IR-2 200/1 600 11.44 3.6E–4, 6.5E–5 4.6E–4, 7.8E–5

 

算例 4: Henon map系统时间序列预测. Henon map系统如公式 (31)所示.  
x(t+1) = y(t)−ax(t)2+1

y(t+1) = bx(t)
(31)

[x(t),y(t)]T [x(t+1),y(t+1)]THenon map 系统是一个具有混沌行为的离散动态系统, 该系统把点   映射为点  , 当
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a = 1.4,b = 0.3 x(0) = 0,y(0) = 0

[x(t),y(t)] x(t+1)

参数   时系统有唯一吸引子. 取初始值   由该系统生成 1 200 组数据. 采用前 1 000 组

数据作为训练集, 后 200组数据作为测试集. 实验中采用   预测  . 算法 IR-1与 IR-2的参数设定与算

例 3 相同, 算法 IR-1 与算法 IR-2 的实验结果如图 17 与图 18 所示. 由图 17(a) 与图 18(a) 可知算法 IR-2 使

IRRNN收敛更快, 隐含节点更少. 图 17与图 18中 (b)、(c)分别是算法 IR-1与 IR-2在测试集上的输出与误差, 由
图可知算法 IR-2得到的模型误差更小.

分别用 LSTM、RNN、ESN、GESN、PDSM-ESN 等方法进行 50 次独立实验, 各网络参数设定与算例 3 相

同, 实验结果如表 4所示. 由表 4可知针对 Henon map的预测实验中, PDSM-ESN具有最好的学习效果, 而算法 IR-2
的学习效果与之相近, 但是 IR-2的参数量更少.
  

表 4　算例 4的实验结果
 

方法 节点数/参数个数 训练时间 (s) 训练误差 (mean, std) 测试误差 (mean, std)
RNN 200/40 801 26.12 1.1E–2, 1.8E–4 1.4E–2, 2.8E–4
LSTM 200/162 601 5.89 1.7E–2, 2.2E–4 2.5E–2, 2.2E–4
ESN 250/7 000 0.18 4.5E–4, 6.0E–5 5.6E–4, 9.8E–5
GESN 250/2 000 1.85 4.4E–4, 9.7E–6 5.5E–4, 6.7E–5

PDSM-ESN 250/2 000 3.09 2.0E–4, 7.5E–6 2.3E–4, 2.3E–5
算法IR-1 300/1 500 10.05 2.2E–2, 3.6E–4 2.4E–2, 5.6E–4
算法IR-2 200/1 000 10.02 2.5E–4, 6.7E–5 3.7E–4, 9.3E–5

  

3.3   水泥熟料中 f-CaO 软测量

水泥熟料中游离氧化钙 (f-CaO)含量对水泥质量有重要影响, f-CaO含量过高会使水泥安定性变差, 含量过低

会使水泥强度不够、生产过程能耗大. 实践表明水泥熟料中 f-CaO含量在 0.5%–1.5%之间较为合理. 在实际生产

中 f-CaO的含量不能直接测量, 需要采用离线化验方法得到, 化验时间滞后大, 这给系统的反馈控制与优化造成不

便, 因此实现 f-CaO实时在线软测量对于提高水泥质量有重要意义.
x1(t)

x2(t) x3(t) x4(t) x5(t)

y(t)

水泥熟料中 f-CaO的含量主要受水泥生料煅烧时间与煅烧温度等因素的影响. 水泥回转窑的主窑转速  、

主电机电流  、窑头罩温度  、窑尾烟室温度  、二次风温度   等物理量能够反映煅烧温度和煅烧时

间, 取上述变量作为辅助变量. 水泥回转窑内部发生复杂的化学物理变化是一个动态过程, 因此 f-CaO的含量 
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y(t) = g(y(t−1), x(t)) x(t) = [x1(t), x2(t), x3(t), x4(t), x5(t)]T表示为一个动态系统的形式   , 其中   . 考虑到实际工程条件,
每隔 30 min 采集水泥熟料进行化验, 再经过线性插值得到间隔为 10 min 的 f-CaO 含量的数据, 同时按照

10 min 间隔采集对应的辅助变量. 经数据采集和插值处理后得到 f-CaO 含量正常、偏大、偏小的数据分别是

1 000组、200组、200组. 从正常、偏低、偏大的数据中按照时间先后顺序分别取相邻的 100组、35组、40组
数据作为测试集, 其余的数据作为训练集.

Lmax = 200 Cmax = 10 ε = 0.015 r = 1×10−8 λW = 1.5 λW in

λb = 0.2

采用归一化之后的数据对单层 LSTM, 单层 RNN, ESN, GESN与本文方法进行训练与测试. LSTM与 RNN的

隐含节点个数都设定为 100, epoch=300, 采用 Adam算法优化参数, 学习速率都为 0.000 5. ESN, GESN与 PDSM-
ESN的参数设置与算例 3相同. 在算法 IR-1与 IR-2中  ,  ,  ,  ,  ,   =
0.8,  . 算法 IR-1 与 IR-2 的实验结果如图 19 和图 20 所示. 由图 19(a) 与图 20(a) 可知, 随隐含节点增多

IRRNN的输出误差逐步减少. 图 19(b)与图 20(b)是测试结果, 由图可知 IR-2算法得到的 IRRNN更紧凑、精度更

高. 采用上述参数进行 50次实验, 实验结果如表 5所示. 由表 5可知, 虽然算法 IR-2的训练时间不是最短的, 但是

本文所提出的算法 IR-2 在训练集与测试集上的效果要优于其他方法, 同时算法 IR-2 得到的网络参数量更少. 实
验结果表明算法 IR-2能够较好地实现水泥熟料中 f-CaO的软测量.

  

表 5　不同方法软测量结果
 

测量方法 节点数/参数个数 训练时间 (s) 训练误差 (mean, std) 测试误差 (mean, std)
LSTM 100/42 901 3.25 0.037 2, 0.004 2 0.081 5, 0.006 7
RNN 100/10 801 27.15 0.029 9, 0.003 1 0.035 2, 0.003 6
ESN 200/5 200 0.167 0.018 0, 0.001 5 0.025 6, 0.004 5
GESN 200/1 700 0.353 0.010 2, 0.001 2 0.026 1, 0.004 4

PDSM-ESN 200/2 200 3.389 0.009 8, 0.001 2 0.015 4, 0.004 7
算法IR-1 200/1 600 18.461 0.038 2, 0.001 3 0.040 9, 0.003 7
算法IR-2 200/1 600 16.41 0.009 2, 0.000 6 0.012 5, 0.002 4

  

3.4   讨　论

0 < |win| ⩽ 1

IRRNN隐含节点的动态特性较为复杂, 其隐含节点可能存在多个平衡点, 也可能存在震荡. 第 3.1节仿真结果

表明 IRRNN稳定平衡点的个数对网络的性能有重要影响. 当 IRRNN有唯一稳定平衡点时, 隐含节点稳态输出由

输入决定而与初始状态无关. 当隐含节点有多个平衡点时, 其稳态输出可能受初始状态与输入的共同影响. 在随机

学习过程中设置   确保 IRRNN有全局唯一平衡点, 避免局部平衡点对网络的泛化性能的影响.
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第 3.2节与第 3.3节对算法 IR-1与 IR-2进行了验证. 算法 IR-1采用了局部优化的思想, 当新增一个隐含节点

时仅需计算新增节点的输出权重, 而其余节点的权重保持不变, 因此对于单个新增隐含节点, IR-1的计算量小, 但
是算法 IR-1使 IRRNN收敛慢, 最终 IRRNN的误差较大. 算法 IR-2采用了全局优化的思想, 当新增一个隐含节点

时需要更新所有隐含节点的输出权重, 因此当新增一个节点时, 算法 IR-2的计算量偏大, 但是 IR-2使 IRRNN收

敛快, 最终网络的误差小. 在实际应用中, 当需要快速建模但是对模型的精度要求不高时, 可以选用算法 IR-1; 当需

要建立精确模型时, 可采用算法 IR-2. 从本文的实验结果来看, 与其他方法相比算法 IR-1得到的结果没有优势, 但
是从理论上分析算法 IR-1是收敛的, 并且算法 IR-1是算法 IR-2收敛性分析的基础, 因此在本文中对算法 IR-1进
行了实验对比.

算例 1与算例 2的仿真结果与工业应用实验结果显示算法 IR-2有良好的泛化性能. GESN, PDSM-ESN及本

文所提出的 IRRNN都实现了循环神经网络参数与结构的学习, 但上述网络存在明显区别. 首先, IRRNN与 GESN
都采用了增量构造方法, 但是 GESN采用完全随机的参数, 未对随机参数优选, 而 IRRNN采用了约束机制与候选

节点池策略对随机参数进行优选, 使得 IRRNN参数更少, 结构更紧凑. PDSM-ESN与 IRRNN都进行了网络的结

构优化, 但是 PDSM-ESN内部结构不清晰, 各个隐含节点的耦合关系存在随机性, 而 IRRNN的数量更少, 内部结

构更清晰.
理论分析与仿真实验表明 IRRNN具有以下特点: (1) IRRNN未采用误差反传方法进行学习, 网络的学习速度

较快, 有较好的精度; (2) 在 IRRNN的增量学习过程中能够确保网络有全局唯一稳定平衡点, 避免初始状态对稳态

输出的影响, 使其具有较好的泛化能力; (3) IRRNN把一个复杂系统表示为多个简单非线性系统的叠加, 网络参数

更少, 结构更加紧凑, 内部结构清晰. 

4   结　论

本文提出的 IRRNN 实现了循环神经网络结构的增量构造与参数的随机学习. 在 IRRNN 的学习过程中建立

了随机学习的约束机制, 实现了对随机节点的初步筛选, 再用候选节点池策略实现对隐含节点的优选. 从局部优化

与全局优化角度考虑, 分别给出了 IRRNN的两种学习算法, 即算法 IR-1与算法 IR-2. 在理论方面, 证明了 IRRNN
对动态系统有万能逼近能力, 分析了 IRRNN的稳定性、平衡点数量对输出的影响, 给出了其稳定性判别方法. 系
统逼近仿真实验与工业软测量实验表明 IRRNN 的结构紧凑、精度较高. 本文所提出的 IRRNN 还存在以下待解

决的问题. (1) 算法 IR-2 中权重矩阵的计算利用了广义逆矩阵, 当训练样本数据量较大、隐含节点较多时计算广

义逆矩阵时间开销大, 网络的学习速度变慢, 因此如何应对大规模样本需进一步深入研究. (2) IRRNN是一种短期

记忆网络, 如何设计具有长时间记忆的 IRRNN也需要进一步研究. (3) 实验表明本文所提出的方法与回声状态类

的网络在不同的对象上表现出不同的效果, 我们将继续研究在数据受干扰、数据不完整等情况下的建模方法.
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附录 A

定理 3. 每个隐含节点必定有平衡点, 平衡点个数可能是 1个、2个或者 3个.
s(t) = f (wins(t−1)+b) win = 0 win , 0 l1 s(t) = s(t−1)

win > 0 win < 0 l2 l3 s(t) = f (wins(t−1)+b) s(t−1) ∈
(−1,1) l1 l2

l1 l3 win < 0 l1 l3 win > 0 l1 l2

证明: 激活函数  .   时是静态系统, 因此仅考虑  . 令   表示函数 

的几何图形 .  当    与    时 ,  分别用    与    表示激活函数    对应的曲线 (
), 如图 A1 所示. 当隐含节点处于平衡状态点时, 其输入输出相等, 由图 A1 可知平衡点为   与   两条线的

(或   与  ) 交点.   时根据函数单调性易知   与   仅有一个交点.   时易知   与   可能有 1 个、2 个或

者 3个交点. 证毕.
f ( f (s)) = s定理 4. 如果   的解不是隐含节点平衡点, 则必定是隐含节点的震荡点.

a f ( f (s)) = s f ( f (a)) = a f (a) = a证明: 假设   是方程   的解, 即  . 若  , 则: 

f ( f (a)) = f (a) = a (A1)
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a f f (a) = b , a   是激活函数   的平衡点. 若  , 则: 

f ( f (a)) = f (b) = a (A2)

f (a) = b a, b f ( f (s)) = s又有  , 因此   构成一组震荡点. 综上所述   的解是隐含节点的平衡点或震荡点. 证毕.
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图 A1　隐含节点的几何表示
 

f ′(se) f se | f ′(se)| < 1 se | f ′(se)| > 1 se

| f ′(se)| = 1 | f ′(se)| se

定理 5.   是激活函数   在平衡点   处的导数, 当   时,   是稳定平衡点; 当   时,   是不

稳定平衡点; 当   时, 不能用   判定平衡点   的稳定性.
se f (se) = se se证明: 若   是平衡点, 则  , 在   处线性化得: 

s(t) ≈ f (se) + f ′(se)(s(t−1)− se) = se + f ′(se)(s(t−1)− se) (A3)

z(t) = s(t)− se,z(t−1) = s(t−1)− se令  , 得: 

z(t) = f ′(se)z(t−1) (A4)

| f ′(se)| < 1 se | f ′(se)| > 1 se

| f ′(se)| = 1 | f ′(se)| se

由离散系统稳定性判别方法可知, 当   时,   是稳定平衡点, 当   时,   是不稳定平衡点; 当
 时, 不能用   判定平衡点   的稳定性. 证毕.

se1 < se2 < se3 se2 se1 se3 se1

se1 (−1, se2) (se2,1)

定理 6. 若   是隐含节点的 3 个平衡点, 则   是不稳定平衡点,   和   是两个稳定平衡点,   和

 的稳定域分别为  ,  .
win > 1 l1 l2 A,B,C se1 = A

se2 = B se3 =C

证明: 由定理 3 可知   时隐含节点可能有 3 个平衡点, 如图 A1 中   与   有 3 个交点  . 令  ,
,  , 由图 A1易知: 

0 < f ′(se1) < 1, 1 < f ′(se2), 0 < f ′(se3) < 1 (A5)

se1 se3 se2根据定理 5可知:   和   是稳定的平衡点   是不稳定的平衡点.
se2 δ (δ > 0)设在平衡点   处受到较小的干扰     , 则: 

f (se2+δ) ≈ f (se2)+ f ′(se2)δ > se2+δ (A6)

f由   是单调递增函数, 可知: 

f ( f (se2+δ)) > f (se2+δ) (A7)

f se2 se2 < s < 1 se3

se3 (se2,1)

即随着时间推移激活函数   的输出逐步增大, 状态远离平衡点  . 由于   时   是唯一平衡点, 所以

 的稳定域为  . 由于 

f (se2−δ) ≈ f (se2)− f ′(se2)δ < se2−δ (A8)

f由   是单调递增函数, 可知: 

f ( f (se2−δ)) < f (se2−δ) (A9)

f se2 −1 < s < se2 xe1 xe1

(−1, se2)

即随着时间推移激活函数   的输出逐步远离平衡点  . 由于   时   是唯一稳定平衡点, 因此   的

稳定域为  . 证毕.
0 < |win| ⩽ 1定理 7. 当 IRRNN中任意隐含节点的反馈权重   时, IRRNN有唯一稳定平衡点, 且 IRRNN的稳态
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输出由输入唯一确定与隐含节点的初始状态无关.
0 < |win| ⩽ 1证明: 由于 IRRNN的输出是隐含状态的线性叠加, 因此若能证明任意隐含节点的反馈权重   时, 该

隐含节点有唯一稳定平衡点, 且稳态输出与初始状态无关, 则可证明该定理.
w, win, b s(t) ∈ R t ⩾ 0 x(t)

sI(0) sII(0) sI(t), sII(t) t ⩾ 1

   表示任意隐含节点的输入权重, 反馈权重与偏置量, 隐含节点的状态记为  ( ), 输入为  . 设
该隐含节点的任意两个初始状态  ,   所对应的输出状态分别为  ( ), 由拉格朗日中值定理可知: 

sII(t)− sI(t) = f (wx(t)+winsII(t−1)+b)− f (wx(t)+winsI(t−1)+b)
= f ′(ηt)(sII(t−1)− sI(t−1)) (A10)

可得:  

sII(1)− sI(1) = f ′(η1)(sII(0)− sI(0))
sII(2)− sI(2) = f ′(η2)(sII(1)− sI(1)) = f ′(η2) f ′(η1)(sII(0)− sI(0))

. . .

sII(t)− sI(t) =
(∑t

i=1
f ′(ηi)

)
(sII(0)− sI(0))

(A11)

|win| < 1 ηt若  , 则对于任意  , 有: 

| f ′(ηt)| = |(1− f (ηt)2)win| < 1 (A12)
因此, 

lim
t→∞

(∑t

i=1
f ′(ηi)

)
= 0 (A13)

t→∞ sII(t)− sI(t) = 0即   时  .
|win| = 1 s(t) = f (s(t−1)+b) s(t−1) = −b | f ′(−b)| = |(1− f (−b)2)| = 1

sII(t−1), sII(t)) (sI(t−1), sI(t) sII(t−1)→−b sI(t) = −b

sII(t−1) = −b sI(t)→−b

当   时, 激活函数为  . 当   时,   取最大值. 此时曲

线上任意两个点 (  与   ) 之间的斜率的绝对值小于 .  仅当   ,   (或
,  )时, 有: 

| f ′(−b)| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ lim
sII(t−1)→−b
sI(t−1)=−b

f (sI(t−1))− f (sII(t−1))
sI(t−1)− sII(t−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ = 1 (A14)

sII(t−1) , sI(t−1) f ′(ηt) < 1因此, 若  , 必定有  . 可得: 

lim
t→∞

(∑t

i=1
f ′(ηi)

)
= 0 (A15)

t→∞ sII(t)− sI(t) = 0即   时  .
0 < |win| ⩽ 1上述过程表明   时, 任意隐含节点有唯一稳定平衡点, 且稳态输出与初始状态无关. 由于 IRRNN的

输出是隐含状态的线性叠加, 因此可得 IRRNN有唯一稳定平衡点, 且稳态输出与状态的初始值无关. 证毕.

 李文艺(1980－), 男, 博士生, 主要研究领域为神

经网络, 复杂系统建模.

 

 

 

 

 

 

 

 代伟(1984－), 男, 博士, 教授, 博士生导师, 主要

研究领域为复杂系统建模, 机器学习.

 

 

 

 

 

 

 南静(1992－), 男, 博士生, 主要研究领域为神经

网络, 增量式学习.

 

 

 

 

   刘从虎(1981－), 男, 博士, 教授, 主要研究领域

为再制造技术, 智能制造.

 

 

 

 

 

 

4092  软件学报  2025年第 36卷第 9期


	1 相关理论基础
	1.1 对角循环神经网络
	1.2 前馈神经网络增量式随机学习

	2 增量构造式随机循环神经网络
	2.1 IRRNN拓扑结构
	2.2 IRRNN的学习方法
	2.3 IRRNN的逼近性能
	2.4 IRRNN的动态特性
	2.5 算法实现

	3 仿真实验
	3.1 IRRNN的动态特性仿真
	3.2 IRRNN逼近性能仿真
	3.3 水泥熟料中f-CaO软测量
	3.4 讨　论

	4 结　论
	附录A
	参考文献

