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摘　要: 最小负载着色问题 (minimum load coloring problem, MLCP) 源于构建光通信网络的波分复用 (wavelength
division multiplexing, WDM)技术, 是一个被证明的 NP完全问题. 由于 NP完全问题有着随问题规模呈指数增长的

解空间, 因此启发式算法常被用来解决这类问题. 在对国内外相关工作的深入分析基础上得知, 现有的多类求解

MLCP问题的启发式算法中局部搜索算法表现是最好的. 研究针对当前求解MLCP问题的局部搜索算法在数据预

处理和邻域空间搜索上的不足, 提出了两点相应的优化策略: 一是在数据的预处理阶段, 提出一度顶点规则来约简

数据的规模, 进而减小MLCP问题的搜索空间; 二是在算法的邻域空间搜索阶段, 提出两阶段多重选择策略 (two-
stage best from multiple selections, TSBMS)来帮助局部搜索算法在面对不同规模的邻域空间时可以高效地选择一

个高质量的邻居解, 它有效地提高了局部搜索算法在处理不同规模数据时的求解表现. 将这个优化后的局部搜索

算法命名为 IRLTS. 采用 74个经典的测试用例来验证 IRLTS算法的有效性. 实验结果表明, 无论最优解还是平均

解, IRLTS算法在大多数测试用例上都明显优于当前表现最好的 3个局部搜索算法. 此外, 还通过实验验证了所提

策略的有效性以及分析了关键参数对算法的影响.
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Abstract:  The  minimum  load  coloring  problem  (MLCP)  is  an  important  NP-complete  problem  arising  from  wavelength  division
multiplexing  (WDM),  a  technology  used  for  building  optical  communication  networks.  The  solutions  to  NP-complete  problems  grow
exponentially  as  the  size  of  the  problems  expands,  so  heuristic  algorithms  are  often  used  to  solve  such  problems.  Analysis  of  research  at
home  and  abroad  shows  that  among  the  existing  heuristic  algorithms  for  solving  the  MLCP,  local  search  algorithms  exhibit  the  best
performance.  This  study  proposes  two  optimization  strategies  to  overcome  the  limitations  of  existing  local  search  algorithms  in  data
preprocessing  and  neighborhood  space  search.  First,  during  data  preprocessing,  a  one-degree  vertex  rule  is  proposed  to  reduce  the  size  of
data  and  thus  reduce  the  search  space  of  the  MLCP.  Second,  in  the  search  phase  of  the  algorithm,  a  strategy  termed  two-stage  best  from
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multiple  selections  (TSBMS)  is  proposed  to  help  local  search  algorithms  efficiently  select  a  high-quality  neighborhood  solution  for
neighborhood  space  with  different  sizes,  which  effectively  improves  the  performance  of  local  search  algorithms  for  processing  data  of
different  sizes.  This  optimized  local  search  algorithm  is  named  IRLTS.  Seventy-four  classic  test  instances  are  adopted  to  validate  the
effectiveness  of  the  IRLTS  algorithm.  Experimental  results  demonstrate  that  the  IRLTS  algorithm  outperforms  the  three  best  local  search
algorithms  on  most  test  instances  in  terms  of  both  optimal  and  average  solutions.  Furthermore,  the  effectiveness  of  the  proposed  strategy  is
validated through experiments, and the influence of key parameters on the IRLTS algorithm is analyzed.
Key words:  minimum load coloring problem (MLCP); heuristic algorithm; local search algorithm

G = (V,E) V n E m

V Vr Vb

Vr Vb

给定一个无向图  , 其中   表示由   个顶点构成的集合,   表示由   条边构成的集合. 最小负载着色

问题 (minimum load coloring problem, MLCP)旨在将集合   中的顶点划分为两个不相交的子集合   和  , 同时寻

求两个子集合的内部边总数中较小的值最大. 在这里, 集合的内部边是指边的两个端点属于同一个集合的边. 划分

完成后, 集合   中的顶点被标记为红色, 集合   中的顶点被标记为蓝色 [1].

ei i

最小负载着色问题源于波分复用 (wavelength division multiplexing, WDM)技术, 它在构建复杂的通信网络和

大型的电网网络中有着广泛的应用 [2,3]. 下面我们通过一个简单的例子来解释MLCP问题在波分复用网络中的应

用. 图 1是一个光广播波分复用网络, 它由双通道无源星形耦合器连接 5个节点构成. 网络中的每个节点都配备了

一个可调发射机, 它可以利用两通道中的任何一个来传输消息. 此外, 每个节点还配备了一个固定调谐接收机, 它
只能接收在前缀信道中发送的消息. 波分复用网络是一个 2-匀齐超图 (two-uniform hypergraph), 网络中的节点需

要使用一个或两个通道向另外两个节点发送消息, 该消息可以被连接到该通道的所有节点接收. 怎样将信道分配

给这些节点的接收器而使得两个信道上的最大负载最小化, 这个问题可以转化为MLCP问题, 其中边对应于波分

复用网络中的节点, 边   的两个端点对应于波分复用网络中节点   传输消息的两个节点. MLCP 问题寻求将图中

的顶点着色为两种颜色, 每种颜色对应于波分复用网络中的一个通道. MLCP问题所寻求的将两个子集合内部边

总数中较小的值最大等同于将两个通道上的最大负载最小化. 关于 MLCP 问题在波分复用网络中的更多的应用

细节可以从文献 [4]获知.
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图 1　广播波分复用网络及其对应的图
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鉴于MLCP问题的重要性和广泛应用性, 现有文献中存在很多关于MLCP问题的研究. 这些研究大致可以分

为两类: 一类是致力于寻求MLCP问题最优解的近似算法和多项式时间算法. 这类算法的优点是可以确保所找到

的解为最优解, 但是限于MLCP问题的复杂性, 在面对大规模的图测试用例时, 这类算法会耗费大量的运算时间.
因此现有的关于这类算法的研究多限于一些规模较小的图测试用例以及一些特殊的图测试用例, 比如树以及一些

不相连的团构成的图. Ahuja等人 [2]针对树形数据设计了一个复杂度为   的多项式时间算法, 并且证明了该类

数据的最优解不超过  , 其中   表示顶点度的最大值. Gutin等人 [5]证明了宽度为 t的树的最优解可

以在时间   内被找到. Barbero等人 [6]针对MLCP的扩展版本问题最大 c负载着色 (max c-load coloring)问题

设计了相应的近似算法.
另一类求解MLCP问题的算法是启发式算法. 不同于近似算法和多项式算法, 启发式算法寻求在限定时间内

尽可能地去找到一个高质量的解. 在面对大规模的测试用例时, 启发式算法是常被采用的一类算法并且有着出色

的求解表现 [7,8]. Tang等人 [9]利用人工蜂群算法来求解最小负载着色问题, 并设计了模拟退火算法作为对比算法.
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实验结果显示 Tang等人改进的人工蜂群算法在求解MLCP问题上有着良好的表现. Ye等人 [10]针对MLCP问题

设计了一个高效的局部搜索算法, 实验结果显示该算法远远超过当时其他求解MLCP问题的启发式算法. Zhang
等人 [11]结合局部搜索和进化算法设计了一个高效的文化基因算法, 实验结果显示该算法在部分标准测试数据上

提高了已知的最优解. 近几年, Sun 等人 [1]和 Herrán 等人 [12]分别设计了两个不同版本的局部搜索算法, 是当前求

解MLCP问题表现最好的启发式算法. Sun等人设计的局部搜索算法在搜索过程中利用强化学习机制生成新的初

始解来为局部搜索算法开辟新搜索区域. Alberto等人设计了多个不同的邻域空间来帮助局部搜索算法在不同的

区域搜索最优解, 这大大提高了算法的搜索表现.
虽然当前存在多种求解 MLCP 问题表现良好的启发式算法, 但现有的启发式算法多是针对较小规模的测试

用例设计的, 所求解测试用例的顶点数目只有几百个. 随着科技的进步, 各种通信网络的规模越来越大, 所对应测

试用例的规模也越来越大. 现有的启发式算法在面对大规模顶点数目所造成的巨大搜索空间时表现乏力, 因此, 设
计高效的启发式算法去解决 MLCP 问题中的大规模图测试用例是亟待解决的一个问题. 本文在当前表现最好的

一个启发式算法, 即 Sun等人设计的高效的局部搜索算法 RLTS (reinforcement learning based tabu search)的基础

上, 提出了两点针对大规模测试用例的优化策略, 具体如下:
(1) 当前的启发式算法处理大规模图测试用例所面临的一个挑战在于随图顶点数目呈指数增长的解空间. 为

此我们提出一度顶点规则对图测试用例进行约简. 一度顶点规则旨在通过约简大规模图测试用例的顶点数目来达

到缩减解空间规模的目的, 它有效地减少了图测试用例的顶点数目, 从而为算法后期的搜索提供一个较小的搜索

空间. 在第 3.1节中将详细介绍一度顶点规则, 并对该规则的有效性进行理论性分析.
(2) 局部搜索算法通过不断迭代地从当前解移动到邻居解的方式来搜索最优解, 当前表现最优的局部搜索算

法 RLTS在搜索合适的邻居解时存在着过于耗时的缺陷, 在面对有较多顶点数的图测试用例所形成的大规模领域

空间时, 这一缺陷尤为明显. 为此我们提出了两阶段多重选择策略 (two-stage multiple selection strategy, TSBMS)来
进一步优化当前最优的局部搜索算法 RLTS. TSBMS 策略改进于 Cai[13]提出的多重选择策略 (multiple selection
strategy, BMS), BMS策略被广泛用于解决各类大规模图测试用例的组合优化问题 [14−16], 但是它存在着处理小规模

图测试用例表现不佳的缺陷. 为此我们进一步优化 BMS策略得到了 TSBMS策略. TSBMS策略可以高效地帮助

RLTS算法选择合适的邻居解, 提高 RLTS算法的适用性, 使其在面对不同规模的图测试用例时都有优秀的表现.
我们将优化后的 RLTS算法命名为 IRLTS (improved reinforcement learning based tabu search). 在实验部分, 我

们采用 74 个不同规模的经典测试用例来验证 IRLTS 算法的有效性. 实验结果表明, 无论最优解还是平均解,
IRLTS算法在大多数测试用例上都明显超过了当前最优的 3个启发式算法.

本文第 1节介绍MLCP问题的具体定义. 第 2节介绍当前表现最优的 RLTS算法. 第 3节介绍我们提出的一

度顶点规则和 TSBMS 策略, 以及优化 RLTS 算法后所形成的 IRLTS 算法. 在第 4 节, 我们通过对比实验来验证

IRLTS算法和所提策略的有效性, 以及分析关键参数对 IRLTS算法的影响. 第 5节总结全文. 

1   MLCP 问题定义

G = (V,E) V n V = {v1,v2,v3, ...,vn} E m

E = {e1,e2,e3, ...,em} e = {u,v} euv u v e

V Vr Vb

|E(Vr)| |E(Vb)| E(Vr) Vr |E(Vr)|
Vr E(Vb) Vb |E(Vb)| Vb

Vr Vb

现有文献中存在多种对MLCP问题的具体定义. 在本文的研究中, 我们采用文献 [1]中关于MLCP问题的定

义. 给定一个无向图  , 其中   表示由   个顶点构成的集合 ( ),   表示由   条边构成的集

合 ( ). 边是由两个顶点构成的无序二元组, 一般表示为  , 简写为  , 其中   和   表示边 

的两个端点. 最小负载着色问题旨在将集合   中的顶点划分为两个不相交的子集   和  , 同时寻求两个子集合的

 和   中较小的值最大, 其中   表示两端顶点都属于集合   的边的集合,   表示两端顶点都属

于集合   的边的数目. 同理,   表示两端顶点都属于集合   的边的集合,   表示两端顶点都属于集合 

的边的数目. 划分完成后, 集合   中的顶点被标记为红色, 集合   中的顶点被标记为蓝色.
ei j = 1 vi v j ei j = 0 vi v j xi = 1 vi

Vr xi = 0 vi Vb ri j = 1 vi v j Vr vi v j

我们用   表示顶点   和   之间存在边连接,   表示顶点   和   之间不存在边连接.   表示顶点 

属于集合  ,   表示顶点   属于集合  .   表示顶点   和   同时属于集合  , 如果顶点   和   不同时属于
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Vr ri j = 0 bi j = 1 vi v j Vb vi v j Vb bi j = 0

z Vr Vb

集合   则用   表示.  表示顶点   和   同时属于集合  , 如果顶点   和   不同时属于集合   则用 

表示.   表示两端顶点都属于集合   的边的数目和两端顶点都属于集合   的边的数目中较小的数值. 

max z (1)
 

s.t.



1⃝ 2× ri j < xi+ x j,∀i, j ∈ {1, ...,n}
2⃝ 2×bi j ⩽ 2− xi− x j,∀i, j ∈ {1, ...,n}
3⃝ z ⩽

∑
i∈V

∑
j∈V

ri j×ei j

4⃝ z ⩽
∑

i∈V

∑
j∈V

bi j×ei j

5⃝ bi j,ri j ∈ {0,1},∀i, j ∈ {1, ...,n}
6⃝ xi ∈ {0,1},∀i ∈ {1, ...,n}
7⃝ z ∈ N

(2)

Vr Vb

vi v j Vr ri j vi v j

Vb bi j

∑
i∈V

∑
j∈V

ri j× ei j Vr

∑
i∈V

∑
j∈V

bi j

× ei j Vb z Vr Vb

公式 (1)表示MLCP问题寻求两端顶点都属于集合   的边的数目和两端顶点都属于集合   的边的数目中较

小的那个值最大. 约束①确保只有当顶点   和   同时属于集合   时   的值为 1. 约束②确保只有当顶点   和 

同时属于集合   时   的值为 1.  表示两个端点都属于集合   所构成的边的数目. 

 表示两个端点都属于集合   所构成的边的数目, 约束③、④确保   的值小于等于集合   和   各自内部边总

数中较小的那个值. 约束⑤–⑦约束了变量的取值范围. 

2   RLTS 算法

RLTS算法是当前求解MLCP问题表现最好的启发式算法, 本文所提出的 IRLTS算法正是以 RLTS算法为基

础优化得到的, 本节将详细介绍 RLTS算法. RLTS算法主要由局部搜索过程和强化学习机制两部分构成. 局部搜

索过程在输入初始解的邻域空间内不断地寻找最优解, 直到算法陷入局部最优. 强化学习机制根据局部搜索过程

所获取的新的最优解来不断地更新概率矩阵, 概率矩阵则指导生成新的初始解提供给局部搜索过程. RLTS 算法

在生成新初始解的强化学习机制和搜索初始解邻域空间的局部搜索过程间不断切换来寻找最优解. RLTS算法的

框架如算法 1所示.

算法 1. RLTS 算法.

输入: 无向图 G=(V, E), 时间限制 tmax;
输出: 发现的最优解 Sbest.

1. 初始化概率矩阵 P
2. for i=1, …, n do
3. 　pi0=pi1=1/2
4. while time()<tmax do
5.　 Sinitial ←Subset_Selection(P)
6. 　Starget ←Local_Search(Sinitial)
7. 　if Starget is better than Sbest then
8.　　 Sbest ← Starget
9.　 Starget ← Subset_Matching(Sinitial, Starget)
10.   P ← Probability_Updating(Sinitial, Starget, P)
11. return Sbest;

n×2 P pir i ∈ {1, ...,n} vi Vr

pib vi Vb P

RLTS算法采用一个   的矩阵   来表示概率矩阵, 其中元素  ( )表示顶点   分配给集合   的概

率, 元素   表示顶点   分配给集合   的概率. 在 RLTS 算法的初始阶段, 概率矩阵   中的每个元素都被设置为
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Vr Vb

P

1/2, 也就是在初始阶段每个顶点被分配到集合   和   的概率是相等的. 在迭代过程 (第 4–10 行) 中, RLTS 算法

首先根据概率矩阵生成一个初始解 Sinitial (第 5行), 然后利用局部搜索过程在该初始解的邻域空间进行搜索, 直至

找到一个局部最优解 Starget (第 6行). 为了解决可能存在的对称解问题 (solution symmetry), 子集匹配函数被设计

来发现初始解 Sinitial 和局部最优解 Starget 之间的子集对应关系 (第 9行). 之后, 通过比较初始解 Sinitial 和局部最优

解 Starget 之间的差异, 概率矩阵   被更新 (第 10行). 至此, RLTS算法的一次迭代过程执行完成. 在运行时间达到

最大时间限制时, RLTS算法结束迭代并返回发现的最优解. 

2.1   子集分配

P vi

Vr Vb pir pib Vr Vb

vi Vr pir/ (pir + pib) vi Vb pib/ (pir + pib)

本节将详细概述 RLTS算法的子集分配过程 (算法 1第 5行). 概率矩阵   中存储了每个顶点   被分配到集合

 和   的概率   和  . RLTS 算法依据轮盘选择策略 [17]来计算分配顶点到集合   或   的概率值, 由轮盘选择

策略计算可知顶点   被分配到集合   的概率值是  , 顶点   被分配到集合   的概率值是  .
具体的子集分配过程如算法 2所示.

算法 2. 子集分配过程.

输入: 无向图 G=(V, E), 概率矩阵 P;
输出: 初始解 Sinitial.

1. 初始化概率矩阵 P
2. for i=1, …, n do
3. 　l = pir/(pir+pib)
4.　 if random(0, 1) < l then
5. 　　将顶点 vi 分配至集合 Vr
6.　 else
7. 　　将顶点 vi 分配至集合 Vb
8. return Sinitial;
 

2.2   局部搜索

Tp

Tr

Vr Vb k× |V | k

N1 N2

RLTS 算法通过局部搜索过程来提高输入初始解的质量, 它主要由两部分构成: 一是对当前解邻域空间的搜

索过程, 二是算法陷入局部最优后的扰动机制. 算法 3是 RLTS算法局部搜索过程的伪代码, 局部搜索在每次的迭

代过程中通过概率的方式 [18]选择一个邻域空间来搜索最优解 (第 6–13行). 如果在该领域空间内所发现的新的最

优解优于搜索历史中记录的最优解, 则历史最优解被更新, 否则搜索失败的次数加 1 (第 14–18行). 当失败的次数

超过   时, 局部搜索的扰动机制被触发 (第 20–22行). 扰动结束后所产生的新的初始解被局部搜索过程重新搜索

其邻域空间. 当局部搜索算法的迭代次数超过   时, 局部搜索过程结束 (第 3、5行). 算法中的扰动机制是通过在

集合   和   中随机地选择   对顶点交换来实现的, 其中   是一个通过实验来确定的参数. 下面我们将详细地

介绍局部搜索过程的主要组成部分: 领域空间   和  , tabu禁忌机制.

算法 3. 局部搜索过程.

输入: 初始解 Sinitial, 局部搜索最大迭代次数 Tr, 触发扰动的迭代次数 Tp;
输出: 发现的最优解 Sbest.

1. Sbest ← Sinitial
2. S ← Sinitial
3. Iter ← 0
4. Noimprove ← 0
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5. while Iter < Tr do
6.　 if 小于概率值 p then
7. 　　构造当前解 S的邻域空间 N1

S ′8. 　　在 N1 中选择未被 tabu禁止的最优解 

′9.　　 S ← S 
10.　 else
11. 　　构造当前解 S的邻域空间 N2

S ′12. 　　在 N中选择未被 tabu禁止的最优解 

S ′13. 　　S ← 
14.　 if f(S) > f(Sbest) then
15.　　 Sbest ← S
16.　　 Noimprove ← 0
17. 　else
18. 　　Noimprove ← Noimprove + 1
19.　 Iter ← Iter + 1
20. 　if Noimprove > Tp then
21.　　 Noimprove ← 0
22.　　 S ← Perturb(S)
23. return Sbest

G = (V,E) V Vr Vb S Ω

Ω = {{Vr : Vb} : Vr ∩Vb = ∅,Vr ∪Vb = V} n

S = {Vr,Vb} f (S ) =min{|E(Vr), |E(Vb)|}

无向图   的顶点集合   被划分成任意两个不相交的子集   和   后会产生一个可行解  . 搜索空间 

由所有的可行解构成, 也就是  . 显然, 搜索空间的大小为 2n, 其中   为顶点数

目. 对于一个可行解  , 该可行解的适应度值为  . 

2.2.1    解空间 N1

S = {Vr,Vb} Vr Vb v

N1 S ′ = {V ′r ,V ′b} V ′r
V ′b |E(V ′r )| |E(V ′b)| δi i ∈ {1, ...,n} vi vi

D Di vi

S ′ vi ∈ Vr |E(V ′r )| = |E(Vr)| − δi |E(V ′b)| = |E(Vb)|+Di−δi

vi ∈ Vb |E(V ′r )| = |E(Vr)|+Di−δi |E(V ′b)| = |E(Vb)| − δi vi ∈ V

O(n) δ

对于当前解  , 从子集合   或   中任意选择一个顶点   移动到另一个子集合, 该行为产生的所有可

行解构成解空间  . 为了快速地计算移动一个顶点后所生成候选解   的适应度值, 也就两个子集合 

和   的内部边的数目   和  , RLTS 算法用数组  ( ) 来保存与顶点   存在连接且与顶点   所

属子集合相同的顶点数目. 此外, RLTS算法用数组   来保存顶点的度,   存储顶点   的度. 在此基础上, 我们可以

根据下述公式快速地计算出候选解    的适应度值: 如果   , 则   ,  .
如果  , 则  ,  . 在移动一个顶点   后, RLTS算法可以依照下面公

式在   内更新数组  :
vi δi = Di−δi vi vi vu对于顶点  ,  . 对于除顶点   外的其他与顶点   相连接的顶点  , 

δu =

{
δu−1, 如果vu属于vi移动前的集合

δu+1, 如果vu不属于vi移动前的集合
(3)

 

2.2.2    解空间 N2

S = {Vr,Vb} Vr Vb vi v j

N2 v δ

O(1) |E(V ′r )| = |E(Vr)|+Di−δi−δ j−Ei j |E(V ′b)| = |E(Vb)|+
Di−δi−δ j−Ei j δ

对于当前解  , 从子集合   和   中各自随机选择一个顶点   和  , 交换两个顶点所属的子集合, 该
行为产生的所有可行解构成解空间  . 与计算单个顶点   移动后所产生候选解适应度值的方式相同, 借助数组  , 在
完成交换操作后所产生候选解的适应度值也可以在   内完成:  , 

. 交换操作可以看作是两个顶点移动操作的组合, 数组   在交换操作中的单个顶点移动操作完成后

被更新, 更新公式与公式 (3)相同. 

2.2.3    禁忌管理

v在局部搜索过程中, 当顶点   被从当前的子集合移动到另一个子集合后, 它会很容易被再次选择移动回原有
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v tt

|V | ×2 T v j j = 0 Vr j = 1 Vb T [v][ j]

Iter+ tt Iter Iter < T [v][ j] v

j Iter > T [v][ j] v

的子集合. RLTS算法采用禁忌表 (tabu list)[19]的方式来阻止这种短期循环 (short-term cycling)现象的产生. 当顶点

 被从当前的子集合移动到另一个子集合后, 它将被禁止在未来的   次迭代内移动回最初的子集合. 只有当移动

该顶点所产生解的质量优于当前最优解的质量时, 该禁忌策略可以被违背. RLTS 算法中的禁忌表是通过一个

 的二维数组   来实现的. 每次顶点   被从子集合  (  表示子集合  ,   表示子集合  )移除后, 
被更新为  , 其中   是当前的迭代次数. 在算法的迭代过程中, 当   时, 顶点   禁止被移回子集

合  . 当   时, 顶点   不受该规则限制. 

2.3   子集匹配

V Vr Vb

i vi Vr Vb

Vr Vb

G {v1,v2,v3,v4,v5,v6} S 1 = {Vr,Vb}
Vr = {v1,v2,v3} Vb = {v4,v5,v6} S 2 = {V ′r ,V ′b} V ′r = {v4,v5,v6} V ′b = {v1,v2,v3} S 1 S 2

{0,0,0,1,1,1} {1,1,1,0,0,0}

MLCP问题旨在将集合   中的顶点划分到两个不相交的子集   和  . RLTS算法用数组去表示一个可行解,
下标为    的元素置为 1 或 0 表示顶点    被分配到集合    或   . 在 RLTS 算法中, 强化学习机制是通过初始解

Sinitial 和局部最优解 Starget 各自分配到集合   和   中的顶点个数差异来学习的. 很显然, 这必然会导致一种解对

称 (solution symmetry) 问题 [20]. 例如, 无向图   有 6 个顶点  , 存在两个解, 解  , 其中

,  , 解  , 其中  ,  . 其实解   和   是相同的, 但是在

算法中去表示这两个解的数组   和   会被看作是不同的解. RLTS 算法设计子集匹配函数

(subset matching, 算法 1第 9行)来解决该问题, 具体方法如下.
S initial = {Vr,Vb} S target = {V ′r ,V ′b}
|Vr ∩V ′r |+ |Vb∩V ′b| < |Vr ∩V ′b|+ |Vb∩V ′r | S target

S target

对于初始解   以及局部搜索提高后的局部最优解  . 算法通过下面的方式来处理对

称解问题: 如果  , 子集匹配函数选择交换局部最优解   两个子集中的顶

点, 否则, 局部最优解   的两个子集保持不变. 

2.4   强化学习机制

S initial S target

v P v Vr Vb

RLTS 算法中的强化学习机制 [21]是根据初始解   和经过局部搜索后得到的局部最优解   之间各个顶

点   所属集合的差异来学习的, 它是通过增加或者减小概率矩阵   中顶点   分配到集合   或者   的概率值来实

现的, 具体步骤如下.
v v

u u ∈ {0,1}
在经历局部搜索后, 如果顶点   依然被保留在原有的集合中, RLTS算法就采用公式 (4)来增加顶点   保留在

原有集合中的概率值, 以及减小移动到另一个集合的概率值. 我们用   来表示原有的集合,  . 

pi j =

 α+ (1−α)pi j, j = u

(1−α)pi j, j = 1−u
(4)

v Vu V1−u v Vu

v V1−u β γ

如果在经历局部搜索后, 顶点   从集合   移动到集合  , RLTS算法则降低顶点   分配到集合   的概率值,
增加   分配到集合   的概率值. 具体公式如下, 其中   是惩罚因子,   是补偿因子. 

pi j =

 (1−γ)(1−β)pi j, j = u

γ+ (1−γ)β+ (1−γ)(1−β)pi j, j = 1−u
(5)

v

[0.2,0.8]

最后, RLTS算法为了防止顶点   被过于贪心地分配到某个集合内, 强化学习机制限制概率值的上限和下限区

间为  , 这为 RLTS算法生成初始解增添了一些随机性. 

3   IRLTS 算法

IRLTS算法是我们在 RLTS算法的基础上提出两点优化策略后得到的一个高效的启发式算法. 第 3.1节和第

3.2节将详细地介绍针对 RLTS算法不足所提出的两点优化策略: 一度顶点规则和 TSBMS策略. 经过这两个策略

优化后, 生成新的高效算法. 我们将其命名为 IRLTS算法, 该算法将在第 3.3节介绍. 

3.1   一度顶点规则

MLCP 问题是一个经典的 NP 完全问题, 它的解空间随测试用例的顶点数呈指数增长. 为了约简测试用例的

顶点数, 进而降低 MLCP 问题的解空间规模, 我们提出一度顶点规则来约简测试用例的顶点数目. 下面给出该规

则的有效性分析以及具体定义.
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vi vi v j ei j S = {Vr,Vb} vi

v j v j ∈ Vr vi ∈ Vb v j ∈ Vb vi ∈ Vr v j ∈ Vr vi ∈ Vb ei j <

E(Vr) ei j < E(Vb) vi Vr S ′ = {V ′r ,V ′b} v j ∈ V ′r vi ∈ V ′r ei j ∈
E(V ′r ) |E(V ′r )| = |E(Vr)|+1 |E(V ′b)| = |E(Vb)| f (S ) =min{|E(Vr)|, |E(Vb)|} |E(Vr)| < |E(Vb)|

F(S ′) = F(S )+1 |E(Vr)| ⩾ |E(Vb)| F(S ′) = F(S ) v j ∈ Vb vi ∈ Vr

如果顶点   的度数为 1, 则顶点   与其邻接顶点   之间只存在一条边  . 对于当前解  , 若顶点   和

 所属的集合不同, 则只会出现两种情况:   且    或者    且   . 当    且    时, 边  

 且  . 若在此基础上将顶点   移动至集合   形成一个新的解  , 即   且  , 则 

,  ,  . 因为适应度值   , 因此, 如果   ,
则  , 适应度值被提高. 如果  , 则  , 适应度值不变. 当   且   时

与此相同, 我们不再另作分析.
基于上述分析过程, 我们给出一度顶点规则的定义, 即度为 1的顶点只有在与其邻接顶点所属集合相同时才

有可能提高解的适应度值, 故在数据预处理阶段可首先对度为 1的顶点及其邻接边进行约简, 从而减少测试用例

的顶点数目.
由一度顶点规则可知, 度为 1的顶点只有在与其邻接顶点所属集合相同时才有可能提高解的适应度值. 借助

此规则, 我们可以在数据预处理阶段对数据进行约简, 减少测试用例的顶点数目. 具体操作如下: 首先, 我们将测试

用例中度为 1的顶点及其邻接边在测试用例中移除. 其次, 将约简后的测试用例作为 IRLTS算法的输入用例来获

取最优解. 再次, 根据获取的最优解中顶点的划分结果来确定所移除的度为 1顶点的所属集合, 移除顶点应与其邻

接顶点所属集合相同. 最后, 根据补充完整后的测试用例调整适应度值. 在第 4.2 节, 我们通过实验结果来验证一

度顶点规则的约简效果. 

3.2   TSBMS 策略

p N1 N2

N1 O(n) N2

O(n2) n n

n

N2

局部搜索算法通过不断迭代地从当前解移动到另一个质量更优邻居解的方式来寻找最优解. 如算法 3 所示,
RLTS算法依据概率   随机地从解空间   或者解空间   中选择一个质量最优的邻居解作为新的当前解. 显然, 在
解空间    中选择一个最优邻居解的时间复杂度是   , 在解空间    中选择一个最优邻居解的时间复杂度是

, 其中   表示测试用例中顶点的数目. 当   较小时, RLTS算法可以快速地在两个邻域空间中遍历选择出质量

最优的邻居解. 但是随着数据规模的逐渐增大,   越来越大时, RLTS在两个空间中通过遍历选择最优邻居解的方

式会耗费大量的时间, 对于解空间  , 该缺陷尤为明显.
为解决局部搜索算法面对大规模测试用例时选择最优邻居解过于耗时的缺点, Cai[13]提出 BMS策略, 该策略

通过采样择优替代遍历搜索的方式在邻域空间中寻找最优邻居解, 被广泛用于多种大规模组合优化问题的局部搜

索算法设计中, 并且有着优秀的表现 [14−16].
BMS策略通过采样择优的方式寻找最优邻居解, 具体的操作步骤如下: 当算法面对一个较大规模的解空间

时, BMS策略被触发采用. BMS策略并不采用遍历解空间中所有候选解后选择质量最优解的方式, 因为这种方

式显然会耗费大量的时间, 从而使得算法单次迭代的时间较长, 在限定时间内, 算法无法完成多次迭代搜索. 面
对大规模解空间, BMS策略首先从解空间中随机选择 bmsLen个解 (bmsLen的值通常根据具体问题来设定), 然
后再从 bmsLen个解中选择出质量最优的一个解来作为该次迭代发现的最优解. 因为 bmsLen的值通常远小于解

空间的大小, 因此 BMS策略所耗费的时间也远小于遍历搜索方式耗费的时间. BMS策略取得邻居解的质量虽

然不如遍历搜索得到的邻居解的质量, 但是该策略在面对大规模数据造成的巨大解空间时可以降低单次迭代耗

费的时间, 从而增加局部搜索算法的迭代次数, 进而找到最优解. 文献 [13] 提供了 BMS 策略的有效性分析, 本
文不再赘述.

当 BMS策略面对较小规模的数据时, 采样择优方式所带来的降低单次迭代运行时间的优势不再明显, 而采样

择优所找到的邻居解质量较差的劣势被进一步放大, 此时 BMS策略不能很好地帮助局部搜索算法搜索最优解. 为
了解决 BMS 策略存在的缺陷, 本文提出了优化版本的 BMS 策略, 即两阶段多重选择策略. TSBMS 策略不同于

BMS策略, 它的搜索过程分为两个阶段: 当局部搜索算法面对的解空间较小时, TSBMS策略利用遍历搜索的方式

来寻找最优邻居解. 因为解空间较小, 遍历搜索可以快速地找到最优解, 不耗费时间且能保证所找到邻居解的质

量. 当局部搜索面对的解空间较大时, TSBMS策略则选择利用 BMS策略以采样择优的方式选择一个较优的邻居

解. 具体的步骤如算法 4所示.
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算法 4. TSBMS策略.

输入: 邻域空间 N, 临界值 maxT, 采样个数 bmsLen;
输出: 选择的最优邻居解 S.

1. if |N| < maxT then
2.　 S ← 遍历的方式从 N中选择质量最优的一个解

3. else
4. 　S ← 从 N中随机选择 bmsLen个解, 然后从 bmsLen个解中选择质量最优的解

5. return S

如算法 4 所示, TSBMS 策略根据解空间的大小选择不同的方式寻找最优邻居解. 当解空间的规模小于

maxT时, TSBMS策略利用遍历搜索的方式来寻找最优邻居解. 由于解空间的规模较小, 遍历搜索的方式既可以找

到最高质量的邻居解, 也不会花费太多的时间. 当解空间的规模大于 maxT时, TSBMS策略采用 BMS策略以采样

择优的方式选择质量较优的邻居解, 该策略可以避免遍历搜索导致的大量时间耗费, 快速地返回一个质量较优的

邻居解. 

3.3   IRLTS 算法

在数据的预处理阶段, IRLTS算法利用一度顶点规则来约简数据的规模, 进而达到减小解空间规模的目的. 此

外, TSBMS策略被用来改进 RLTS算法中的局部搜索过程, 改进后的局部搜索过程如算法 5所示.

算法 5. IRLTS算法的局部搜索过程.

输入: 初始解 Sinitial, 局部搜索最大迭代次数 Tr, 触发扰动的迭代次数 Tp;
输出: 发现的最优解 Sbest.

1. Sbest ← Sinitial
2. S ← Sinitial
3. Iter ← 0
4. Noimprove ← 0
5. while Iter < Tr do
6.　 if 小于概率值 p then
7. 　　构造当前解 S的邻域空间 N1

S ′8. 　　在 N1 中根据 TSBMS策略选择未被 tabu禁止的最优解 

S ′9.　　 S ← 
10.　 else
11. 　　构造当前解 S的邻域空间 N2

S ′12. 　　在 N2 中根据 TSBMS策略选择未被 tabu禁止的最优解 

S ′13. 　　S ← 
14.　 if f(S) > f(Sbest) then
15.　　 Sbest ← S
16.　　 Noimprove ← 0
17. 　else
18.　　 Noimprove ← Noimprove + 1
19.　 Iter ← Iter + 1
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20.　 if Noimprove > Tp then
21. 　　Noimprove ← 0
22.　　 S ← Perturb(S)
23. return Sbest

N1 N2

IRLTS 算法搜索过程与第 2 节 RLTS 算法的搜索过程相同, 只是在选择邻居解时采用的搜索策略存在差异,
体现在算法 5的第 8行和第 12行. RLTS算法在解空间   和   中选择最优邻居解时是通过遍历搜索的方法, 在
面对大规模测试用例造成的巨大的解空间时, 该方法存在单次迭代过于耗费时间的缺陷. 为此在 IRLTS的局部搜

索过程 (算法 5)中, 我们利用 TSBMS策略替代了遍历搜索的方法 (第 8行和第 12行). 由于 TSBMS策略可以根

据解空间的大小采用不同的策略选择最优邻居解, 因此 TSBMS策略不仅大大提高了 RLTS算法在处理大规模数

据时的表现, 同时也保持了 RLTS算法在面对小规模数据时的优秀表现. 

3.4   局部搜索算法

对于启发式算法的分类, 学术界存在多种不同的分类标准. 从搜索的对象, 也就是解的数量这个角度来划分,
启发式算法通常可以被划分为基于种群的启发式算法和基于单一解的启发式算法. 遗传算法、粒子群算法等以多

个个体的集合为起点, 搜索过程作用在一个种群上的算法属于基于种群的启发式算法. 在搜索过程中, 算法始终只

作用在一个解上, 这种算法属于基于单一解的启发式算法, 本文提出的 IRLTS局部搜索算法属于基于单一解的启

发式算法这一类别.
不同于基于种群的启发式算法具有固定的搜索范式, 如遗传算法的父代选择、交叉变异, 粒子群算法的演化

公式等, 局部搜索算法的设计具有较高的灵活性, 研究者通常针对问题特性来设计与问题契合度较高的特定局部

搜索算法. 此外, 局部搜索算法的实现也较为简单, 这也加速了算法的推广与使用. 在近几年的现实应用方面, 局部

搜索算法在处理一些大规模复杂问题上取得出色的求解表现, 例如支配集问题 [22], 调度问题 [23], 顶点覆盖问题 [24]

等. 迅速发展的局部搜索算法在运筹学、统计学等多个学科发挥着突出的作用. 

4   实验分析

第 4.1节, 采用 3个当前表现最优的启发式算法作为 IRLTS算法的对比算法, 74组经典的图测试用例被用来

评估 IRLTS 算法的有效性. 第 4.2 节, 通过实验分析了一度顶点规则和 TSBMS 策略的有效性. 第 4.3 节, 分析了

TSBMS策略中的关键参数对 IRLTS算法的影响. 

4.1   IRLTS 算法与当前最优启发式算法对比

当前求解MLCP问题表现最好的 3个算法分别是 RLTS算法 [1], GVNS算法 [12], MS-GVNS算法 [12], 这 3个算

法的源码链接都在相关论文中被提供, 本文不再赘述. 为了公平地比较 IRLTS算法与这 3个对比算法, 本文在同

一台主机上运行 4个算法, 主机的实验环境为 Ubuntu 18.04版本的操作系统, RAM为 60 GB, 处理器型号为 Intel
Xeon E5-2690v4 2.6 GHz. 4个算法的程序语言均为 C++. 本文采用的 74组经典图测试用例 (测试用例下载链接:
http://lcs.ios.ac.cn/~caisw/graphs.html)常被用于各类图着色问题 [15,25]、最大割问题 [26]、最大二分问题 [27]、顶点平

分问题 [28]等多种图组合优化问题, 是应用较为广泛的一类图测试用例, 其顶点数目从几千到几万不等. 4个算法的

参数通过调参软件 F-race[1]在 15组随机选取的测试用例上获取, 具体参数值如表 1所示. 除上述 3个表现最好的

启发式算法外, 本文同样实现了标准的粒子群算法和遗传算法这两种元启发式算法作为对比算法, 但现有研究中

缺少以两种算法为基础, 并针对MLCP问题优化的算法, 因此标准版的两个算法在对比中表现不佳. 限于篇幅, 本
文对两个算法的实验结果不再展示.

|V |

在 74组测试用例上, 每一组测试用例都被每个算法运行 10次, 单次运行的截止时间为 1 800 s, 这与文献 [1]
中的运行次数以及运行截止时间是一致的. 本文统计 10次运行所发现的最优值, 平均值以及获取最优值的平均运

行时间, 具体数据如附录 A表 A1所示. 在表 A1中, Graph表示测试用例的名字,   表示测试用例的顶点个数. 对
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于每一个算法, 本文展示该算法在相应测试用例上获取的最优值 (best), 平均值 (avg), 获取最优值所用的平均时间

(time (s)). 粗体字表示 4个算法的结果在对比中占优势的数值. 为更清晰地获取 IRLTS算法与其他 3个对比算法

的对比结果, 表 2总结了 IRLTS算法与 3个对比算法的对比结果. 第 1列表示 IRLTS算法与 3个对比算法, 第 2
列表示总共 74 组测试用例, 第 3 列表示最优值和平均值两个对比指标, 第 4–6 列表示 IRLTS 算法与对比算法在

对比中占优的测试用例个数, 持平的测试用例个数和占劣势的测试用例个数.
 
 

表 1　4个算法的参数值
 

分组 参数 参数值

RLTS算法

α 0.2
β 0.2
γ 0.2
Tr 50 000
Tp 500
k
tt

0.1
15

GVNS算法

kmax β×n/2
α 0.5
β 0.2

MS-GVNS算法

kmax β×n/2
α 0.5
β 0.2

IRLTS算法

α 0.2
β 0.2
γ 0.2
Tr 50 000
Tp 500
k 0.1
tt 15

maxT 1 000 000
m 10 000

 
 
 

表 2　IRLTS算法与其他算法的对比结果总结
 

对比算法 测试用例总个数 对比指标 胜 平 负

IRLTS vs. GVNS 74
best 37 28 9
avg 33 25 16

IRLTS vs. MS-GVNS 74
best 38 28 10
avg 32 24 18

IRLTS vs. RLTS 74
best 45 28 1
avg 58 13 3

 

从表 2可以发现, 相较于 GVNS算法, IRLTS算法在 37组测试用例的最优值对比中取得优势, 28组测试用例

的最优值对比中持平, 9组测试用例的最优值对比中相较 GVNS算法占劣势. 在平均值指标上, IRLTS算法占优势、

持平、占劣势的测试用例个数分别为 33、25、16. 与MS-GVNS算法相比, 在最优值指标上, IRLTS算法在 38组
测试用例上占优势, 在 28 组测试用例上持平, 在 10 组测试用例上占劣势, 在平均值指标上, IRLTS 算法占优势、

持平、占劣势的测试用例个数分别为 32、24和 18. 与 RLTS算法相比, 在最优值指标上, IRLTS算法占优势、持

平、占劣势的测试用例个数分别为 45、28和 1, 在平均值指标上, IRLTS算法占优势、持平、占劣势的测试用例

个数分别为 58、13和 3. 实验结果表明, 无论最优解还是平均解, 改进后的 IRLTS算法在大多数测试用例上明显

超过当前最优的 3个算法. 如前文所述, 得益于一度顶点规则和 TSBMS策略, IRLTS算法的解空间被减小, 搜索
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邻居解的效率更高, 在两个策略的共同作用下, IRLTS算法在测试用例上取得更好的求解表现. 

4.2   所提策略有效性分析

本文提出了两个策略来优化 RLTS 算法, 分别是一度顶点规则和 TSBMS 策略. 本节将通过实验来分析这两

条策略的有效性.
一度顶点规则主要是通过约简测试用例中度为 1的顶点来达到缩减数据规模的目的. 在 74组测试用例中, 应

用一度顶点规则后顶点数目减少的测试用例有 70组. 被约简的顶点数目与测试用例原有顶点数目的比率被用来

表示约简的效果, 比值越大说明测试用例被约简的顶点数越多. 本文统计了 70组测试用例被约简的比率范围, 具
体结果如图 2 所示. 从图 2 可以发现, 有 48 组测试用例被约简的比率小于 0.1, 约简比率处于区间 (0.1, 0.3] 中的

测试用例个数为 10, 约简比率处于区间 (0.3, 0.5]中的测试用例个数为 7, 约简比率大于 0.5的测试用例有 5个.
为验证 TSBMS策略的有效性, 本文随机选择 10个测试用例来完成 IRLTS算法的消融实验. IRLTS算法在移

除 TSBMS策略后就是 RLTS算法. 因此, 本文在随机选择的 10个测试用例上运行 IRLTS算法和 RLTS算法, 通
过对比两个算法的实验结果来验证 TSBMS策略的有效性. 在表 3中可以发现, 相较于移除 TSBMS策略的 RLTS
算法, 使用 TSBMS策略的 IRLTS算法在 7组测试用例的最优值对比中取得优势, 8组测试用例的平均值对比中

取得优势, 3组测试用例的最优值对比中处于持平, 2组测试用例的平均值对比中处于持平. 实验结果显示 IRLTS
算法在移除 TSBMS策略后求解表现明显下降, 这说明 TSBMS策略可以有效地提升 IRLTS算法的搜索表现. 

4.3   参数影响分析

本文提出的 IRLTS算法主要是在 RLTS算法的基础上添加 TSBMS策略得到的, TSBMS策略中的两个关键

的参数分别是临界值 maxT 和采样个数 bmsLen. 本节利用随机选取的 10 组测试用例来分析两个关键参数对

IRLTS算法的影响. 在每组测试用例上, 不同参数值的 IRLTS算法被运行 10次, 运行的截止时间是 1 800 s, 算法

10次运行所产生的最优值和平均值被计算. 本文统计不同参数值的 IRLTS算法在 10组测试用例的最优值和平均

值对比中占优势的测试用例个数, 以此来衡量参数值对 IRLTS算法的影响.
图 3 展示了参数值 maxT 对 IRLTS 算法的影响. 图中的 x 轴表示参数 maxT 的不同取值, y 轴表示取不同

maxT值的 IRLTS 算法在 10 组测试用例的最优值和平均值对比中占优势的测试用例个数. 如图 3 所示, 当 maxT
的值为 1 000 000时, IRLTS算法在 3组测试用例的最优值对比中取得优势, 在 5组测试用例的平均值对比中取得

优势. 当 maxT等于 2 000 000和 5 000 000时, 虽然 IRLTS算法也在 3组测试用例的最优值对比中取得优势, 但是

这时 IRLTS算法在平均值上的表现不如 maxT等于 1 000 000时, 因此, 在本研究中, maxT的默认参数值为 1 000 000.

bmsLen图 4展示了参数值   对 IRLTS算法的影响. 图中的 x轴表示参数 bmsLen的不同取值, y轴表示 bmsLen
取不同值的 IRLTS 算法在 10 组测试用例的最优值和平均值对比中取得优势的测试用例个数. 由图 4 可知, 当
bmsLen的值等于 10 000时, IRLTS算法在 4组测试用例的最优值对比中取得优势, 以及 3组测试用例的平均值对
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图 2    一度顶点规则的约简效果统计

 

表 3　TSBMS策略的有效性分析实验结果
 

测试用例
RLTS IRLTS

best avg best avg
scc_fb-messages 156 317 156 116 156 435 156 159
scc_rt_assad 30 30 30 30
scc_rt_obama 2 2 2 2
scc_rt_bahrain 48 47.9 49 48.8
scc_rt_saudi 30 29.2 30 30

scc_rt_mittromney 43 42.7 48 47.9
scc_rt_gmanews 372 367.5 372 372
scc_rt_lolgop 1 668 1 658.5 1 670 1 666
scc_retweet 23 238 23 011.6 23 509 23 429.3
sc-nasasrb 330 305 329 221 642 004 633 975
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比中取得了优势. 当 bmsLen取其他值时, IRLTS算法的表现比 bmsLen等于 10 000时 IRLTS算法的表现差, 因此

IRLTS算法中 bmsLen参数的默认值为 10 000. 

5   总　结

本文针对当前求解MLCP问题表现最好的启发式算法存在的缺陷, 提出了两点优化策略, 一是一度顶点规则,
该规则通过约简测试用例中度为 1的顶点来减少测试用例的顶点数, 进而降低测试用例的解空间规模, 从而有利

于算法在相对较小的搜索空间内寻找最优解. 第 2 个优化策略是 TSBMS 策略. 该策略可以根据解空间规模的大

小采用不同的方式在邻域空间中选择最优邻居解, 它有效地提高了算法在处理不同规模测试用例时的求解表现.
本文将两个策略优化后的 RLTS算法命名为 IRLTS算法. 74组经典的测试用例和 3个当前表现最好的启发式算

法被用来验证 IRLTS算法的有效性. 实验结果表明, 无论最优解还是平均解, IRLTS算法在大多数测试用例上都

超过了 3个当前最优的启发式算法. 此外, 本文还组织实验验证了所提策略的有效性, 以及分析了关键参数对算法

的影响. 在未来的研究中, 我们将在两个方面继续完善我们的工作, 一是对 IRLTS算法的结构进行优化, 进一步提

高 IRLTS算法的求解表现; 二是针对更大规模的测试用例设计高效的优化策略, 为MLCP问题的解决提供更高效

的求解算法.
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附录 A

 

表 A1　IRLTS算法与 3个对比算法的具体实验结果
 

Graph |V|
GVNS MS-GVNS RLTS IRLTS

best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s)
ia-email-univ 1 133 2 348 2 310.2 855.123 2 360 2 351.9 1 099.54 2 374 2 341.7 939.629 2 371 2 337.6 508.084
ia-fb-messages 1 266 2 426 2 408.5 892.697 2 432 2 418.8 1 218.91 2 447 2 445.7 1 023.95 2 447 2 445.6 879.883
web-google 1 299 1 368 1 362.5 720.411 1 369 1 364 792.187 1 374 1 370.7 1 071.02 1 374 1 369.7 983.929
bio-yeast 1 458 906 901.3 979.732 909 901.5 1 024.58 926 923.4 988.297 927 924.9 1 321.1

scc_rt_voteonedirection 1 833 2 2 0.110 235 2 2 0.178 833 2 2 6.408 63 2 2 8.054 6
ca-CSphd 1 882 855 851.1 982.513 856 850.8 878.149 864 861.8 925.614 864 863.1 1 077.01

scc_fb-messages 1 899 156 922 156 551 959.498 156 892 156 717 1 214.68 156 317 156 116 1 298.93 156 435 156 159 1 114.43
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表 A1    IRLTS算法与 3个对比算法的具体实验结果 (续) 

Graph |V|
GVNS MS-GVNS RLTS IRLTS

best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s)
scc_rt_assad 2 035 30 30 0.351 526 30 30 0.529 732 30 30 48.256 3 30 30 3.896 31
tech-routers-rf 2 113 2 994 2 932.3 1 247.05 3 007 2 977.5 953.967 3 034 2 989.3 1 285.34 3 044 2 997.7 918.639
scc_rt+damascus 2 962 18 18 6.795 16 18 18 4.750 15 18 17.9 369.144 18 18 15.615 4

web-edu 3 031 3 205 3 194.8 432.876 3 207 3 199 714.809 3 204 3 202 1 307.75 3 212 3 205.2 805.874
scc_rt_obama 3 040 2 2 0.202 93 2 2 0.335 25 2 2 0.034 042 2 2 0.010 975
scc_rt_occupy 3 090 26 26 2.468 77 26 26 11.173 9 26 25.9 488.698 26 26 15.464
scc_rt_lebanon 3 370 2 2 0.487 716 2 2 0.566 18 2 2 5.548 38 2 2 0.048 443
scc_rt_tlot 3 513 4 4 0.864 37 4 4 1.592 26 4 4 115.462 4 4 2.480 09

scc_rt_occupywallstnyc 3 594 328 328 51.820 1 328 327.9 14.825 328 327.4 478.287 328 328 78.896 9
scc_rt_israel 3 686 6 6 0.754 021 6 6 1.042 22 6 6 21.980 6 6 6 0.439 326
scc_rt_gop 3 716 3 3 0.436 56 3 3 0.664 212 3 3 6.869 56 3 3 0.014 865

scc_rt_alwefaq 4 157 114 114 27.389 114 114 100.64 114 113.9 787.734 114 114 45.100 4
ca-GrQc 4 158 6 291 6 228.8 1 154.2 6 296 6 240.2 1 348.2 6 372 6 289.2 1 607.18 6 457 6 430.2 1 238.92

scc_rt_oman 4 452 5 5 0.624 796 5 5 1.192 85 5 5 35.021 4 5 5 0.374 704
scc_rt_tcot 4 506 9 9 4.690 63 9 9 4.855 66 9 9 25.800 6 9 9 1.100 14

scc_rt_bahrain 4 659 49 48.4 37.145 7 49 48.9 161.838 48 47.9 667.571 49 48.8 637.36
scc_rt_uae 4 757 6 6 1.900 99 6 6 2.195 19 6 6 14.788 5 6 6 1.191 63
web-spam 4 767 15 999 15 776.7 1 236.32 16 001 15 902.6 975.142 15 864 15 654 1 618.82 15 959 15 896.5 967.254
scc_rt_p2 4 785 7 7 0.773 178 7 7 1.486 63 7 7 10.850 8 7 7 0.025 6
inf-power 4 941 3 117 3 096.6 1 335.69 3 115 3 094.9 1 281.2 3 091 3 067.9 1 751.24 3 272 3 259.6 832.905
scc_rt_libya 5 021 11 11 11.757 6 11 11 8.698 16 11 10.5 156.416 11 11 5.471 65
scc_rt_http 5 691 1 1 0.463 592 1 1 1.495 63 1 1 0.074 111 1 1 0.030 362
scc_rt_ksa 5 775 8 8 19.644 7 8 8 45.905 1 8 7.5 399.028 8 8 10.745 3
scc_rt_dash 5 968 16 16 27.134 9 16 16 39.285 2 16 15.2 267.532 16 16 17.632 1
ca-Erdos992 6 100 3 461 3 409.7 1 647.55 3 460 3 415 1 284.71 3 462 3 379.6 1 702.85 3 556 3 525.7 1 364.03
socfb-MIT 6 402 96 166 96 065.6 771.581 96 224 96 114.9 767.943 94 824 94 022.3 1 401.37 96 324 95 782.3 1 090.64
socfb-CMU 6 621 97 886 97 421.6 1 019.58 97 995 97 282 872.456 97 673 95 765.7 1 508.31 98 333 97 793.1 1 378.25
scc_rt_qatif 6 718 5 5 2.561 36 5 5 3.652 22 5 5 97.732 1 5 5 0.322 374
scc_rt_saudi 6 805 30 30 84.926 4 30 30 45.685 30 29.2 250.653 30 30 46.104 6
ia-reality 6 809 3 625 3 442.6 1 776.06 3 671 3 441.1 1 723.1 3 655 3 643.5 1 072.24 3 709 3 689.5 1 136.8
scc_reality 6 809 1 481 5631.48E+06 376.127 1 481 6681.48E+06 385.83 1 481 6681.48E+06 385.83 1 493 5351.49E+06 1 216.98
bio-dmela 7 393 9 966 9 791.6 1 472.74 9 959 9 830.5 1 041.24 9 713 9 662.1 1 636.57 10 080 10 046.5 1 073.06

tech-WHOIS 7 476 24 076 23 807.1 919.897 24 175 23 882.5 749.322 23 160 22 886.1 1 552.31 23 456 23 232.5 948.36
scc_rt_onedirection 7 704 93 93 24.524 4 93 93 7.306 07 93 92.6 378.419 93 93 8.587 52
scc_rt_mittromney 7 850 48 48 206.992 48 48 141.92 43 42.7 321.16 48 47.9 658.531
scc_rt_gmanews 8 330 372 372 143.041 372 372 412.899 372 367.5 520.333 372 372 272.653
scc_twitter-copen 8 580 143 861 143 505 152.601 143 983 143 683 633.775 142 625 141 896 1 410.88 144 561 144 432 835.622
scc_rt_justinbieber 9 364 138 138 52.727 6 138 138 88.4 138 136.7 268.388 138 138 285.221
scc_rt_barachobama 9 551 87 87 90.681 5 87 87 76.407 7 87 84.2 506.641 87 87 11.643 8

scc_rt_lolgop 9 742 1 670 1 669.9 272.862 1 670 1 670 347.313 1 668 1 658.5 1 229.04 1 670 1 666 1 063.69
socfb-Duke14 9 885 200 002 199 176 110.891 199 939 198 851 88.696 206 795 202 648 1 796.41 207 089 204 951 380.834

scc_infect-dublin 10 972 87 096 86 558.4 971.972 87 085 86 710 738.878 86 814 86 332.1 1 799.55 87 357 86 801.4 1 127.91
ca-HepPh 11 204 53 493 52 311.1 1 197.16 53 272 52 275.9 1 050.87 46 203 45 664.1 1 799.58 47 414 46 835.2 1 029.91

web-indochina-2004 11 358 22 518 22 385.7 145.895 22 513 22 394.9 329.941 22 562 22 392.6 1 784.27 22 868 22 706.1 583.901
socfb-Stanford3 11 586 218 610 218 222 322.056 218 584 218 357 451.828 215 119 213 164 1 799.33 223 509 219 717 268.873
web-BerkStan 12 305 9 349 9 331.3 1 145.77 9 373 9 334.4 1 214.15 8 984 8 947.7 1 798.91 9 438 9 413.9 1 603.31
socfb-UCSB37 14 917 195 217 191 673 676.15 195 356 191 089 405.133 163 929 161 817 1 799.24 196 517 194 156 804.854

web-webbase-2001 16 062 12 459 12 356 1 765.74 12 496 12 381.1 1 776.32 9 696 9 540.7 1 799.18 12 465 12 308.7 834.545
socfb-Uconn 17 206 241 198 240 350 851.68 241 556 240 240 830.9 188 970 187 443 1 798.94 243 154 236 876 432.319
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表 A1    IRLTS算法与 3个对比算法的具体实验结果 (续) 

Graph |V|
GVNS MS-GVNS RLTS IRLTS

best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s) best avg time (s)
ca-AstroPh 17 903 84 743 84 059.1 1 184.88 84 718 84 236.5 1 380.05 70 004 69 017.1 1 798.81 84 398 83 295.5 702.451
scc_retweet 18 469 23 929 23 850.4 1 153.27 23 931 23 871.3 963.443 23 238 23 011.6 1 576.7 23 509 23 429.3 1 040.42
socfb-UCLA 20 453 297 857 297 632 1 747.67 297 891 297 570 1 696.57 228 443 223 907 1 799.18 302 939 300 062 748.105
ca-CondMat 21 363 40 538 40 401 1 680.06 40 582 40 270.2 1 702.69 29 103 28 916 1 798.62 40 624 40 056.9 1 416.76

socfb-Berkeley13 22 900 335 388 335 108 1 664.1 335 650 334 978 1 739.75 241 661 239 034 1 798.55 335 001 333 342 254.17
socfb-Wisconsin87 23 831 332 110 324 438 1 497.43 330 792 325 030 1 459.98 237 930 236 161 1 798.55 332 495 329 405 360.272
tech-as-caida2007 26 475 22 254 21 579.3 1 794.99 22 346 21 878 1 787.48 15 761 15 562.8 1 797.88 22 828 22 175.7 1 581.78
soc-epinions 26 588 42 309 42 029.2 1 793.39 42 293 42 019.4 1 791.28 31 843 31 344.9 1 798.48 43 448 41 597.7 1 027.66
socfb-Indiana 29 732 525 273 523 775 487.74 525 284 524 618 640.503 348 112 345 554 1 798.1 524 038 520 644 565.095
socfb-Uillinois 30 795 503 654 502 679 515.352 503 252 502 384 543.957 339 412 336 811 1 796.74 514 123 507 966 632.508
ia-email-EU 32 430 22 377 22 056.4 1 758.23 22 177 21 883.3 1 759.53 16 171 15 996.4 1 798.06 23 310 22 939.6 1 163.54
ia-enron-large 33 696 75 810 73 915.8 1 795.45 75 963 73 844 1 790.07 50 093 49 768.2 1 795.14 77 220 75 643.4 687.118
socfb-UF 35 111 572 593 571 216 1 583.62 572 109 571 256 1 448.53 377 413 376 160 1 795.25 583 203 575 653 888.747

socfb-Texas84 36 364 598 625 595 042 1 792.26 597 885 594 984 1 797.86 404 704 402 492 1 792.37 597 446 594 262 566.696
tech-internet-as 40 164 35 986 34 731.2 1 784.82 35 889 34 828.3 1 778.34 22 663 22 576.8 1 796.15 36 852 34 969.5 1 583
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sc-nasasrb 54 870 639 862 634 755 1 390.57 637 975 631 671 1 789.37 330 305 329 221 1 789.57 642 004 633 975 1 670.38

soc-brightkite 56 739 92 118 90 939.6 1 795.72 91 910 91 132.3 1 790.73 54 401 54 001.9 1 759.43 95 116 92 361.3 1 043.95
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模型的诊断.
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