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摘　要: 社会法则是在多 Agent 系统中为确立某种目标属性而对各个 Agent 实施的行为限制集合. 在 Agent 具有

“个体理性”及“私有信息”的“策略情况”下, 社会法则合成问题不应建模成通常的优化问题, 而应建模成算法机制设

计问题. “最小化副作用”经常是社会法则需要满足的基本要求. 从博弈论的角度来看, “最小化副作用”与“最大化社

会福利”的概念紧密相关, 可以将“最小化副作用的社会法则合成”建模为一种效率机制设计问题. 不仅需要为给定

目标属性找到有效且社会福利最大的社会法则, 还需要向 Agent支付适当的金额, 以实现激励相容性和个体理性.
首先基于 VCG机制设计一种名叫 VCG-SLM的效率机制, 证明它可满足所有必需的形式属性. 然而, 由于发现可

证明该机制的计算是一个 FPNP-完全问题, 针对性地提出该机制的一种基于整数规划的实现方式 VCG-SLM-ILP,
基于 ATL语义将分配及支付的计算转化为整数规划, 并严格地证明其正确性, 从而可有效利用目前已非常成熟的

工业级整数规划求解器, 成功解决棘手的机制计算问题.
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Abstract:  A  social  law  is  a  set  of  restrictions  on  the  available  actions  of  agents  to  establish  some  target  properties  in  a  multiagent  system.
In  the  strategic  case,  where  the  agents  have  individual  rationality  and  private  information,  the  social  law  synthesizing  problem  should  be
modeled  as  an  algorithmic  mechanism  design  problem  instead  of  a  common  optimization  problem.  Minimal  side  effect  is  usually  a  basic
requirement  for  social  laws.  From  the  perspective  of  game  theory,  minimal  side  effect  closely  relates  to  the  concept  of  maximum  social
welfare,  and  synthesizing  a  social  law  with  minimal  side  effect  can  be  modeled  as  an  efficient  mechanism  design  problem.  Therefore,  this
study  not  only  needs  to  find  out  the  efficient  social  laws  with  maximum  social  welfare  for  the  given  target  property  but  also  pays  for  the
agents  to  induce  incentive  compatibility  and  individual  rationality.  The  study  first  designs  an  efficient  mechanism  based  on  the  VCG
mechanism,  namely  VCG-SLM,  and  proves  that  it  satisfies  all  the  required  formal  properties.  However,  as  the  computation  of  VCG-SLM
is  an  FPNP-complete  problem,  the  study  proposes  an  ILP-based  implementation  of  this  mechanism  (VCG-SLM-ILP),  transforms  the
computation  of  allocation  and  payment  to  ILPs  based  on  the  semantics  of  ATL,  and  strictly  proves  its  correction,  so  as  to  effectively
utilize  the  currently  mature  industrial-grade  integer  programming  solver  and  successfully  solve  the  intractable  mechanism  computing
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problems.
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社会法则 (social law) 最初由 Shoham 等人 [1,2] 作为一种协同多 Agent 系统的离线方法提出, 文献 [3−5]
进一步引入了模态和时态逻辑的形式系统, 扩展了社会法则的原始框架, 特别是引入了能对多 Agent系统进行描

述与验证的交互时态逻辑 (alternating-time temporal logic, ATL)[6,7]及其变种, 从而能更好地表示协同目标, 建模并

发行动. 尽管文献中提出的各种社会法则具有不同的技术细节, 但是他们均拥有一些共同的基本特征, 即社会法则

是对 Agent 可用行动的一个约束集. 通过施加这些约束, 期望一些目标属性在系统中得到满足 [8], 例如保证某些

Agent能可靠地访问某些资源、避免死锁的发生等.
信息的不完全性及 Agent的理性行为近年来引起了广泛的关注, 但是却缺失于社会法则的现有框架. 这样的

理性 Agent总是试图最大化自身的效用, 给社会法则合成带来了一些前所未有的根本挑战.
1) 尽可能少地修改原有系统, 即最小化副作用 [9,10], 是社会法则通常被期望满足的基本属性. 在原始的文献中,

最小化副作用被表述为最少化 Agent被禁止的可行行动的总数. 而这显然可以被更一般地建模为最大化 Agent对
最终系统结构属性的估值和. 但是如果这些估值被 Agent作为私有信息的形式掌握时, 我们并不能直接确定哪个

社会法则是最优的.
2) Agent 选择服从社会法则当且仅当这是有利可图的. 有必要在实施社会法则时考虑每个 Agent 的得失, 而

不是简单地将其作为硬性约束实现 [1,2,8]. 一般可以考虑向各个 Agent支付一定的金额, 以保证其获得非负的利润.
但是由于 Agent的估值函数是其私有信息, 我们并不能确定应当向各个 Agent支付多少钱.

上述事实意味着, 在信息不完全以及 Agent具有理性行为的策略环境下, 社会法则合成并不适合被建模为通

常的优化问题, 一些必要的 Agent私有信息必须首先被正确地导出并加以有效利用. 我们发现这个问题可以很自

然地在算法机制设计 (algorithmic mechanism design)[11−13]的理论框架下寻求解决方案: 求分配及支付规则 (函数),
该规则被确立并公布后, 接受各 Agent同时投标 (汇报)自己的估值函数, 进而输出一个满足最优化目标的有效社

会法则, 并为每个 Agent确定一个合适的支付金额以保证所有的 Agent诚实汇报是其最优选择. 在上述框架下, 问
题转化为寻求 Agent的结构估值的紧凑表示方法, 使其能在投标中被 Agent高效、清晰地表述; 正确地设计分配

函数及支付函数, 实现优化目标并激励 Agent诚实投标、主动服从得到的社会法则的约束; 找出计算分配及支付

函数的有效算法, 使其能适用于社会法则合成的应用环境. 这些问题正是将机制设计引入社会法则领域的核心问

题与关键挑战.
本文围绕上述核心问题展开, 取得的主要进展如下.
1) 证明在基于交互时态逻辑 ATL 的社会法则合成问题中, 任何不区分交互互模拟 (alternating bisimulation)

等价结构 [14,15]的估值函数均可被等价地表示为“公式-数值”对的集合. 由于互模拟等价实质上描述的是数学上的

等价关系, 这意味着我们为通常情况下的估值函数均找出了一种具有良好理论基础的紧凑表示方法.
2)发现策略情况下的社会法则合成可被建模成一类特殊的效率机制设计问题, 其中供选择的社会法则实质上

是一种非独占、非竞争的公共货物 (public goods)[16], 且 Agent对社会法则的估值可正可负. 对于该类问题著名的

VCG (Vickrey-Clarke-Groves) 机制 [16−18]显然能提供一种激励相容的解决方案, 但是如何保证个体理性 (所有

Agent均自发服从机制)并无已知解决方案. 然而我们进一步证明了基于 Clarke基准规则 (Clarke pivot rule)[16]可
设计一种使所有 Agent服从机制是纳什均衡的支付规则, 这意味着没有 Agent会单方面地脱离机制的约束——这

仍然是一种有意义的个体理性保证.
3)证明上述机制的计算是是 FPNP-完全的, 这意味着不能期望为分配与支付的计算找到多项式时间复杂度的

算法. 我们将分配与支付的计算转化为整数规划来实现, 基于 ATL的语法及语义系统地导出了整数规划的优化目

标函数及约束集, 并严格地证明了其正确性以及多项式的时间复杂度. 由于整数规划是一类已被深入研究的难计

算问题, 已有许多成熟的工业级整数规划求解器, 这实际上为上述机制的计算问题设计了一种现实可行的算法; 同
时也为进一步的近似机制的研究奠定了良好的基础.
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4) 鉴于求解整数规划往往不能得到精确的社会福利最大的分配, 而这会损害 VCG 机制的激励相容性, 本文

基于 Nisan等人 [19]提出的再次机会机制 (second chance mechanism)实现了一种克服该问题的机制.
本文第 1节介绍相关的背景知识, 包括 ATL逻辑及社会法则, 并总结现有的相关工作. 第 2节导出一种紧凑

的估值函数表示方法, 将策略情况下的社会法则合成问题建模成一类面向公共货物的效率机制设计问题, 并提出

一种满足激励相容及个体理性的机制. 第 3节研究上述机制的计算复杂性, 针对性地提出一种基于整数规划的实

现方法. 第 4节总结全文, 并对未来值得关注的研究点进行探讨.

 1   研究背景

 1.1   交互时态逻辑

交互时态逻辑 ATL扩充了经典的计算树逻辑 (computation tree logic, CTL)[20], 是一种已被深入研究的用于对

并发博弈结构 (concurrent game structure, CGS)进行描述、推理与验证的逻辑. 而并发博弈结构被认为是一种置身

于外部环境中、行动的效果具有不确定性的开放系统的通用模型 [6,7].

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩定义 1 (并发博弈结构). 并发博弈结构可表示为元组   , 包含如下组件.

Ag = [k] = {1, . . . ,k}1) Agent集合   .

Q qs ∈ Q2) 状态的有限集   , 其中   为初始状态.
Π3) 命题符的有限集   .

π q ∈ Q π(q) ⊆ Π4) 标注函数    (为每个状态   指定一个在该状态为真的命题符集   ).
ε i ∈ Ag q ∈ Q i ε(i,q)

q ∈ Q ⟨ j1, . . . , jk⟩ ji ∈ ε(i,q) i

D(q) q ε(1,q)× . . .×ε(k,q)

5) 行动函数    (为每个 Agent    以及每个状态   指定 Agent    在该状态下可用的行动集合   . 我们

假定该集合为非空集合; 所有 Agent 在任意状态   的联合行动为元组   , 其中   为 Agent    采

取的行动;    表示状态   上的联合行动空间   ).
δ q ∈ Q ⟨ j1, . . . , jk⟩ ∈ D(q) δ(q, j1, . . . , jk) ∈ Q q

⟨ j1, . . . , jk⟩
6) 状态转换函数    (对于每个状态   以及每个联合行动   ,    为在状态   执

行联合行动   导致的下一状态).

A ⊆ Ag

Ag \A Ag ∅

在并发博弈结构中, 环境的概念是相对的, 任意 Agent集合   均可被看作一个联盟, 同时剩下的 Agent (即
 )表示该联盟所处的环境. 由所有 Agent组成的联盟   叫做宏联盟 (grand coalition), 其所处的环境是空集   .

m⃗ ⟨ j1, . . . , jk⟩ m⃗A A ⊆ Ag

DA(q) q m⃗|A m⃗

m⃗|A = m⃗A m⃗A i ∈ A m⃗A[i] = m⃗[i]

我们将用符号   来表示 (所有 Agent的)联合行动   ; 用   来表示联盟   的联合行动 (或者被叫

作 A-行动). 为了表述的方便, 我们通常把 A-行动看作行动的向量 (其中行动按所属 Agent的 ID从小到大排列), 而
不是看作行动的集合. 此外, 我们还用   来表示在状态   下所有可能的 A-行动; 并且用   表示   中联盟 A 的

联合行动, 即   , 其中   是一个 A-行动, 且对于任意的   , 我们均有   .
关于并发博弈结构的一些重要概念可定义如下.

q q′ q′ q q m⃗

q′ = δ(q, m⃗) qδq′ q′ q

1) 对于两个状态   和   ,    被称为   的后继 (或者被称为一个   -后继) 当且仅当存在一个联合行动   使得

 . 我们用   表示   为   的后继.

λ = q0,q1,q2, . . . S i ⩾ 0 qi+1 qi2) 一个状态序列   称作   的一个计算当且仅当对于每一个   , 状态   都是   的后继.

q q λ i (i ⩾ 0) λ[i] λ[0, i] λ[i,∞]

λ i λ q0,q1, . . . ,qi λ qi,qi+1, . . .

3) 从状态   开始的一个计算称为一个   -计算. 对于计算   和位置   , 我们用   ,    和   来分别

表示   的第   个状态,    的前缀   和   的后缀 

a fa ∈ Σ λ ∈ Q+ λ q

fa(λ) ∈ ε(a,q)

4) Agent    的策略   是从有限非空的状态序列   到行动的函数映射: 如果   的最后一个状态是   , 则
有   .

q ∈ Q A ⊆ Ag m⃗A out(q, m⃗A)

q′ out(q, m⃗A) m⃗ ∈ D(q) m⃗|A = m⃗A σ(q, m⃗) = q′
5) 在状态   , 联盟   的联合行动   的结果被记作   , 包括此联合行动可能导致的所有下一

状态. 状态   在   中当且仅当   , 使得   且   .

A ⊆ Ag A

A FA q ∈ Q FA

out(q,FA) λ = q0,q1,q2, . . . out(q,FA) q0 = q i

6) 对于每一个联盟   , 如果其中每个 Agent采取一个策略, 那么所有这些策略的集合就被称为一个   的

联合策略 (或者被称为一个   -策略), 记作   . 在任意状态   上, 联合策略   的结果是一个包含所有的它可能

导致的计算的集合, 记作   . 计算   在   中, 当且仅当   , 且对于任意   存在联合行
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⟨ j1, . . . , jk⟩ ∈ D(qi) a ∈ A ja = fa(λ[0, i]) δ(qi, j1, . . . , jk) = qi+1动   , 使得 (1)对于所有的 Agent    ,    ; (2)    .

∃ ∀
α 《》 《A》ψ A A

ψ A ψ

由以上定义可以看出, 并发博弈结构实质上描述的是多 Agent系统的状态转换: 在每个状态各个 Agent可以

同时选择一个行动, 得到的行动组合决定系统的下一状态. ATL把 CTL中经典的路径选择量词   和   替换成用以

表示   -效力的路径选择量词   .    表示联盟   有一个联合策略, 使得不管联盟   之外的 Agent采取什么行

动,    都能成立——也就是说联盟   中的 Agent通过合作能克服环境的影响, 可靠地使   被满足.
Π Ag = {1, . . . ,k}定义 2 (ATL 语言). 令   为命题的有限集且   为 Agent的有限集, ATL公式可由以下语法生成:

φ ::= p|¬φ|φ1∨φ2|《A》⃝φ|《A》□φ|《A》φ1Uφ2,

p ∈ Π A ⊆ Ag LATL其中,    是一个命题符,    是一个 Agent联盟. ATL语言   为所有合法 ATL公式的集合.
《》 ⃝ □ U 《{a1, . . . ,an}》

《a1, . . . ,an》《∅》 《》 ∧ → ↔ ¬ ∨
《A》♢ φ 《A》⊤Uφ ♢

算子   是路径选择量词,    (“下一状态”),    (“总是”), 和   (“直到”) 是时态算子.    可简写成

 ,    可简写成   . 额外的布尔连接符, 如   、   、   等, 可采用通常的方式由   和   定义出来.与
CTL类似,    可看作   的缩写, 其中   (“最终”)也是时态算子.

S q φ S , q ⊨ φ S

q ⊨ φ ⊨ q

定义 3 (ATL 语义). “并发博弈结构   的状态   满足公式   ”可表示为   . 当   可由上下文清楚地确定时,
它可被省略并写作   . 关系   可关于所有的状态   定义如下.

p ∈ Π q ⊨ p p ∈ π(q)1) 对于所有   ,    当且仅当    .

q ⊨ ¬φ q ⊭ ¬φ2)    当且仅当    .

q ⊨ φ1∨φ2 q ⊨ φ1 q ⊨ φ23)    当且仅当    或   .

q ⊨《A》⃝φ A FA λ ∈ out(q,FA) λ[1] ⊨ φ4)    当且仅当存在一个   -策略   , 使得对于每个计算   , 都有   .

q ⊨《A》□φ A FA λ ∈ out(q,FA) i (i ⩾ 0) λ[i] ⊨ φ5)    当且仅当存在一个   -策略   , 使得对于每个计算   和位置   , 都有   .

q ⊨《A》φ1Uφ2 A FA λ ∈ out(q,FA) i (i ⩾ 0)

λ[i] ⊨ φ2 j (0 ⩽ j < i) λ[ j] ⊨ φ1

6)    当且仅当存在一个   -策略   , 使得对于每个计算   存在一个位置   , 使得

 ; 并且对于所有的位置   , 都有   .
⃝ q ⊨  《A》⃝φ A m⃗A q′ ∈ out(q, m⃗A) q′ ⊨ φ

《A》 [[A]] [[A]]ψ A ψ ψ

q ∈ Q A Λ A FA Λ∩out(q,FA) , ∅ ¬《A》⃝
¬φ [[A]]⃝φ ¬《A》♢ ¬φ [[A]]□φ ¬《A》□¬φ [[A]]♢φ

注意, 算子   是局部性的, 等价地有:    当且仅当存在   -行动   , 对于任意   , 都有   .
算子   的对偶形式是   ,    的含义是“联盟   中的 Agent不能通过合作来使   不被满足 (它们不能避免   )”.
在状态   联盟   不能避免一个计算的集合   当且仅当对于所有   -策略   ,    .可把 

 写作   , 把   写作   , 把   写作   .
S q S , q ⊨ φ φ ⊨ φ如果对于任意并发博弈结构   , 任意其上的状态   , 均有   成立, 那么我们就说   是有效的, 记为   .

 1.2   社会法则

社会法则可基于交互时态逻辑 ATL 进行形式化: 将多 Agent 系统的交互建模为并发博弈结构, 将需要在多

Agent系统中实现的目标属性表述为 ATL公式, 验证系统是否满足目标属性的问题可由 ATL模型检测解决. 社会

法则可被定义为在各个状态下对各个 Agent的可用行动的约束.一个对某个属性 (ATL公式)有效的社会法则实质

上将原并发博弈结构转化为新的并发博弈结构, 其中目标属性被初始状态满足.

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ η

∀i ∈ Ag,q ∈ Q : η(i,q) ⊂ ε(i,q)

定义 4 (社会法则). 并发博弈结构    的一个社会法则为一个行为约束   , 定义为一个函数

 .

η(i,q) ηi(q) ε(i,q) εi(q)注意, 在后文中为了书写更加简洁, 我们也把   记作   , 把   记作   .

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ η S †η S ′ = ⟨k,Q,qs,Π,π,

ε′, δ′⟩ ∀i ∈ Ag,q ∈ Q : ε′i(q) = εi(q) \ηi(q) δ′ δ ε′

∀i ∈ Ag, q ∈ Q :

ηi(q) , εi(q) S †η

实际上在并发博弈结构   上实施一个社会法则   得到的新结构   为 

 其中   ,    为把   的定义域限制到   定义的子空间后的结果. 直观地, 在一个

并发博弈结构上实施一个社会法则即为从该结构上删去所有被该社会法则限制的行动. 我们要求 

 以保证在得到的新结构中每个状态均有至少一个后继, 这也保证了新结构   仍是一个并发博弈结构.

φ ∈ LATL φ

S †η,qs ⊨ φ η

社会法则合成总是为了满足一个预先定义的协同目标   , 即使公式   在新并发博弈结构的初始状态上

得到满足; 如果   , 那么我们说   是一个有效社会法则 (effective social law). 在朴素的非策略情形, 社会法

则被实现为针对 Agent 行动的硬性约束, 我们可以简单粗暴地通过搜索解空间的方式找出有效社会法则, 文
献 [3,4]已系统地研究这种情况.
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 1.3   相关工作

由于不同的逻辑系统可以提供不同的语义结构或符号语言, 可分别建模不同的多 Agent系统或描述不同的协

同目标. 尝试使用不同的逻辑以及相应的模型检测技术来实现社会法则是该领域的重要研究内容. 例如使用更简

单的 CTL语言来表示协同目标, 简化 van der Hoek等人 [3]的理论框架, 导出一些更深入的理论结果 [8,21−24]; 使用交

互时态认知逻辑 (alternating-time temporal epistemic logic, ATEL)[25]来表示协同目标, 实现表示 Agent之间对于“知
识”的协同需求: 如“某个 Agent能为另一个 Agent带来某种知识”或者“如果某个 Agent知道某件事, 那么它将以某

种特定的方式行动”[26]; 将约束作用于 Agent联盟的联合行动而非单个 Agent的行动, 得到一种新的语义结构, 针
对性地设计逻辑 Co-ATL, 并基于此实现一种能更灵活地对系统进行修改的社会法则 [4,27,28].

如何使自主 Agent自觉服从社会法则的约束也是该领域被集中探讨的基础性问题.自从 Shoham等人 [1,2]提出

社会法则开始, 该项研究就存在着“所有 Agent都将无条件遵守社会法则”的假设, 并把放宽这项假设作为一个亟

待解决的问题. van der Hoek等人 [3]提到“为什么一个理性且自利的 Agent在明知会获得较低收益的情况下要选择

服从一个社会法则”是社会法则研究涉及到的悖论之一. 因此, “Agent遵守一个社会法则的驱动机制是什么?”“如
果有些 Agent不遵守社会法则会发生什么?”“系统对不遵守社会法则的 Agent的鲁棒程度如何?”等成为需回答的

基本问题. 针对这些问题, Binmore 等人 [29,30]从博弈论的角度对社会法则展开研究, 力图解释为什么在自利的

Agent组成的多 Agent系统中可以存在社会法则;在引入逻辑对社会法则重新进行形式化后, Ågotnes等人进行的

一系列关于“服从性 (compliance)”的研究是这方面的重要工作, 如Ågotnes等人 [8]为每个 Agent关联一个层次化的

目标集, 并据此定义效用函数, “是否服从一个社会法则的约束”则被定义为 Agent可选择执行的两个行动, 从而所

有 Agent 对行动的决策就成为一个博弈问题; 文献 [22] 在文献 [8] 的基础上研究了社会法则鲁棒性的相关问题;
而文献 [23]则进一步提出了一种度量 Agent对某个规范系统的是否成功的影响能力的方法.

本文的工作主要是从一个新的视角对社会法则合成问题进行探讨, 关注的主要问题是“在 Agent掌握私有信

息并且具有最求最大自身效用的理性行为时, 如何可靠地合成对给定协同目标有效且能最大化社会福利 (social
welfare)的社会法则”, 我们发现该问题可以转化为一个算法机制设计问题, 而亟待实现的 Agent对社会法则的自

觉服从性可以被完美地建模为机制设计中的个体理性 (individual rationality), 即使服从社会法则的效用高于不服

从社会法则的效用. Bulling等人 [31,32]引入了规范机制设计的概念, 乍看之下与我们的工作颇为相似, 但实际上有

根本的区别. 在 Bulling等人的框架中的机制设计概念与传统情况有所不同, 它假定 Agent的偏好是公开信息, 实
际上没有私有信息的概念. 而且, 他们仍然将社会法则定义为硬性约束. 这意味着 Bulling等人的工作从研究动机、

研究目标到方法体系都与本文基于算法机制设计的工作有着本质的区别. 本文工作与现有社会法则相关工作的区

别还在于本文基于 ATL语义导出了一种基于整数规划的算法, 并严格证明了其正确性, 而现有相关工作大多止于

对问题计算复杂性的探讨 [3].
博弈论 (game theory)与机制设计 (mechanism design)是经济学的传统研究方向. 简而言之, 博弈 (game)是一

种理性个体策略交互的数学模型; 博弈论给出分析博弈的一套方法; 机制设计则给出设计博弈的一套方法. 在显示

原理 [12]等支柱性定理的作用下, 机制设计往往等同于“诚实拍卖设计 (truthful auction design)”, 即设计激励竞拍者

诚实汇报自己的估价的拍卖规则. 算法机制设计的初衷是把机制设计的概念与方法融入并改进传统算法的理论框

架 (从而得到一种“算法机制”)使其解决问题的同时能提供正确的激励、适用于理性个体组成的多 Agent系统的

相关优化问题 [12,33]. 本文工作是将上述研究思路实践于社会法则合成问题的一次尝试, 这进一步拓展了算法机制

设计的应用领域. 优化目标是区分机制设计问题的一个重要方面. 以社会福利最大为目标的 “效率机制设计问题”,
如路径拍卖 [34−37]、最小生成树拍卖 [38−40]以及 1990年代开始的美国联邦通信局的频谱拍卖衍生出的组合拍卖 [19,41]

等, 均可以用著名 VCG (Vickrey-Clarke-Groves)机制 [16−18]解决. 虽然该机制不具备多项式时间的实现 [42], 但是有

时可以设计计算可行的近似机制, 以获得接近全局最优的社会福利 [42,43]. 狭义的“最优机制设计”指以收益最大化

(revenue maximization)[44]为优化目标的机制设计问题; 而广义上它可泛指任何优化目标或约束与拍卖者的支付有

关的机制设计问题 [45−48]. 我们发现社会法则合成中考虑的“最小化副作用”可被建模为“社会福利最大”, 从而使考

虑最小化目标的社会法则合成问题成为一类典型的效率机制设计问题, 同时社会法则所拥有的独特的作为公共货

物的性质、可正可负的估值函数以及对个体理性的需求使该效率机制设计问题具有新颖性. 最优机制设计具有更
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强的挑战性, 是当前的研究热点, 为社会法则的其他优化目标的实现提供了有效的理论基础, 我们将在后续的工作

中对其进行探讨.

 2   社会法则合成机制

 2.1   Agent 的效用模型

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ SLS S

WS = {S ′|∃η ∈ SLS : S †η = S ′} SLS WS

我们将并发博弈结构   上的所有可能社会法则的集合记为   , 将所有可由   实施社会

法则转换而得的并发博弈结构记为   . 显然,    及   均为有限集.

S ′ ∈WS vi(S ′) ∈ R+定义 5 (结构估值). 任意 Agent i 对任意结构   均具有一个估值   .

vi S ′ ∈WS

WS

描述估值函数   要求为每个   赋予一个值, 朴素的方法将消耗大量的空间且不便于在投标中被 Agent
表述. 接下来我们将试图导出一种用于紧凑表示估值函数的方法.首先, 基于文献 [14,15]的工作, 我们可以在 

中的任意两个并发博弈结构的状态集之间定义一种互模拟关系.注意, 在接下来的定义中, 我们用不同的上标来区

分来自不同并发博弈结构的组件.

S 1 = ⟨k,Q1,q1
s ,Π

1,π1, ε1, δ1⟩ S 2 = ⟨k,Q2,q2
s ,Π

2,π2, ε2, δ2⟩
Ag = {1, . . . ,k} Z ⊆ Q1×Q2

q1
sZq2

s q1Zq2

定义 6 (交互互模拟关系). 令   及   为任意两个基于同一多

Agent集合   的并发博弈结构, 任意二元关系   被叫做一个交互互模拟 (alternating bisimula-
tion)关系, 当且仅当   且对于任意   有:

π1(q1) = π2(q2)1)    .

A ⊆ Ag m⃗1
A ∈ D1

A(q1) m⃗2
A ∈ D2

A(q2) q2
x ∈ out(q2, m⃗2

A)

q1
x ∈ out(q1, m⃗1

A) q1
xZq2

x

2) 对于每个联盟   , 以及每个联合行动   , 存在   满足对于任意的   ,

存在   , 使   .

A ⊆ Ag m⃗2
A ∈ D2

A(q2) m⃗1
A ∈ D1

A(q1) q1
x ∈ out(q1, m⃗1

A)

q2
x ∈ out(q2, m⃗2

A) q1
xZq2

x

3) 对于每个联盟   , 以及每个联合行动   , 存在   满足对于任意的   ,

存在   , 使   .

S 1 S 2

S 1 S 2 S 1⇌ S 2

直觉上, 互模拟关系在数学和计算中都表达了非常自然的等价概念. 如果   和   之间存在交互互模拟关系,
我们就说两个结构   和   是交互互模拟等价的, 记作   .

S 1 S 2 S 1⇌ S 2 q1Zq2 φ定理 1[14]. 对于两个并发博弈结构   和   , 若   且   , 那么对于任意 ATL公式   有:

S 1,q1 ⊨ φ S 2,q2 ⊨ φ    当且仅当    .
上述结论实际上反映了 ATL语言表达能力的限度, 对于任意两个交互互模拟等价的并发博弈结构, 存在交互

互模拟关系的状态上一定满足相同的 ATL公式, 这意味着 ATL语言不能区分满足交互互模拟关系的状态.
定理 2 (表示定理). 以下两项是等价的:

vi ∀S 1,S 2 ∈WS S 1⇌ S 2

vi(S 1) = vi(S 2)

1) 结构估值函数   不区分交互互模拟等价的并发博弈结构, 即满足: 对于   , 若   , 那么有

 .

Fi = {(φ1,c1)i, . . . , (φk,ck)i} k ∈ N ∀ j ∈ {1, . . . ,k} : φ j ∈ LATL c j ∈ R+

S ∈WS

2) 存在一个特征集合   , 其中   ,    ,    , 满足对于任意

 有:

vi(S ) = σ(Fi,S ) =
∑

(φ j ,c j)i∈Fi;S ,qs⊨φ j

c j.

1)⇒ 2) S

SLS ≃
证明: “   ”: 由于并发博弈结构   中具有有限的 Agent 及有限的状态, 且在任意状态任意 Agent 具有有

限的可用行动,    是社会法则的有限集.我们可以在该集合中定义二元关系   :

∀η1,η2 ∈ SLS ,η1 ≃ η2 S †η1⇌ S †η2    当且仅当    .
≃ E = {η1, . . . ,ηm}
η ∈ SLS η j ∈ E S †η⇌ S †η j η j,ηl ∈ E S †η j⇌ S †ηl j = l

显然   满足自反、对称及传递性, 因而是一个等价关系. 令   为该等价关系的一个等价类, 于是

对于任意   , 一定存在   , 满足   ; 且对于任意   ,    当且仅当   .

j, l ∈ {0, . . . ,m} j , l S †η j S †ηl ψ j−l因此, 对于任意   , 且   ,    与   不满足交互互模拟等价, 故存在 ATL公式   满足:

S †η j,qs ⊨ ψ j−l S †ηl,qs ⊭ ψ j−l   且    .

Fi = {(φ1,c1)i, . . . , (φm,cm)i}我们可以定义特征集   , 其中:
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∀1 ⩽ j ⩽ m : φ j = ∧
l, j
ψ j−l,c j = v(S †η j).

φ j S †η j WS易见, 任意   均是一个我们构造出来的仅被   的初始状态满足, 但不被   中任何其他并发博弈结构的初

始状态满足的公式, 即有:
S †η j,qs ⊨ φl j = l   当且仅当    ,

而这可以导出:

∀η j ∈ E : vi(S †η j) = c j =
∑

(φx ,cx)i∈Fi:S †η j ,qs⊨φx

cx = σ(Fi,S †η j); 且

∀η < E : ∃η j ∈ E,vi(S †η) = vi(S †η j) = c j =
∑

(φx ,cx)i∈Fi:S †η j ,qs⊨φx

cx =
∑

(φx ,cx)i∈Fi :S †η,qs⊨φx

cx = σ(Fi,S †η).

S ∈WS vi(S ) = σ(Fi,S )也就是说, 对于任意的   , 我们都可以得到   .
1)⇐ 2) ∃S 1,S 2 ∈WS S 1⇌ S 2 vi(S 1) , vi(S 2)“   ”: 假设   ,    , 且   .

Fi = {(φ1,c1)i, . . . , (φk,ck)i}由于存在   满足:

vi(S 1) = σ(Fi,S 1) =
∑

(φ j ,c j)i∈Fi;S 1 ,qs⊨φ j

c j且vi(S 2) = σ(Fi,S 2) =
∑

(φ j ,c j)i∈Fi;S 2 ,qs⊨φ j

c j.

vi(S 1) , vi(S 2)   能导出: ∑
(φ j ,c j)i∈Fi ;S 1 ,qs⊨φ j

c j ,
∑

(φ j ,c j)i∈Fi;S 2 ,qs⊨φ j

c j.

S 1 S 2 qs S 1⇌ S 2即    和   在状态   满足不同的公式集. 而这是不可能的, 因为   .
上述结论意味着任何不区分互模拟等价结构的估值函数均可被等价且紧凑地表示为一个特征集. 对交互互模

拟等价结构不加区分的要求实质上根源于 ATL语言的表达能力的局限性. 然而由于这类估值函数良好地反映了

数学意义上的等价, 适合于大多数应用场景的需求, 本文将集中讨论此类估值函数.
Agent对不同社会法则的偏好关系实质上反映于它对不同社会法则的不同估值, 而整个多 Agent群体对不同

社会法则的偏好关系则可以反映于社会福利, 定义为所有 Agent的估值之和.
∆ ⊆ Ag η ∈ SLS

S †η
定义 7 (社会福利). 对于一个 Agent集合   而言, 社会法则   导致的社会福利为其中所有 Agent对

新结构   估值之和, 记为:

S W∆(η) =
∑
i∈∆

σ(Fi,S †η).

Ag在所有有效社会法则中对 Agent集合   社会福利最大的那个叫做高效社会法则 (efficient social law). 可靠地

找出高效社会法则是本文的最终目标.
n ∈ N例 1: 考虑一个由两个机器人 (Agent)组成的多机器人系统 (可扩充至   个机器人). 这两个机器人分别归

属于不同的运营商, 均拥有独立的数据缓冲区, 且共享一个数据传输通道, 用以实现在无基础设施的环境与远程服

务器通信. 在运行过程中机器人会不断地产生数据并写入自己的缓冲区. 但缓冲区容量有限, 当缓冲区满时, 机器

人就必须使用数据传输通道把其中的数据转移到远程服务器才能继续运行. 为保证数据传输互不干扰, 机器人对

数据传输通道的使用必须互斥地进行.
S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩该系统的运行可被表示为一个并发博弈结构   , 其中,

k = 2 Ag = {1,2}●    , Agent 集合为    .
Q = {q0,q1,q2,q3,q4} qs = q0 q0●    ,    , 即系统的初始状态是   .
Π = {α1,α2,β1,β2, ϵ}●    , 其中各命题的含义为:

αi : i ∈ {1,2}    Agent i 优先申请对共享数据传输通道的控制 (   ).
βi : i ∈ {1,2}    Agent i 已被授权对共享数据传输通道的控制 (   ).
ϵ :    对共享数据传输通道的使用违反互斥性, 出现错误.

π ε● 标注函数   和行动函数   如下:
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π(q0) ={α1};
π(q1) ={α2};
π(q2) ={β1};
π(q3) ={β2};
π(q4) = {ϵ} ;

ε1(q0) ={r,a};
ε1(q1) ={r,a};
ε1(q2) ={r,w};
ε1(q3) ={r,w};
ε1(q4) ={r};

ε2(q0) ={r,a};
ε2(q1) ={r,a};
ε2(q2) ={r,w};
ε2(q3) ={r,w};
ε2(q4) ={r}.

q0 q1 q2 q3

q4 a r

w ε1(q0) = {r,a} q0

即在状态   ,    , Agent 1 和 Agent 2分别优先申请对数据传输通道的控制; 在状态   ,    , Agent 1和 Agent
2分别获得对数据传输通道的控制权;    是错误状态; 行动   为 “申请控制数据传输通道”, 行动   为 “执行常规工

作”, 行动   为 “使用数据传输通道传输数据”; 例如,    表示在状态   , Agent 1能选择执行常规工作或

申请控制数据传输通道.
δ● 状态转换函数   的定义如图 1中箭头所示 (箭头上标注的元组即为导致该状态转换的联合行动).

  


〈r, r〉

〈w, w〉

〈r, r〉

〈w, w〉

〈w, r〉

〈w, r〉

〈r, w〉

〈r, w›

〈a, r〉

〈a, r〉
〈a, a〉〈a, a〉

〈r, a〉

〈r, a〉

〈r, r〉 〈r, r〉

〈r, r〉

q2

q1

q4

qs=q0

α1 α2

β1 β2

图 1　一个共享数据传输通道的多机器人系统的并发博弈结构
 

q0 a

r a q2

a r q3

r q2

q1 q0

q4

例如, 在状态    , Agent 1 优先申请对数据传输通道的控制权, 表现在如果 Agent 1 选择行动    , 那么不管

Agent 2 选择行动   还是行动   , Agent 1 均能获得对数据传输通道的控制权 (系统状态转移到状态   ); 而仅当

Agent 2选择行动   , Agent 1选择行动   时, Agent 2才能获得对数据传输通道的控制权 (系统状态转移到状态   );
此外, 当两个 Agent均选择行动   时, 系统状态不变. 在状态   , 虽然 Agent 1拥有对数据传输通道的控制权, 但是

Agent 2仍能使用数据传输通道. 如果仅有 Agent 1使用数据传输通道, 那么系统状态转移为 Agent 2优先申请状

态   ; 如果仅有 Agent 2使用数据传输通道, 那么系统状态转移到 Agent 1优先申请状态   ; 当两个 Agent均使用

数据传输通道时, 因违反互斥性, 系统状态转移到错误状态   .

φ =  《》□¬ε● 协同目标为:    , 表示系统运行的任意路径均不会到达一个错误的状态.现有的系统由于存在到达

错误状态的路径, 显然不满足该协同目标.通过社会法则禁止各 Agent的某些行动, 从而删除系统中的一些状态转

换, 有望使协同目标得到满足.
F1 F2● Agent 1 的特征集   和 Agent 2的特征集   可分别表示为表 1和表 2.

 
 

F1表 1    特征集  
属性 价值 描述

φ1 =《》□(α1→《1》⃝β1)  20 在 Agent 1 优先状态, Agent 1 能确保马上控制数据传输通道

φ2 =《》□(α1→《1,2》⃝α1)  5 在 Agent 1 优先状态, 如果 Agent 2 配合, 则 Agent 1 能使系统保持处于该状态

φ3 =《》□(β1→《1》⃝α2)  5 Agent 1 控制数据传输通道时, Agent 1 能马上使用数据传输通道

φ4 =《》□(α2→《1,2》⃝β1)  8 在 Agent 2 优先状态, 如果 Agent 2 配合, 则 Agent 1 能马上控制数据传输通道

φ5 =《》□(β2→《1,2》⃝α2)  1 Agent 2 控制数据传输通道时, 如果 Agent 2 配合, 则 Agent 1 能马上使用数据传输通道

φ6 =《》□(β2→《1》♢ α2)  10 Agent 2 控制数据传输通道时, Agent 1 能确保后续能使用数据传输通道
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F2表 2    特征集  
属性 价值 描述

ψ1 =  《》□(α2→  《2》⃝β2)  7 在 Agent 2 优先状态, Agent 2 能确保马上控制数据传输通道

ψ2 = □(α2→《1,2》⃝α2)  4 在 Agent 2 优先状态, 如果 Agent 1 配合, Agent 2 能使系统保持处于该状态

ψ3 =  《》□(β2→  《2》⃝α1)  6 Agent 2 控制数据传输通道时, Agent 2 能马上使用数据传输通道

ψ4 =  《》□(β2→  《2》⃝β2)  2 Agent 2 控制数据传输通道时, Agent 2 能使系统保持处于该状态

ψ5 =  《》□(α1→  《1,2》⃝β2)  18 在 Agent 1 优先状态, 如果 Agent 1 配合, Agent 2 能马上使用数据传输通道

 

F1 F2根据定理 2, 上述   和   实际上给出了 Agent 1和 Agent 2的结构估值函数. 基于此, 可以给出各 Agent对任

意并发博弈结构的结构估值. 然而, 特征集实质上反映了 Agent对各种系统属性的需求程度, 其具体包含哪些属性

及其对应的价值是仅为 Agent自己了解的私有信息.

η1 η6

01
a

q0 a

● 我们可以列出若干社会法则如表 3所示, 其中   –   均是有效社会法则. Agent的特征集实质上确定了各个

社会法则的社会福利 (表 3中, v1, v2 分别表示 Agent 1和 Agent 2的结构估值, SW 表示社会福利,    表示“Agent 1

在状态   的行动   ”, “+”表示对应的公式被满足; “－”表示对应的公式不被满足).
 
 

表 3    若干社会法则及其导致的社会福利 
社会法则 禁止行动 φ1  φ2  φ3  φ4  φ5  φ6  ψ1  ψ2  ψ3  ψ4  ψ5  v1 v2 SW

η0  ∅  + + － + + － + + － － + 34 29 63

η1  {01
a,0

2
a}  － + + + + + + + + + － 29 19 48

η2  {01
a,1

1
a,3

1
w}  － + + + － － + + + + + 18 37 55

η3  {22
w,3

1
w}  + + + + － － + + + + + 38 37 75

η4  {02
a,1

2
a,2

2
w}  + + + + + + － + + + － 49 12 61

η5  {22
w,3

1
w,3

2
r }  + + + + － + + + + － + 48 35 83

η6  {21
w,3

2
w}  + + － + + － + + － + + 34 31 65

 

η1 q0

q0

η5 q2 q3

q2 q3

q3

η5

● 例如,    表示在状态   禁止 Agent 1和 Agent 2控制数据传输通道的申请. 实施该社会法则后, 系统状态将

保持留在   , 没有 Agent 可以控制或使用数据传输通道, 从而简单粗暴地避免了进入错误状态, 是一个有效社会

法则. 但由于其严重影响了各个 Agent的正常运行, 社会福利值只有 48, 低于其他许多社会法则的社会福利值, 因
而不是一个高效社会法则;    表示在状态   , 禁止 Agent 2的使用数据传输通道, 并且在状态   禁止 Agent 1的使

用数据传输通道以及 Agent 2的常规工作. 实施该社会法则后, 在状态   及   均只有一个 Agent可以对数据传输

通道进行写入, 从而避免了进入错误状态. 此外, 还避免了 Agent 2在状态   对数据传输通道的永久控制. 可以计

算出该社会法则的社会福利是 83, 是目前考虑的 6个有效社会法则中的社会福利最大者, 如果不存在其他社会福

利更大的社会法则,    将是我们需要寻找的高效社会法则.

F1 F2

F1 F2

● 然而, 由于   和   的私有性, 我们并不能像上面那样直接计算并比较各个社会法则的社会福利. 试图通过

询问各 Agent 获取   和   也不可行, 因为各 Agent 会选择汇报对自己最有利的特征集而非诚实地汇报. 如何可

靠地选出高效社会法则是后文要解决的关键挑战.
例 1实质上展示了如下场景: 由于系统中存在信息不完全性, 且 Agent具有博弈论角度的理性, 它们总是选择

最大化自身效用的行动. 这意味着找出高效社会法则的问题有别于通常的优化问题. 我们的目的是在上述存在信

息不完全性及 Agent的理性行为的情况下, 可靠地找出高效社会法则, 这可以很自然地在算法机制设计的理论框

架下寻求解决方案——通过设计社会法则合成机制来可靠地找出高效社会法则.

∆ = {r(1),r(2), . . . ,r(n)} ⊆ Ag r : N→
{1, . . . ,k} Θr(i) r(i) a : Θr(1)× . . .×Θr(n)→SLS

定义 8 (社会法则合成机制). 令   为所有参与社会法则合成的 Agent, 其中 

 为单射函数,    为Agent    的特征集空间. 社会法则合成机制为一个二元组, 其中 
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∀i ∈ ∆ : ti : Θr(1)× . . .×Θr(n)→ R为分配函数,       为 (Agent i 的)支付函数.
社会法则合成机制通过如下 3步进行实施.

(a, t)1) 首先, 机制   被宣布并为所有 Agent所了解.
2) 然后, 所有的 Agent可选择是否参与机制.若参与, 则从其特征集空间中自由选择一个特征集进行投标 (允

许谎报自己的特征集), 并承诺服从得到的社会法则的约束; 否则就不参与投标, 但也不需服从社会法则的约束.
a t3) 最后, 将投标向量 (所有 Agent 的投标) 输入分配函数   和支付函数   , 分别得到选用的社会法则以及各个

参与 Agent的支付金额.
社会法则实际上是一种非独占、非竞争的公共货物 (public goods). 一旦选用一个社会法则, 它将影响系统中

的任意 Agent (产生价值或造成损失). 我们不能阻止任何 Agent享用社会法则的价值, 任意 Agent也无法避免社会

法则对自己造成的损失. 然而, 社会法则作为公共货物又有其特殊性, 因为它是对系统中若干 Agent 的行为约束,
它的成功实施需要这些 Agent积极配合、自觉遵守. 社会法则并不是强制性约束, 任何 Agent是否遵守社会法则

完全出于其自愿. 在社会法则合成机制实施前, 所有的 Agent都有机会决定是否要参与, 但如果决定参与那就必须

承诺服从得到的社会法则的约束.

∆ ⊆ Ag ∆ ∆对于任意   , 我们把仅约束集合   中的 Agent 的行动的社会法则叫做   -社会法则.
∆ S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ ∆ ⊆ Ag η ∀q ∈ Q ∀i ∈

Ag \∆ ηi(q) = ∅ η ∆

定义 9 (    -社会法则). 给定并发博弈结构    ,     以及社会法则    , 若    ,   
 :    , 那么我们说   是一个   -社会法则.

S φ ∆给定一个并发博弈结构   , 一个协同目标   , 我们记所有有效   -社会法则的集合为:

SL∆S ,φ = {η ∈ SLs|S †η,qs ⊨ φ ∀q ∈ Q ∀i ∈ Ag \∆ ηi(q) = ∅}    且    ,    :    .

SLAg
S ,φ SLS ,φ SLAg\{i}

S ,φ SL−i
S ,φ为了书写上的方便, 我们将   简写为   , 并且将   简写为   .

Fi F̂i我们用   表示 Agent i 的真实特征集, 用   表示 Agent i 投标的特征集, 并采用如下常用的记号:

F̂ = (F̂1, . . . , F̂k), F̂−i = (F̂1, . . . , F̂i−1, F̂i+1, . . . , F̂k), F̂i, F̂−i = F̂ .
i ∈ Ag η ∈ SLS vsl

i (η)

vsl
i (η) = vi(S †η)− vi(S ) = σ(Fi,S †η)−σ(Fi,S )

定义 10 (社会法则估值). 任意 Agent    对任意社会法则   的估值   为该社会法则带来的结构估

值增益, 即有    .

η∅ ∀i ∈ Ag,q ∈ Q :

η∅(i,q) = ∅

vsl
i

根据社会法则估值的定义 ,  对于任意 Agent  i 而言 ,  不限制任何行动的社会法则    满足  

 , 不会对原结构作任何修改, 因此估值为 0; 任意其他社会法则可导致对结构估值增加, 也可导致结构估

值降低, 这意味着   的取值范围包括正实数、负实数和 0.

例 2: 表 3中各社会法则的估值如表 4所示.
 
 

表 4    若干社会法则的估值 
估值函数 η0  η1  η2  η3  η4  η5  η6 

v1  34 29 18 38 49 48 34

v2  29 19 37 37 12 35 31

vsl
1  0 −5 −16 4 15 14 0

vsl
2  0 −10 8 8 −17 6 2

 

vsl
1 (η0) vsl

1 (η6) vsl
2 (η0) = 0 vsl

1 (η1) vsl
1 (η2) vsl

2 (η1) vsl
2 (η4) < 0 vsl

1 (η3) vsl
1 (η4) vsl

1 (η5)

vsl
2 (η2) vsl

2 (η3) vsl
2 (η5) vsl

2 (η6) > 0

可见 ,      、    、    均     ;      、    、    、    均     ;      、    、    、

 、   、   、   均   .

∆ ⊆ Ag F̂∆ Fi i ∈ Ag

定义 11 (效用). 在社会法则合成机制的实施中, Agent获得的效用为其对所选社会法则的估值与支付之差, 即
若参与社会法则合成的 Agent集合为   , 投标集为   , 那么对于任意具有特征集   的 Agent    :

i ∈ ∆1) 如果    (参与社会法则合成机制), 那么获得的效用为:

ui(Fi, F̂∆) = vsl
i (a(F̂∆))− ti(F̂∆) = σ(Fi,S †a(F̂∆))−σ(Fi,S )− ti(F̂∆).

i < ∆2) 如果    (不参与社会法则合成机制), 那么获得的效用为:
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ui(Fi, F̂∆) = vsl
i (a(F̂∆)) = σ(Fi,S †a(F̂∆))−σ(Fi,S ).

F∆

由此可见, 由于社会法则作为公共货物的特殊性, 对于任意 Agent而言, 不管它是否参与机制, 选用的社会法

则均能给它带来价值 (结构估值的变化). 如果它参与机制, 那么它还需承担机制指定的支付; 如果它不参与机制,
那么它的结构估值将不会在社会法则的选择时被考虑 (因为   中不包含它的投标). Agent的效用实质是其在社会

法则实施中获得的综合收益.

 2.2   一种高效社会法则合成机制

为了在具有信息不完全性及 Agent的理性行为的环境中可靠地得到高效社会法则, 本文专注于设计满足激励

相容和个体理性的高效社会法则合成机制.
φ ∈ LATL定义 12 (高效社会法则合成机制). 一个社会法则合成机制是一个针对协同目标   的高效社会法则合成

机制当且仅当下列属性被满足.
φ1) (高效性) 机制总是为协同目标   分配一个高效社会法则.

2) (激励相容) 诚实投标是所有参与机制的 Agent的占优策略.
i ∈ Ag3) (个体理性) 任意 Agent    参与机制且服从社会法则获得的效用不低于不参与机制获得的效用.

Agent的自觉服从性可以完美地由个体理性反应, 并且 Agent诚实揭示自己私有信息的行为可由激励相容保

证. 高效社会法则机制设计问题实质上是一种面向公共货物的效率机制设计问题, 通常可以考虑基于 VCG机制设

计解决方案.
定义 13 (VCG 社会法则机制). 我们把包含如下分配函数与支付函数的机制叫做 VCG 社会法则机制 (VCG

social law mechanism, VCG-SLM).
∆ ⊆ Ag F̂∆ F̂∆−i ∆ \ {i}令参与机制的 Agent集合为   , 获得的投标集为   , 且令   为其中 Agent集合   的投标.

∆ ∆1) 分配函数从所有有效   -社会法则中选出对   社会福利最高的社会法则, 即:

a(F̂∆) = arg max
η∈SL∆S ,φ

∑
i∈∆

σ(F̂i,S †η).

i ∈ ∆2) 基于 Clarke基准规则, 对于任意 Agent    , 令

hi(F̂∆−i) = max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η).

由此确定 Agent i 的支付为:
ti(F̂∆) =hi(F̂∆−i)−

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂∆)) = max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η)−
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂∆))

=
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂∆−i))−
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂∆)).

社会法则实质上被实现为一种权利与义务的综合体. Agent作为社会成员的权利包括自己的结构估值在社会

福利的优化中被考虑, 以及获得支付; Agent作为社会成员的义务即参与投标并服从社会法则的约束. Agent想享

受作为社会成员的权力就必须承担作为社会成员的义务.
hi(F̂∆−i)

hi(F̂∆−i)

hi(F̂∆−i)

实际上, 根据 VCG机制上述函数   可以是任何与 Agent i 的投标无关的实质函数, 这样就能保证激励相

容 [12,13]. 问题是如何实现本文要求的个体理性. 如果所有 Agent的估值非负, 那么可使用 Clarke基准规则 (如上设

置函数   )使 Agent选择服从机制成为占优策略 [12], 从而实现个体理性. 然而, 本文考虑的问题与上述通常的

情况有本质的区别, 社会法则是一种公共货物, 且 Agent的估值并不满足非负性, 如何设置   以实现个体理

性并无已知的理论保证, 是一个需要探索的问题. 有趣的是, 我们可以证明采用 Clarke基准规则的 VCG社会法则

机制仍能保证激励相容并提供一种有意义的个体理性保证.

 2.3   形式化属性

SL∆S ,φ , ∅ ∆ ∀i : SL∆\{i}S ,φ , ∅

i ∈ ∆
首先我们可以证明当    (意为存在有效   -社会法则) 且    (意为没有哪个 Agent 不可或

缺)时, VCG-SLM是激励相容的, 即对于所有的 Agent    , 诚实投标自己的特征集是其最优选择.
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SL∆S ,φ , ∅ ∀i : SL∆\{i}S ,φ , ∅定理 3. 当   且   时, 诚实投标是所有选择参与社会法则合成并承诺服从选定的社会法则

的 Agent的占优策略.

F̂∆−i F̂i, F̂∆−i ∆ \ {i} ∆ i ∈ ∆证明: 令   和   分别为集合   和   中所有 Agent的投标. 对于任意 Agent    , 其效用为:

ui(Fi, (F̂i, F̂∆−i)) =σ(Fi,S †a(F̂i, F̂∆−i))−σ(Fi,S )− ti(F̂i, F̂∆−i) = σ(Fi,S †a(F̂i, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂i, F̂∆−i))

− max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η)−σ(Fi,S ) ⩽ σ(Fi,S †a(Fi, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(Fi, F̂∆−i))

− max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η)−σ(Fi,S ) = ui(Fi, (Fi, F̂∆−i)).

i ∈ ∆这意味着对于任意 Agent    而言, 诚实汇报其类型是其占优策略.

SLS ,φ , ∅ ∀i : SL−i
S ,φ , ∅定理 4. 当   且   时, 在 VCG-SLM中所有的 Agent参与社会法则合成、服从选定的社会

法则并诚实投标是一个纳什均衡.

i ∈ Ag

证明: 任意 Agent 实际上有且仅有 3 种可供自由选择的策略: ① 不参与社会法则合成, 不服从选择的社会法

则的约束; ② 参与社会法则合成, 承诺服从选定社会法则的约束, 并诚实投标; ③ 参与社会法则合成, 承诺服从选

定社会法则的约束, 但不诚实投标. 以下证明, 所有 Agent 均选择策略②是一个纳什均衡, 也就是要证对于任意

Agent    , 若其单方面地改变策略, 选择策略①或策略③均不能获得更高的效用.
情况 1: 若 Agent i 单方面把它的策略变为策略③, 此时仍有所有的 Agent选择参与社会法则合成并承诺服从

选定的社会法则, 由定理 3知, 诚实投标是 Agent i 的占优策略, 故策略③不会导致更高的效用.

F−i η∗ = argmaxη∈SL−i
S ,φ

∑
j,i

σ(F̂ j,η)

σ(Fi,S †η∗)−σ(Fi,S )

情况 2: 若 Agent i 单方面把它的策略变为策略①, 那么仍有除 i 外的所有 Agent选择参与社会法则合成, 承诺

服从选定的社会法则并诚实投标. 此时, 投标向量为   , 系统选择的社会法则为   , 从

而 Agent i 的效用为    .

F = {F1, . . . ,Fk}而如果 Agent i 保持其策略②不变, 那么投标向量为   , 其中任意特征集均为对应 Agent的真实

特征集. 此时 Agent i 获得的效用为:

ui(Fi, (Fi,F−i)) = σ(Fi,S †a(Fi,F−i))+
∑

j,i

σ(F j,S †a(Fi,F−i))−
∑

j,i

σ(F j,S †η∗)−σ(Fi,S )

= σ(Fi,S †a(Fi,F−i))+
∑

j,i

σ(F j,S †a(Fi,F−i))− (σ(Fi,S †η∗)+
∑

j,i

σ(F j,S †η∗))+σ(Fi,S †η∗)−σ(Fi,S ).

a(F ) Ag Ag由于   为对   社会福利最高的有效   -社会法则, 我们可以得到:

σ(Fi,S †a(Fi,F−i))+
∑

j,i

σ(F j,S †a(Fi,F−i))− (σ(Fi,S †η∗)+
∑

j,i

σ(F j,S †η∗)) =
k∑

i=1

σ(Fi,S †a(F ))−
k∑

i=1

σ(Fi,S †η∗) ⩾ 0.

ui(Fi, (Fi,F−i)) ⩾ σ(Fi,S †η∗)−σ(Fi,S )故有    , 即策略①也不会导致更高的效用.
综上, VCG-SLM中所有 Agent参与社会法则合成、服从选定的社会法则并诚实投标是一个纳什均衡.

F̂ = (F̂1, . . . , F̂k)

至此我们可以确定, 在投标开始前, 所有的 Agent 出于自身效用的考虑都不会单方面地选择不参与投标 (定
理 4 保证), 并且当投标开始后, 所有的 Agent 均会诚实投标 (定理 3 保证). 注意, 为获得更简单清晰的表述方式,
在后文中投标向量通常可以不失一般性地记为   .

SLS ,φ , ∅ ∀i : SL−i
S ,φ , ∅推论 5. VCG-SLM是一个高效社会法则合成机制当且仅当    且   , 即存在有效社会法则

并且没有哪个 Agent不可或缺.

⇒ SLS ,φ , ∅

∀i : SL−i
S ,φ , ∅

证明: “   ”: 若 VCG-SLM是一个高效社会法则合成机制, 那么显然要求满足   , 否则分配无法计算;

且要求满足   , 否则支付无法计算.

⇐ SLS ,φ , ∅ ∀i : SL−i
S ,φ , ∅“   ”: 若   且   , 那么由分配函数的定义知, 该函数会返回一个高效社会法则, 从而高效

性被满足; 由定理 3知, 激励相容被满足; 此外, 由定理 4知, 个体理性也被满足. 因此, 在该机制下, 所有的 Agent
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均会选择参与机制并服从选出的社会法则的约束, 所有的 Agent均会诚实地汇报自己的特征集, 进而分配函数能

可靠地选择出高效的社会法则. 从而根据定义 12, VCG-SLM是一个高效社会法则合成机制.

SLS ,φ , ∅ ∀i : SL−i
S ,φ , ∅

hi(F̂∆−i)

hi(F̂∆−i)

基于上述结论, 我们实际上为   且   的情况找出了一种高效社会法则合成机制 VCG-SLM,

但是并不能说明 VCG-SLM 是唯一的高效社会法则合成机制. 事实上, 函数   的设置仍然存在探索的空间.

是否可以采用 Clarke 基准规则之外的   设置方式, 使所有的 Agent 选择参与机制满足某种 (不限于纳什均

衡)的博弈解概念, 从而实现个体理性, 是一个值得进一步探究的问题.
此外, 我们也可以划分出一些不存在任何高效社会法则合成机制的情况.

Le Lu ϵ

υ

定义 14 (ATL 的存在性与通用性子语言). ATL 的存在性子语言   与通用性子语言   可分布由以下语法 

和   定义:

ϵ ::= p|ϵ ∧ ϵ|ϵ ∨ ϵ|《Ag》⃝ ϵ|《Ag》□ϵ|《Ag》ϵUϵ,

υ ::= p|υ∧υ|υ∨υ|《》⃝υ|《》□υ|《》υUυ,

p ∈ Π其中,    .
定理 6.

SLS ,φ = ∅1) 如果   , 那么不存在任何高效社会法则合成机制.

φ φ ∈ Le ¬φ ∈ Lu S ,qs ⊭ φ2) 如果目标为   , 且   或   但是   , 那么不存在任何高效社会法则合成机制.
证明:

SLS ,φ = ∅1) 当   时, 不存在有效社会法则, 因此不存在高效社会法则, (定义 12要求的)高效性无法满足, 故不

存在任何高效社会法则合成机制.
S ,qs ⊭ φ S ,qs ⊨ ¬φ2) 如果   , 那么等价地有   .

φ ∈ Le η S †η,qs ⊨ φ⇒ S ,qs ⊨ φ S ,qs ⊨ ¬φ⇒ S †η,qs ⊨ ¬φ
η S †η,qs ⊭ φ SLS ,φ = ∅

如果   , 那么对于任意社会法则   ,    均满足, 即   均满足 [3], 这
意味着对于任意的社会法则   , 我们均有   , 即   .

¬φ ∈ Lu η S ,qs ⊨ ¬φ⇒ S †η,qs ⊨ ¬φ η

S †η,qs ⊭ φ SLS ,φ = ∅

如果   , 那么对于任意社会法则   ,    均满足 [3] , 这意味着对于任意的社会法则   ,
我们均有   , 即   .

SLS ,φ = ∅综上所述, 在上述情况下, 我们均有   , 因此根据 1) 的结论, 在上述情况下均不存在任何高效社会法

则合成机制.

Le Lu实质上   为所有其满足性不能通用实施社会法则确立 (由不满足变成满足)的 ATL的公式的集合;    为所

有其满足性不能通过实施社会法则避免 (由满足变成不满足)的公式的集合. 以上结论说明, 当协同目标为某些特

定的形式时, 由于不存在有效社会法则, 不存在任何高效社会法则合成机制.

 3   社会法则合成机制的计算

 3.1   计算复杂性

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩
φ F̂ = {F̂1, . . . , F̂k} a(F̂ ) (t1(F̂ ), . . . , tk(F̂ ))

定义 15 (VCG-SLM 的计算问题). VCG-SLM的计算问题为: 给定并发博弈结构   , 协同目

标   , 以及 Agent的投标向量   , 求选定的社会法则   及对各个 Agent 的支付   .

σ(Fi,S )

由 VCG-SLM的定义 (定义 13)可见社会法则合成机制的计算包括分配函数的计算以及支付函数的计算, 其

中支付函数的计算实质上涉及若干次分配函数的计算, 而分配函数的计算要基于任意 Agent i 的估值函数 

的计算.
σ(Fi,S )引理 7.    的计算具有多项式时间复杂度算法.

证明: 由于我们有:

σi(Fi,S ) =
∑

(φ j ,c j)i∈Fi;S ,qs⊨φ j

c j.
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Fi (φ j,c j)i S ,qs ⊨ φ j c j

S ,qs ⊨ φ j σi(Fi,S )

实质上是对   中的若干个形如   元组, 逐一判断是否有   成立, 若成立, 则把对应的   累加. 而判

断是否有   成立的问题是 ATL模型检测问题. 该问题已被证明是一个 P问题 [7]. 因此   的计算具有

多项式时间复杂度算法.

a(F̂ )引理 8.    的计算是 FPNP-完全的.

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ φ

F̂ = {F̂1, . . . , F̂k} η ∈ SLS ,φ S W(η) =
k∑

i=1

σ(Fi,S †η) ⩾ l ∈ R+ σ(Fi,S )

a(F̂ )

证明: 该问题关联的判定问题为: 给定并发博弈结构   , 协同目标   , 以及 Agent的投标向

量   , 判定是否存在社会法则   满足   . 由于   的计算具

有多项式时间复杂度算法 (引理 7), 上述问题对应的验证问题是一个 P 问题, 因此上述问题属于 NP, 进而可以确

定   的计算属于 FPNP.

a(F̂ )

ϕ1, . . . ,ϕm {ψ1, . . . ,ψn}
{w1, . . . ,wn} v∗

为了证明   的计算 FPNP-难, 我们将最大权重布尔可满足问题 (MAX WEIGHT SAT)[49]规约到该问题. MAX

WEIGHT SAT 的任意实例为: 给定布尔变量   上的一个命题集   以及每个命题关联的一个权重

 , 找出对上述布尔变量的一个最大化“被满足命题的权重和”的赋值   , 即:

v∗ = arg max
v∈{0,1}n

∑
j∈{1⩽i⩽n|v⊨ψi}

w j.

m+2 S我们构造一个具有 2个 Agent,    个状态的并发博弈结构   , 状态转换关系如图 2所示.
  

〈1, 1〉

〈1, 1〉

〈1, 1〉

〈2, 2〉
〈1, 1〉

〈1, 1〉

〈i, j〉, i≠j

qm+1
qs

〈m, m〉

q1

q2

qm

…

ϕ1

ϕ2

ϕm

a(F )图 2　从 MAX WEIGHT SAT 到   计算的规约
 

qs ∀i ∈ {1, . . . ,m} : π(qi) = {ϕi} π(qs) = π(qm+1) = ∅●    为初始状态,     且    .

q = qs ε1(q) = ε2(q) = {1, . . . ,m} ε1(q) = ε2(q) = {1}● 若   ,    , 否则   .

i = j δ(qs, ⟨i, j⟩) = qi δ(qs, ⟨i, j⟩) = qm+1 q , qs δ(q, ⟨1,1⟩) = q● 对于任意   ,    , 否则    ; 且对于任意   ,    .

ψ̂i ψi ϕ j 《1,2》♢ ϕ j令   为将   中的任意命题变量   替换为   后所得的公式, 显然有:

S †η,qs ⊨ ψ̂i v̂(ψi) = 1 v(ϕ j) = 0 j ∈ η1(qs)∪η2(qs)   当且仅当    , 其中     当且仅当    .

F1 = {(ψ̂1,w1)1, . . . , (ψ̂n,wn)1} F2 = {(ψ̂1,w1)2, . . . , (ψ̂n,wn)2} ⊤令   ,    , 协同目标为   ,

令:

SAT(S †η, ψ̂i) =

 1, S †η,qs ⊨ ψ̂i

0, 否则
.

于是有:

a(F1,F2) = arg max
η∈SLS ,⊤

2 ·σ({(ψ̂1,w1)1, . . . , (ψ̂n,wn)1},S †η)

= arg max
η∈SLS ,⊤

n∑
i=1

wi ·SAT(S †η, ψ̂i).

η∗ = a(F1,F2)令   , 易证:

v∗(ϕi) =

 0, i ∈ η∗1(qs)∪η∗2(qs)

1, 否则
.
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a(F̂ )综上所述,    的计算是 FPNP-完全的.

定理 9. VCG-SLM的计算问题是 FPNP-完全的.

a(F̂ ) k ti(F̂ ) O(k) a(F̂ )

a(F̂ )

证明: VCG-SLM的计算包含   的计算及   次   的计算, 可转化为   次   的计算. 由于引理 8已证

 的计算是 FPNP-完全的, 故 VCG-SLM的计算问题是 FPNP-完全的.

 3.2   转化为整数规划

a(F̂ )

ti(F̂ )

定理 9 意味着我们不能期待为 VCG-SLM 的计算找出多项式时间复杂度的算法.由于整数规划 (integer
programming)是一种针对此类计算难问题的被广泛采用的有效方法, 我们试图将 VCG-SLM的计算问题转化为整

数规划进行求解, 基本思路是首先将分配函数   的计算转化为整数规划, 然后在此基础上进一步得到基于整数

规划的支付函数   的计算方法.

a(F̂∆) = argmaxη∈SLS ,φσ(
∪
i∈∆
F̂i,S †η)引理 10.    .

证明:

a(F̂∆) = arg max
η∈SLS ,φ

∑
i∈∆

∑
(φ j ,c j)i∈F̂i ;S †η,qs⊨φ j

c j = arg max
η∈SLS ,φ

∑
(φ j ,c j)i∈

∪
i∈∆
F̂i;S †η,qs⊨φ j

c j = arg max
η∈SLS ,φ

σ(
∪
i∈∆

F̂i,S †η).

∪
i∈∆
F̂i φi

qs φi

可见分配函数选择的是满足目标且最大化社会福利的社会法则, 这实际上取决于   中的各个公式   是

否在状态   被满足, 并进一步取决于 Agent 在当前状态有哪些可用的行动及   的子公式是否在当前状态及与当

前状态相关联的后续状态被满足. 所有上述选择都可以分别用一个布尔变量来反映, 并且对这些布尔变量的联合

赋值最终受到 ATL语义的约束.

φ cl(φ) φ定义 15 (公式的闭包). 对于每个公式   , 它相关的子公式可以被记为   , 叫做   的闭包, 定义为:

cl(φ) = {φ}∪ sub(φ),

其中,

sub(φ) =


cl(ψ)∪ cl(χ), 如果φ = ψ∨χ或φ =《A》(ψUχ)

cl(ψ), 如果φ = ¬ψ或φ =《A》⃝ψ或φ =《A》□ψ

{φ} , 如果φ ∈ Π
.

根据上述定义, 公式的闭包实质上构成了一种树状结构, 如图 3所示.
  

《A1》□《A2》◯p1  《A3》p2   p3)

《A2》◯p1 《A3》p2   p3

《A1》□《A2》◯p1  《A3》p2   p3)

p1
p2 p3

图 3　一个 ATL 公式的闭包及其潜在的树形结构
 

Ag Π A1,A2,A3 ⊆ Ag p1, p2, p3 ⊆ Π ¬《A1》□

(《A2》⃝ p1∨《A3》p2Up3) cl(¬《A1》□(《A2》⃝ p1∨  《A3》p2Up3))

例 3: 根据定义 2, 给定 Agent集合   , 命题集合   , 对于联盟   以及命题   ,  
 是一个 ATL 公式,    包含的公式如图 3 所示可表

示为一个树形结构.
v φ cl(φ) v

sub(φ) v v v

v

易见, 根节点即为给定公式, 且对于任意树结点   及其对应的公式   ,    即为以结点   为根节点的子树包含

的所有结点;    为所有以结点   的子女为根节点的子树的所有结点 (若结点   不是叶子结点)或仅包含结点 

的集合 (若结点   是叶子结点).
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O(t · l) t

l

公式的闭包所含公式的数量叫做该公式的规模 (或长度). 公式的规模是其结构复杂性的直接体现, 紧密关联

于该公式相关的一些算法的时间复杂度. 如 ATL模型检测问题存在时间复杂度为   的算法, 其中   为给定并

发博弈结构的转换的数量,    为公式的长度 [7]. 本文也将使用这些参数来刻画社会法则合成问题的规模.

F̂i = {(φi
1,a

i
1)i, . . . , (φi

ni
,ai

ni
)i}对于任意投标的特征集   , 我们令:

cl(F̂i) = cl(φi
1)∪ . . .∪ cl(φi

ni
),

cl(F̂∆) = cl

∪
i∈∆

F̂i

 =∪
i∈∆

cl(F̂i).

cl
(∪

i∈∆
F̂i

)
实质上,    是所有可能影响优化目标函数取值的公式的集合. 我们可以引入如下 4类布尔变量.

xq
φ ∈ {0,1} ∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆)1)    ,    .

yq
i:a ∈ {0,1} ∀q ∈ Q, i ∈ {1, . . . ,k},a ∈ εi(q)2)    ,    .

yq
A:m⃗A
∈ {0,1} ∀q ∈ Q,A ⊆ {1, . . . ,k}, m⃗A ∈ DA(q)3)    ,    .

zq,φ
A:m⃗A
∈ {0,1} ∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),A ⊆ {1, . . . ,k}, m⃗A ∈ DA(q)4)    ,    .

其中,

xq
φ = 1 S †η,q ⊨ φ●     当且仅当    .

yq
i:a = 1 S q●     当且仅当在   的状态   Agent i 的行动 a 被禁止.

yq
A:m⃗A
= 1 S q m⃗A●     当且仅当在   的状态    Agent 联盟 A 的联合行动   被禁止.

zq,φ
A:m⃗A
= 1 S †η q m⃗A φ●    当且仅当在   的状态   Agent集合采取联合行动   可以保证   在下一状态被满足.

yq
i:a yq

A:m⃗A

m⃗A[i] m⃗A

关于   和   的关系, 由于显然有一个联合行动被禁止当且仅当其中一个行动被禁止, 我们可以确定如下

结论成立. 注意, 我们用   表示联合行动   中 Agent i 选择的行动.

yq
A:m⃗A
= 1 ∃i ∈ A : yq

i:m⃗A[i] = 1命题 11.    当且仅当    .

zq,φ
A:m⃗A

   实质上描述的是联合行动在下一状态可靠地实现某种属性的能力. 基于ATL的语义定义不难证明如下结论.

zq,φ
A:m⃗A
= 1 ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : (yq

Ā:m⃗Ā
= 1 xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))

φ = 1)引理 12.    当且仅当    或    .

m⃗A Ā

Ā DĀ(q)

{m⃗Ā ∈ DĀ(q)|yq
Ā:m⃗Ā
= 0}

证明: Agent联盟 A 采取联合策略   导致的下一状态的不确定性来自于联盟   的联合策略选择的不确定性.

具体而言 ,  联盟    所有可选择的联合行动为    中所有不被社会法则禁止的联合行动 ,  即联合策略集合

 . 根据定义, 我们有:

zq,φ
A:m⃗A
= 1 ∀m⃗Ā ∈ {m⃗Ā ∈ DĀ(q)|yq

Ā:m⃗Ā
= 0} : xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))

φ = 1   当且仅当   ,

∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : (yq
Ā:m⃗Ā
= 1 xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))

φ = 1)当且仅当    或    .

zq,φ
A:m⃗A
= 1 m⃗A Ā m⃗Ā

φ

直观来看,    意为当 Agent联盟 A 采取联合行动   时, 环境   的任意联合行动   要么被禁止, 要么将

导致一个满足   的后续状态.
由 ATL的语义定义, 我们还可以导出如下结论.
命题 13. 如下两个公式是有效的.
《A》ψUχ↔ (χ∨ (ψ∧《A》⃝《A》ψUχ))1)    .

《A》□φ↔ φ∧《A》⃝《A》□φ2)    .
更进一步, 我们可以得到如下结论.

xq
φ = 1 S †η,q ⊨ φ引理 14. 如果   当且仅当    , 那么:

xq
p = 1 p ∈ π(x)1)     当且仅当    .

xq
¬ψ = 1 xq

ψ = 02)    当且仅当    .

xq
ψ∨χ = 1 xq

ψ = 1 xq
χ = 13)    当且仅当    或    .

xq
《A》⃝φ = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq

A:m⃗A
= 0 zq,φ

A:m⃗A
= 1)4)    当且仅当    且    .

xq
《A》ψUχ = 15)    当且仅当至少以下一条成立:
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xq
χ = 1●    .

xq
ψ = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq

A:m⃗A
= 0 zq,《A》ψUχ

A:−→mA
= 1)●     且    且    .

xq
《A》□φ = 16)     当且仅当以下两条均成立:

xq
φ = 1●    .

∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq
A:m⃗A
= 0 zq,《A》□ϕ

A:−→mA
= 1)●     且    .

xq
p = 1 S †η,q ⊨ p p ∈ π(x)证明: 1) 由定义     当且仅当    当且仅当    .

xq
¬ψ = 1 S †η,q ⊨ ¬ψ S †η,q ⊭ ψ xq

ψ = 02)     当且仅当     当且仅当     当且仅当    .

xq
ψ∨χ = 1 S †η,q ⊨ ψ∨χ S †η,q ⊨ ψ S †η,q ⊨ χ xq

ψ = 1 xq
χ = 13)     当且仅当     当且仅当     或    当且仅当   或    .

xq
《A》φ = 1 S η,q ⊨《A》⃝φ S †η m⃗A q′ ∈ out(q, m⃗A)

S †η,q′ ⊨ φ S m⃗A yq
A:m⃗A
= 0 m⃗Ā yq

Ā:m⃗Ā
= 0

xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
φ = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq

A:m⃗A
= 0 zq,φ

A:m⃗A
= 1)

4)    当且仅当    当且仅当在并发博弈结构   中存在 A-行动   , 对于任意   ,

都有    当且仅当在并发博弈结构    中存在 A-行动    , 满足    且对于任意    , 若    则有

 当且仅当     且    .

xq
《A》ψUχ = 1 S η,q ⊨  《A》ψUχ S †η,q ⊨ χ∨ (ψ∧《A》⃝《A》ψUχ)

S †η,q ⊨ χ S †η,q ⊨ ψ∧《A》⃝《A》ψUχ
5)    当且仅当    (由命题 13 的 1)) 当且仅当        当

且仅当    或    ,

S †η,q ⊨ χ S †η,q ⊨ ψ S †η,q ⊨《A》⃝《A》ψUχ)当且仅当    或 (   与   ,

xq
χ = 1 xq

ψ = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq
A:m⃗A
= 0 zq,《A》ψUχ

A:−→mA
= 1))(由引理 14的 4))当且仅当    或 (    且     且   .

xq
《A》□φ = 1 S †η,q ⊨  《A》□φ S †η,q ⊨ φ∧《A》⃝《A》□φ S †η,q ⊨

φ S †η,q ⊨《A》⃝《A》□φ

6)    当且仅当     (由命题 13的 2))当且仅当     当且仅当  

 且    ,

xq
φ = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (yq

A:m⃗A
= 0 zq,《A》□ϕ

A:−→mA
= 1)(由引理 14的 4))当且仅当    且 (    且   ).

∆ ⊆ Ag F̂∆ =
∪

i∈∆
F̂i φ∗ ∈

LATL

综合命题 11, 引理 12 及引理 14 的结论, 实质上为我们完善地展现了各引入变量之间的约束关系, 将公式的

满足性最终规约为“各 Agent可用行动的选择”及“子公式在后续状态的满足性”. 接下来我们试图进一步引入一些

中间变量, 将上述变量之间的约束关系进一步等价地表述为整数规划的约束集.令   且   ,  

 为协同目标, 我们可以得到如下整数规划:
∆ILP-SWA(   ): Maximize ∑

(φ j ,c j)i∈F̂∆

c j · xqs
φ j

(1)

s.t.
xq
φ ∈ {0,1},∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆) (2)

yq
i:a ∈ {0,1},∀q ∈ Q, i ∈ {1, . . . ,k},a ∈ εi(q) (3)

yq
i:a = 0,∀q ∈ Q, i ∈ {1, . . . ,k} \∆,a ∈ εi(q) (4)∑
a∈εi(q)

(1− yq
i:a) ⩾ 1,∀q ∈ Q, i ∈ {1, . . . ,k} (5)

yq
A:m⃗A
∈ {0,1},∀q ∈ Q,《A》或《Ā》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (6)

yq
A:m⃗A
⩾ yq

i:m⃗A[i],∀q ∈ Q,《A》或《Ā》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), i ∈ A (7)

yq
A:m⃗A
⩽
∑
i∈A

yq
i:m⃗A[i],∀q ∈ Q,《A》或《Ā》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (8)

sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

∈ {0,1},∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗Ā ∈ DĀ(q) (9)

sq,φ
A:m⃗A ,m⃗A

⩾ yq

A:m⃗A
,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗A ∈ DA(q) (10)

sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

⩾ xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
φ ,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗Ā ∈ DĀ(q) (11)

sq,φ
A:m⃗A ,m⃗A

⩽ yq

A:m⃗A
+ xδ(q,(m⃗A ,m⃗A))

φ ,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗A ∈ DA(q) (12)
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zq,φ
A:m⃗A
∈ {0,1},∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (13)

zq,φ
A:m⃗A
⩽ sq,φ

A:m⃗A ,m⃗Ā
,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),  《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗Ā ∈ DĀ(q) (14)

zq,ϕ
A:m⃗A
⩾ 1−

∑
m⃗Ā∈DĀ(q)

(1− sq,ϕ
A:m⃗A ,m⃗Ā

),∀q ∈ Q,ϕ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (15)

xq
p = 1,∀q ∈ Q, p ∈ (Π∩ cl(F̂∆))∩π(q) (16)

xq
p = 0,∀q ∈ Q, p ∈ (Π∩ cl(F̂∆)) \π(q) (17)

xq
¬φ = 1− xq

φ,∀q ∈ Q,¬φ ∈ cl(F̂∆) (18)

xq
ψ∨χ ⩾ xq

ψ,∀q ∈ Q,ψ∨χ ∈ cl(F̂∆) (19)

xq
ψ∨χ ⩾ xq

χ,∀q ∈ Q,ψ∨χ ∈ cl(F̂∆) (20)

xq
ψ∨χ ⩽ xq

ψ+ xq
χ,∀q ∈ Q,ψ∨χ ∈ cl(F̂∆) (21)

eq,ϕ
A:m⃗A
∈ {0,1},∀q ∈ Q,ϕ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (22)

eq,φ
A:m⃗A
⩾ zq,φ

A:m⃗A
− yq

A:m⃗A
,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (23)

eq,φ
A:m⃗A
⩽ zq,φ

A:m⃗A
,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (24)

eq,φ
A:m⃗A
⩽ 1− yq

A:m⃗A
,∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (25)

xq
《A》⃝φ ⩾ eq,φ

A:m⃗A
,∀q ∈ Q,《A》⃝φ ∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (26)

xq
《A》⃝φ ⩽

∑
m⃗A∈DA(q)

eq,φ
A:m⃗A

,∀q ∈ Q,《A》⃝φ ∈ cl(F̂∆) (27)

rq
《A》ψUχ ∈ {0,1},∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (28)

rq
《A》ψUχ ⩽ xq

ψ,∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (29)

rq
《A》ψUχ ⩽

∑
m⃗A∈DA(q)

eq,《A》ψUχ
A:m⃗A

,∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (30)

rq
《A》ψUχ ⩾ 1− ((1− xq

ψ)+ (1− eq,《A》ψUχ
A:m⃗A

)),∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (31)

xq
《A》ψUχ ⩾ xq

χ,∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (32)

xq
《A》ψUχ ⩾ rq

《A》ψUχ,∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (33)

xq
《A》ψUχ ⩽ xq

χ+ rq
《A》ψUχ,∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) (34)

xq
《A》□φ ⩽ xq

φ,∀q ∈ Q,《A》□φ ∈ cl(F̂∆) (35)

xq
《A》□φ ⩽

∑
m⃗A∈DA(q)

eq,《A》□φ
A:m⃗A

,∀q ∈ Q,《A》□φ ∈ cl(F̂∆) (36)

xq
《A》□φ ⩾ 1− ((1− xq

φ)+ (1− eq,《A》□φ
A:m⃗A

)),∀q ∈ Q,《A》□φ ∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q) (37)

xqs
φ∗ = 1 (38)

∆ xq
《A》⃝φ xq

《A》φUψ xq
《A》□φ

xq
ψ yq

i:a

从 ILP-SWA(   ) 的约束集可以看出, 形如   ,    和   的变量的取值通过若干引入的中间变量,

最终受制于形如   和   的变量的取值. 部分变量之间的约束关系可清晰地描绘为图 4.

∆ ℓ

ηℓ(i,q) = {a ∈ εi(q)|ℓ(yq
i:a) = 1} ℓ

易见 ILP-SWA(   ) 的一个解实质上是一个赋值   , 在满足约束集的前提下为任意变量赋以 0 或 1 的值. 令
 , 即赋值   对应的社会法则. 进一步我们可以证明如下结论. 
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图 4　ILP-SWA(Δ)中部分变量之间的依赖关系
 

引理 15.
∀q ∈ Q, i ∈ {1, . . . ,k},a ∈ εi(q) : ℓ(yq

i:a) = 1 a ∈ ηℓ(i,q).1)     当且仅当  

∀q ∈ Q,A ⊆ {1, . . . ,k}, m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(yq
A:m⃗A

) = 1 ∃i ∈ A : ℓ(yq
i:m⃗A[i]) = 1.2)     当且仅当  

∀q ∈ Q,《A》∈ cl(F̂∆), m⃗A ∈ DA(q), m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(sq,ϕ
A:m⃗A ,m⃗A

) = 1 ℓ(yq
Ā:m⃗Ā

) = 1 ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
φ ) = 1.3)     当且仅当     或 

ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) = 1 ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ℓ(sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) = 1.4)     当且仅当  

∀q ∈ Q,φ ∈ cl(F̂∆),A ⊆ {1, . . . ,k}, m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,φ
A:m⃗A

) = 1 ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) = 1.5)     当且仅当     且 

∀q ∈ Q,《A》ψUχ ∈ cl(F̂∆) :6)  

ℓ(rq
《A》ψUχ) = 1 ℓ(xq

ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,《A》ψUχ
A:−→mA

) = 1)    当且仅当     且     且    .

证明:
ηℓ(i,q)1) 由   的定义可直接导出.

ℓ(yq
A:m⃗A

) =
∑
i∈A

ℓ(yq
i:m⃗A[i]) ⩾ ∃i ∈ A : ℓ(yq

i:m⃗A[i]) = ∃i ∈ A : ℓ(yq
i:m⃗A[i]) =

ℓ(yq
A:m⃗A

) ⩾ ℓ(yq
A:m⃗A

) =

2) 若   1, 那么由约束 (8) 得    1, 故   1; 若   1, 那么由约

束 (7)得   1, 故   1.

ℓ(sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) = ℓ(yq
Ā:m⃗Ā

)+ ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
φ ) ⩾ ℓ(yq

Ā:m⃗Ā
) = 1 ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))

φ ) = ℓ(yq
Ā:m⃗Ā

) = 1

ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
φ ) = ℓ(sq,φ

A:m⃗A ,m⃗Ā
) ⩾ ℓ(sq,φ

A:m⃗A ,m⃗Ā
) =

3) 若   1, 由约束 (12) 得    1, 故     或   1; 若 

或   1, 由约束 (10)和约束 (11)得    1, 故    1.

ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) = ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ℓ(sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) ⩾ ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ℓ(sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) = ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) :

ℓ(sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) = ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) ⩾ ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) =

4) 若   1, 那么由约束 (14)得   1, 故   1; 若 

 1, 那么由约束 (15)得   1, 故   1.

ℓ(eq,φ
A:m⃗A

) = ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) ⩾ ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) = ℓ(yq
A:m⃗A

) ⩽ ℓ(yq
A:m⃗A

)

= ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,φ
A:m⃗A

) = ℓ(eq,φ
A:m⃗A

) ⩾ ℓ(eq,φ
A:m⃗A

) =

5) 若    1, 那么由约束 (24) 得    1, 故有    1; 且由约束 (25) 得    0, 故有  

 0; 若    且    1, 那么由约束 (23)得   1, 因此可得   1.

ℓ(rq
《A》ψUχ) = ℓ(xq

ψ) ⩾ ℓ(xq
ψ) =

∑
m⃗A∈DA(q)

ℓ(eq,《A》ψUχ
A:m⃗A

) ⩾

∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,《A》ψUχ
A:m⃗A

) = ∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,《A》ψUχ
A:m⃗A

) = 1)

ℓ(xq
ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq

A:m⃗A
) = 0 ℓ(zq,《A》ψUχ

A:m⃗A
) = 1) ℓ(xq

ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) :

ℓ(eq,《A》ψUχ
A:m⃗A

) = ℓ(rq
《A》ψUχ) ⩾ ℓ(rq

《A》ψUχ) =

6) 若   1, 那么由约束 (29) 得    1, 因此    1, 且由约束 (30) 可得    1,

这意味着    1, 由引理 15 的 5) 可以得到   且    ; 若

 且    且    , 那么由引理 15的 5)可以得到   且  

 1, 进一步由约束 (31)可以导出   1, 这意味着   1.

接下来, 我们可以证明整数规划 ILP-SWA的约束集等价地表述了 ATL语义.
φ ∈ cl(F̂∆) ℓ(xq

φ) = 1 S †ηℓ,q ⊨ φ引理 16. 对于任意   ,     当且仅当    .

φ ∈ cl(F̂∆)证明: 对于任意   , 以下我们将基于结构归纳法证明该结论.

φ = p p ∈ Π ℓ(xq
p) = 1 p ∈ (Π∩ cl(F̂∆))∩π(q) p ∈ π(q)

S †ηℓ,q ⊨ φ
1)若   ,    : 由约束 (16)和约束 (17)得   当且仅当   当且仅当   当且

仅当   .
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φ = ¬ψ ℓ(xq
¬ψ) = 1 ℓ(xq

ψ) = 0 S †ηℓ,q ⊭ φ
S †ηℓ,q ⊨ ¬φ

2) 若   : 由约束 (18)得    当且仅当    (由归纳假设知)当且仅当    (由 ATL语义

知)当且仅当   .
φ = ψ∨χ ℓ(xq

ψ∨χ) = 1 ℓ(xq
ψ) = 1 ℓ(xq

χ) = 1

S †ηℓ,q ⊨ ψ S †ηℓ,q ⊨ χ S †ηℓ,q ⊨ ψ∨χ
3)  若     :  由约束 (19–21) 得    当且仅当    或       (由归纳假设知 ) 当且仅当

  或     (由 ATL语义知)    .
φ =《A》⃝ψ4) 若   :

ℓ(xq
《A》⃝ψ) = 1

∑
m⃗A∈DA(q)

ℓ(eq,ψ
A:m⃗A

) ⩾ 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,ψ
A:m⃗A

) = 1 ∃m⃗A ∈

DA(q) : ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,ψ
A:m⃗A

) = 1

若   , 那么由约束 (27)得   , 因此   , 由引理 15的 5)有 

  (    且    ).

∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,ψ
A:m⃗A

) = 1) ∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,ψ
A:m⃗A

) = 1

ℓ(xq
《A》⃝ψ) ⩾ 1 ℓ(xq

《A》⃝ψ) = 1

若    且    , 那么由引理 15的 5)知    , 进一步由约束

(26)得到   , 因此   .

ℓ(xq
《A》⃝ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq

A:m⃗A
) = 0 ℓ(zq,ψ

A:m⃗A
) = 1)以上意味着:    当且仅当    且    .

∃m⃗A ∈ DA(q) : (∀i ∈ A : m⃗A[i] < ηℓ(i,q) ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ℓ(sq,ψ
A:m⃗A ,m⃗Ā

) = 1

∃m⃗A ∈ DA(q) : (∀i ∈ A : m⃗A[i] < ηℓ(i,q) ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : (ℓ(yq
Ā:m⃗Ā

) = 1 ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
ψ ) = 1

(由引理 15的 1), 2)及 4))当且仅当    且      ) (由引

理 15的 3))当且仅当    且     或   )).

∃m⃗A ∈ DA(q) : (∀i ∈ A : m⃗A[i] < ηℓ(i,q) ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ∃i ∈ Ā : ℓ(yq
i:m⃗Ā[i]) = 1

ℓ(xδ(q,(m⃗A ,m⃗Ā))
ψ ) = 1

(由引理 15的 1)及 2))当且仅当     且    (    或

 )).

∃m⃗A ∈ DA(q) : (∀i ∈ A : m⃗A[i] < ηℓ(i,q) ∀m⃗Ā ∈ DĀ(q) : ∃i ∈ Ā : (ℓ(yq
i:m⃗Ā[i]) = 1 S †ηℓ, δ(q,

(m⃗A, m⃗Ā)) ⊨ ψ

(由归纳假设) 当且仅当    且    或  

 )).
S †ηℓ,q ⊨《A》⃝ψ(由 ATL语义) 当且仅当   .

φ =《A》ψUχ5) 若   :

ℓ(xq
《A》ψUχ) = 1 ℓ(xq

χ)+ ℓ(r
q
《A》ψUχ) ⩾ 1 ℓ(xq

χ) = 1 ℓ(rq
《A》ψUχ) = 1若   , 那么由约束 (34)得   , 因此    或    .

ℓ(xq
χ) = 1 ℓ(rq

《A》ψUχ) = 1 ℓ(xq
《A》ψUχ) = 1若   或    , 那么由约束 (32)及约束 (33)得    .

ℓ(xq
《A》ψUχ) = 1 ℓ(xq

χ) = 1 ℓ(rq
《A》ψUχ) = 1 ℓ(xq

χ) = 1 ℓ(xq
ψ) =

1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,《A》ψUχ
A:−→mA

) = 1) ℓ(xq
χ) = 1 ℓ(xq

ψ) = 1

ℓ(xq
 《A》⃝《A》ψUχ) = 1 S †ηℓ,q ⊨ χ S †ηℓ,q ⊨ ψ S †ηℓ,q ⊨《A》⃝《A》ψUχ

S †ηℓ,q ⊨ χ∨ (ψ∧《A》⃝《A》ψUχ) S †ηℓ,q ⊨《A》ψUχ

以上意味着:     当且仅当    或    , (由引理 15的 6)) 当且仅当     或 ( 

  且      且     ), (由上述 4 的证明过程) 当且仅当     或 (     且

 ), (由归纳假设)当且仅当     或 (    且    ), (由 ATL语

义)当且仅当    , (由命题 13的 1))当且仅当    .

φ =《A》□ψ6) 若   :

ℓ(xq
《A》□ψ) = 1 ℓ(xq

ψ) ⩾ 1 ℓ(xq
ψ) = 1

∑
m⃗A∈DA(q)

ℓ(eq,《A》□ψ
A:m⃗A

) ⩾ 1

∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,《A》□ψ
A:m⃗A

) = 1

若   , 那么由约束 (35)得   , 故有   , 并且由约束 (36)可得    , 因此

 .

ℓ(xq
ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,《A》□ψ

A:m⃗A
) = 1 ℓ(xq

《A》□ψ) ⩾ 1 ℓ(xq
《A》□ψ) = 1若     且    , 那么由约束 (37)得    , 因此    .

ℓ(xq
《A》□ψ) = 1 ℓ(xq

ψ) = 1 ∃m⃗A ∈ DA(q) : ℓ(eq,《A》□ψ
A:m⃗A

) = 1 ℓ(xq
ψ) =

∃m⃗A ∈ DA(q) : (ℓ(yq
A:m⃗A

) = 0 ℓ(zq,《A》□ψ
A:m⃗A

) = 1 ℓ(xq
ψ) = 1 ℓ(xq

《A》⃝《A》□ψ) =

S †ηℓ,q ⊨ ψ S †ηℓ,q ⊨《A》⃝《A》□ψ S ηℓ,q ⊨ ψ∧《A》⃝《A》□

ψ S †ηℓ,q ⊨《A》□ψ

以上意味着:    当且仅当    且    , (由引理 15的 5))当且仅当    1

且    且    ), (由上述 4 的证明过程) 当且仅当     且    =1,

(由归纳假设)当且仅当     且    , (由 ATL语义)当且仅当  
 , (由命题 13的 2))当且仅当    .

接下来我们可以证明整数规划 ILP-SWA 的解对应着一个满足协同目标且最大化社会福利的高效社会法则,
这实质上意味着机制 VCG-SLM的分配函数的计算已被正确地转化为整数规划.

ℓ ∆ ηℓ ∆ S †ηℓ,qs ⊨ φ∗ S W∆(η)定理 17. 若   为 ILP-SWA(   )的一个解, 那么   是一个   -社会法则, 满足   且最大化   .
ℓ ∆

ηℓ ∆ ℓ(xqs
φ∗ ) = 1 S †ηℓ,qs ⊨ φ∗

证明: 若   为 ILP-SWA(   )的一个解, 那么约束 (5)保证每个状态每个 Agent 均至少会有一个被允许的行动,
因此   是一个   -社会法则; 约束 (38)要求   , 由引理 16可以导出    , 且优化目标函数满足:∑

(φ j ,c j)i∈F̂∆

c j · xqs
φ j
=
∑
i∈∆

σ(Fi,S †η) = S W∆(η).

ηℓ ∆ S †ηℓ,qs ⊨ φ∗ S W∆(η)综上所述,    是一个   -社会法则, 满足   且最大化   .
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基于上述结论, 我们可以提出如下基于整数规划的机制 VCG-SLM-ILP, 并证明其与 VCG-SLM机制的等价性.

算法 1. FIND-OSL.

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ F̂1, . . . , F̂k φ∗ ∆ ⊆ [k]

∆ ℓ

ηℓ(i,q) = {a ∈ εi(q)|ℓ(yq
i:a) = 1}

ηℓ

输入: 并发博弈结构   , 投标   , 目标   , Agent集合   ;

1. 生成 ILP-SWA(   )并求其解   ;
2. 令   ;
输出: 选择的社会法则   .

机制 1. VCG-SLM-ILP.

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ F̂1, . . . , F̂k φ∗

η∗← Ag

i ∈ Ag

η← Ag \ {i}

ti←
∑

j,i

σ(F̂ j,S †η)−
∑

j,i

σ(F̂ j,S †η∗);

η∗ t1, . . . , tk

输入: 并发博弈结构   , 投标   , 目标   ;

1.    FIND-OSL(   );
2. 对于每个 Agent    :
　　　●     FIND-OSL(   );

　　　●  

输出: 选择的社会法则   以及对各个 Agent的支付   .

SLS ,φ , ∅ ∀i : SL−i
S ,φ , ∅定理 18. 当   且   时, VCG-SLM-ILP激励相容且所有的 Agent参与投标并服从社会法则

是一个纳什均衡.

η∗ = argmaxη∈SLS ,φ

k∑
i=1

σ(F̂i,S †η) ti ti =∑
j,i

σ(F̂ j,S †η)−
∑

j,i

σ(F̂ j,S †η∗) = max
η∈SL−i

S ,φ

∑
j,i

σ(F̂ j,S †η)−
∑

j,i

σ(F̂ j,S †a(F̂ ))

证明 :  由定理 17 的结论知       ,  且对于每个 Agen t   i ,  对其支付    满足  

 .

SLS ,φ , ∅

∀i : SL−i
S ,φ , ∅

故 VCG-SLM-ILP实质上是 VCG-SLM的一种基于整数规划的正确实现, 故由定理 2及定理 3得,  
且   时, VCG-SLM-ILP激励相容且所有的 Agent服从社会法则是一个纳什均衡.

以上结论说明, 借助于求解整数规划, VCG-SLM-ILP是对机制 VCG-SLM的一种正确的实现方式. 接下来还

需进一步探讨的问题是机制 VCG-SLM-ILP的计算可行性.
∆ O(|Q| · kt · l2) |Q| k t

l ∆

定理 19. 生成 ILP-SWA(   ) 的时间复杂度为   , 其中   、   、   分别为给定并发博弈结构的状态

数量、Agent数量及状态转换的数量,    为   中所有 Agent各自的特征集中的所有 ATL公式的总长度之和.
l ψ cl(ψ) O(l)证明: 由于对于长度为   的 ATL公式   ,    中包含的 ATL公式的数量为   

 [7], 于是可以得到:

|cl(F̂∆)| = |
∪
i∈∆

cl(F̂i)| = |
∪
i∈∆

(cl(φi
1)∪ . . .∪ cl(φi

ni
))| = |cl(∨

i∈∆
∨

1⩽ j⩽ni

φi
j)| = O(l).

cl(F̂∆) p ¬φ φ1∨φ2 《A》⃝φ 《A》□φ 《A》φ1Uφ2

O(l)

故   中形如   、   、   、   、   及   的公式的数量, 以及涉及的 Agent 联

盟的数量均为   . 此外, 根据并发博弈结构的定义, 各状态下联合行动与状态转换一一对应, 即有:∑
q∈Q

|D(q)| = t.

A ⊆ {1, . . . ,k} |DA(q)| = O(t)因此, 对于任意的   , 均有   成立.
∆根据 ILP-SWA(   )的定义, 其约束集由分别形如约束 (2)–约束 (38)构成:

xq
φ |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (2)限定所有变量   的取值范围, 其数量为   .

yq
i:q- 形如约束 (3)–约束 (5)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过:

2
∑
q∈Q

∑
1⩽i⩽k

|εi(q)|+ k|Q| ⩽ 2
∑
q∈Q

Π1⩽i⩽k |εi(q)|+ k|Q| = 2
∑
q∈Q

|D(q)|+ k|Q| = 2t+ k|Q|.

yq
A:m⃗A

- 形如约束 (6)–约束 (8)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过:
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2 · |Q| ·2|cl(F̂∆)| · |DA(q)|+ k · |Q| ·2|cl(F̂∆)| · |DA(q)| ⩽ 6kt · |Q| · |cl(F̂∆)|.

sq,φ
A:m⃗A ,m⃗Ā

4t · |Q| · |cl(F̂∆)|2- 形如约束 (9)–约束 (12)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

zq,φ
A:m⃗A

- 形如约束 (13)–约束 (15)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过:

2 · |Q| · |cl(F̂∆)|2 · t+ |Q| · |cl(F̂∆)|2 · t = 3t · |Q| · |cl(F̂∆)|2.
xq

p |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (16)和约束 (17)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

xq
¬φ |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (18)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

xq
φ∨χ 3 · |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (19)–约束 (21)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

eq,φ
A:m⃗A

4t · |Q| · |cl(F̂∆)|2- 形如约束 (22)–约束 (25)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

xq
《A》⃝ϕ t · |Q| · |cl(F̂∆)|+ |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (26)和约束 (27)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

rq
《A》ψUχ 3|Q| · |cl(F̂∆)|+ t|Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (28)–约束 (31)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过    .

xq
《A》ψUχ 3 · |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (32)–约束 (34)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

xq
《A》□ϕ

2|Q| · |cl(F̂∆)|+ t · |Q| · |cl(F̂∆)|- 形如约束 (35)–约束 (37)限定所有变量   的取值范围, 其数量不超过   .

- 形如约束 (38)要求协同目标在初始状态被满足, 其数量仅有 1个.
综上所述, 由于约束集中的约束由上述各类约束构成, 其数量至多为:

11t · |Q| · |cl(F̂∆)|2+ (6kt+3t+15)|Q| · |cl(F̂∆)|+2t+ k|Q|+1 ⩽ 39kt · |Q| · |cl(F̂∆)|2.
∆ O(|Q| · kt · l2)

O(|Q| · kt · l2)

因此, 整数规划 ILP-SWA(   )中包含约束的数量为   . 由于生成每条约束需要单位时间, 生成该整

数规划需要的时间也为   .
k+1

∆ ∆ ∆

∆

根据机制 VCG-SLM-ILP 的定义, 其计算的时间开销主要源于对 FIND-OSL 函数的    次调用, 而函数

FIND-OSL的计算开销主要来自 ILP-SWA(   )的生成以及 ILP-SWA(   )的求解. 定理 19意味着 ILP-SWA(   )的
生成所需的时间是问题规模的多项式函数, 此外 ILP-SWA(   ) 的求解借助于目前已深入大规模工业应用的整数

规划求解器, 可在多项式时间内得到精度较高的解, 这意味着函数 FIND-OSL以及机制 VCG-SLM-ILP的计算都

是现实可行的. 此外, 由于建模为整数规划是进一步寻找具有可证明性能下界保证的近似算法的良好开端, 本文的

工作也为后续的近似机制的研究奠定了良好的基础.

 3.3   提高不精确分配下机制的激励相容性

∆

值得注意的是, 我们借助于求解器实现的其实是一个与 FIND-OSL略有区别的算法 (不妨叫做 FIND-OSLX),
其中得到的是整数规划 ILP-SWA (   )的近似解而非精确解.同时, 我们不妨把相应的调用 FIND-OSLX实现的机

制叫做 VCG-SLM-ILPX. 而已有结论表明, 当 VCG机制实施时, 如果不能精确地得到社会福利最大的分配, 那么

机制的激励相容性就可能会受到影响 [43]. 该问题在本文的场景中同样存在.
⩽回顾机制激励相容性 (定理 3)的证明, 我们可以发现, 其关键步骤在于确定下面 “   ”成立:

i ∈ ∆对于任意 Agent    ,

ui(Fi, (F̂i, F̂∆−i)) = σ(Fi,S †a(F̂i, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂i, F̂∆−i))− max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η)−σ(Fi,S )

⩽ σ(Fi,S †a(Fi, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(Fi, F̂∆−i))− max
η∈SL∆\{i}S ,φ

∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †η)−σ(Fi,S )=ui(Fi, (Fi, F̂∆−i)).

i ∈ ∆ ui(Fi, (F̂i, F̂∆−i)) ui(Fi, (Fi, F̂∆−i))进而可以证明对于任意Agent    , 其非诚实投标的效用   不超过其诚实投标的效用   ,

由此说明诚实投标是任意 Agent的占优策略.
a(F̂i, F̂∆−i) F̂i实际上任意 Agent i 仅能改变    中自己的投标    , 从而影响以下两项的取值:

σ(Fi,S †a(F̂i, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a(F̂i, F̂∆−i)).

a(F̂i, F̂∆−i) (Fi, F̂∆−i)

a(F̂i, F̂∆−i) (F̂i, F̂∆−i) F̂i = Fi

不难发现这实质上是选择社会法则   时, 一组特征集为   的 Agent 的社会福利. 而根据定义,

 是一个使一组特征集为   的 Agent 社会福利最大的社会法则. 因此当 Agent i 选择   时, 上
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a(F̂i, F̂∆−i)

a′(F̂i, F̂∆−i)

述式子会取得最大值. 现在的问题在于, 我们不能期待在有意义的时间内精确地算得   , 而仅能得到一个

社会福利接近的社会法则   , 因此以下不等式并不一定成立:

σ(Fi,S †a′(F̂i, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a′(F̂i, F̂∆−i)) ⩽ σ(Fi,S †a′(Fi, F̂∆−i))+
∑
j∈∆\{i}

σ(F̂ j,S †a′(F̂i, F̂∆−i)),

ui(Fi, (F̂i, F̂∆−i)) ⩽ ui(Fi, (Fi, F̂∆−i))因而不一定能得到   .

F ′i ui(Fi, (F ′i , F̂∆−i)) > ui(Fi, (Fi, F̂∆−i))即有可能存在某个   , 满足   .

此处可见如下两项事实.

F ′i

1) VCG-SLM-ILPX不满足激励相容性. 诚实投标并不是 Agent的占优策略. 任意 Agent i 存在策略性地投标

 从而获得更高的效用的可能.

F ′i2) 对任意 Agent i 而言, 是否选择诚实投标取决于能否在有意义的时间内算得一个上述    . 如果不能, 那么

由于诚实投标能为 Agent带来接近最优值的效用, 仍是 Agent的合理选择.

pi(·) F̂ = ⟨F̂1, . . . , F̂k⟩ pi(F̂ ) = F̂ ′ F̂ ′

简而言之, VCG-SLM-ILPX并不是严格的激励相容机制. 它虽然保持了一定的激励诚实投标的属性, 但是如

果 Agent能找出优于诚实投标的策略, 其激励相容性就会遭到一定程度地削弱. 针对此问题, 一方面我们可以试图

进一步证明 Agent计算上述更优投标的问题是难计算问题 (由于本文利用第三方的求解器来计算整数规划, 隐藏

了实现了细节, 证明该结论存在一定的困难); 另一方面, 我们可基于 Nisan 等人 [19]提出的再次机会机制 (second
chance mechanism), 提高不精确分配下 VCG机制的激励相容性. 具体做法是允许任意 Agent i 在规定的时间 T 内

随投标上交一个函数   . 对于任意的投标向量   ,    , 其中   是一个该 Agent 找出的会

带来更大社会福利的投标向量; 在此基础上可将 VCG-SLM-ILPX机制扩充成如机制 2.

机制 2. VCG-SLM-ILPX-SC.

S = ⟨k,Q,qs,Π,π,ε,δ⟩ F̂1, . . . , F̂k p1, . . . , pk φ∗

η∗0← Ag F̂
i ∈ Ag η∗i ← Ag pi(F̂ )

η∗← η∗0, . . . ,η
∗
k F̂

i ∈ Ag

η0← Ag \ {i} F̂
j ∈ Ag \ {i} η j← Ag \ {i} pi(F̂ )

η← η0, . . . ,ηi−1,ηi+1, . . . ,ηk F̂

ti←
∑

j,i

σ(F̂ j,S †η)−
∑

j,i

σ(F̂ j,S †η∗);

η∗ t1, . . . , tk

输入: 并发博弈结构   , 投标   , 函数   , 目标   ;

1.     FIND-OSLX(   ,    );

　　　对每个 Agent    :    FIND-OSLX(   ,    );

　　　    中对   具有最大的社会福利的社会法则;

2. 对于每个 Agent    :
　　　●    FIND-OSLX(   ,    );

　　　● 对每个 Agent    :    FIND-OSLX(   ,    );

　　　●     中对   具有最大的社会福利的社会法则;

　　　●  

输出: 选择的社会法则   以及对各个 Agent的支付   .

VCG-SLM-ILPX-SC机制的核心思想是, 各个 Agent可在规定的时间内将自己能找到的社会福利更高的非诚

实投标告知机制. 机制将据此优化社会法则的选择并确定支付. 基于 Nisan等人 [19]的结论, 该机制能得到社会福利

接近最优的社会法则, 且在一定程度上克服不精确分配的影响, 激励 Agent诚实投标.

 4   结论与展望

在信息不完全的策略环境下可靠地合成社会法则, 并实现 Agent对社会法则的自觉服从是社会法则合成领域

亟待解决的重要问题. 本文在算法机制设计的框架下为上述问题寻求系统的解决方案, 发现策略环境下的社会法

则合成问题可被建模为一类特殊的以社会福利最大化为目标的公共货物拍卖问题, 上述意义的“可靠性”与“自觉

服从性”可分别由拍卖机制的激励相容性和个体理性保证; 社会法则即公共货物, Agent 对其估值不具有非负性.
这意味着著名的 VCG机制可被考虑采用, 但在非负估值环境中能实现个体理性的 Clarke基准规则似乎并不直接
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适用于当前问题的支付函数设计. 本文证明任何不区分交互互模拟等价结构的估值函数均可被等价地表示为特征

集, 从而为通常情况下的结构估值函数找出了一种具有良好理论基础的紧凑表示方法, 使 Agent在投标中能清晰、

准确地表述自己的结构估值函数; 进而以 VCG机制为基础设计了一种社会法则合成机制 VCG-SLM, 把社会法则

实现为一种权利与义务的综合体, Agent 想要享受作为社会成员的权利就必须服从社会法则的约束, 并进一步证

明了基于 Clarke基准规则可设计一种使所有 Agent选择参与投标、承诺服从社会法则的约束并诚实投标是纳什

均衡的支付规则, 这意味着没有 Agent会单方面地脱离社会法则的约束; 本文证明了上述机制的计算是 FPNP-完全

的, 这意味着不能期望找到多项式时间复杂度的有效算法.本文从而将分配与支付的计算转化为整数规划来实现,
基于 ATL的语法及语义系统地导出了整数规划的优化目标函数及约束集, 严格地证明了其正确性, 并证明了上述

到整数规划的转化仅需多项式时间. 由于整数规划是一类已被深入研究的难计算问题, 已有许多成熟的工业级整

数规划求解器, 这实际上为上述机制的计算问题设计了一种现实可行的算法. 同时考虑到不精确的分配函数会损

害 VCG机制的激励相容性, 本文基于再次机会机制实现了一种克服该问题的方法.
本文的工作可看作是将算法机制设计的理论与技术应用于基于 ATL逻辑的社会法则, 解决其中亟待解决的

问题的初步的尝试. 同时我们发现, 社会法则合成所带来的公共货物拍卖问题为算法机制设计的研究提供了新的

场景, 带来了新的挑战. 基于本文的框架, 主要可进行如下 4 方面进一步的工作: 一是, 探索 Clarke 基准规则之外

的支付函数设置方式, 使所有的 Agent选择参与机制满足某种 (不限于纳什均衡)的博弈解概念, 从而实现个体理

性并展现出不同的计算属性; 二是寻找保持激励相容和个体理性的优良属性且具有可证明性能下界的近似机制,
寻求机制计算方面更深入的结果, 并在此基础上尝试证明 Agent操纵机制是难计算问题, 从而从另一角度确立本

文提出的非精确分配 VCG 机制的激励相容性; 三是探讨优化目标或约束与支付相关的场景, 这将紧密联系于最

优机制设计的工作, 是算法机制设计领域当前研究的重点与热点; 最后, 探讨无支付机制在社会法则领域的理论与

应用, 从而使机制适用于那些不能包含支付的场景, 大大拓宽机制的适应范围.
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