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摘　要: 近年来, 随着电影、游戏、虚拟现实应用等对真实感要求的不断提高, 针对人体组织、牛奶等半透明材质

的实时渲染变得越发重要. 针对当前大部分次表面散射计算方法难以正确估计散射范围的问题, 提出了一种全新

的次表面散射计算方法用以精确表示最大散射距离. 首先, 针对暴力蒙特卡洛光子追踪结果进行模拟, 以得到反射

剖面结果. 其次通过多项式模型进行反射剖面拟合, 计算精确着色点处的最大散射范围. 最后, 提出了一种新的重

要性采样方案以减少蒙特卡洛所需的采样数, 进一步提高计算效率. 此外, 方法所需的参数仅由着色点上的反射率

以及材质平均自由程提供, 以便于灵活调整渲染效果. 实验证明, 所提模型避免了之前对于散射范围的错误估计,

对材质反射率复杂的区域具有更好的渲染精度, 且渲染速率满足实时要求.
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Abstract:  Recently,  with  the  continuous  improvement  of  realism  requirements  of  movies,  games,  virtual  reality  applications,  etc.,  the  real-
time  rendering  of  translucent  materials  such  as  human  organs  and  milk  has  become  more  and  more  important.  For  most  of  the  current
subsurface  scattering  calculation  methods,  it  is  difficult  to  correct  the  scattering  range.  To  tackle  this  estimation  issue,  a  new  subsurface
scattering  calculation  formula  is  proposed  to  accurately  represent  the  maximum  scattering  distance.  First,  the  brute-force  Monte  Carlo
photon  tracking  results  are  simulated  to  obtain  the  reflectance  profile  results.  Second,  the  selected  polynomial  model  is  used  to  fit  the
reflectance  profile  to  calculate  the  precise  maximum  scattering  range  at  the  shading  point.  To  begin  with,  a  new  importance  sampling
scheme  is  proposed  to  reduce  the  number  of  Monte  Carlo  samples,  thereby  increasing  the  computational  efficiency.  In  addition,  the
required  parameters  are  only  provided  by  the  reflectance  on  the  shading  points  and  the  mean  free  path  of  the  material,  so  as  to  flexibly
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adjust  the  rendering  effect.  Experiments  results  have  shown  that  the  proposed  model  can  avoid  the  previous  error  estimation  of  the
scattering  range,  and  has  more  accurate  rendering  results  of  the  complex  reflectivity  area  of  the  material.  Meanwhile,  the  rendering  rate
meets real-time requirements.
Key words:  subsurface scattering; translucent material; physically-based rendering; function fitting; real-time rendering
 

在游戏、VR交互等需要实时渲染的应用场景中, 如何在更短的时间内进行更加精确的半透明渲染已经成为

一个十分重要的研究问题. 对于大多数真实感渲染模型, 现有大多数双向反射分布函数 (bidirectional reflectance
distribution function, BRDF)算法往往只能考虑光在表面上的传输行为, 而现实世界中的绝大部分半透明物体, 材
质往往由一个或多个半透明层组成. 如牛奶、玉石、大理石、人体组织等涉及到光在介质内部传输的材质,
BRDF无法提供准确的渲染结果, 这给逼真的半透明材质渲染带来了巨大挑战, 次表面散射算法的引入是解决这

类问题的首选.
次表面散射算法主要考虑光在介质内部的传输行为 [1]. 对于从入射点入射的光, 在经过若干次散射之后会在

距离入射点一定距离之外的出射点进行出射. 对于光在材质内部的传输行为, 通常可以使用光线追踪相关的方法

进行准确模拟 [2−9]. 但由于光线追踪难以满足实时的要求, 一部分研究将注意力放在了对次表面散射的解析计算模

型之上 [10−17], 即双向次表面散射反射分布函数 (bidirectional surface scattering reflectance distribution function,
BSSRDF). 这类计算模型需要对物体进行一系列假设, 如认为物体具有表面光滑、厚度无限的半平面等, 尽管与现

实世界物体有出入, 但其能在提供相对准确渲染结果的同时极大缩短渲染时间. 基于此类模型, 可将次表面散射拓

展到屏幕空间之上, 通过简单的函数对反射剖面进行拟合以在图像空间上计算散射辐射, 从而进一步提高渲染效

率, 满足实时渲染要求 [18−22]. 然而, 现有模型大都面临最大散射距离难以明确定义, 样本点无法精确评估的问题. 屏
幕空间次表面散射算法一般通过重要性采样或者直接固定最大散射距离来确定散射范围, 然而前者可能会使样本

点距离着色点距离过大, 导致样本点的错误贡献计算 [23]; 而后者可能会使样本点分布不准确, 导致模糊欠缺或过

度模糊 [19].
针对上述问题, 我们提出一种新的次表面散射蒙特卡洛拟合模型, 在每个着色点上动态计算最大散射距离以

精确评估样本点的分布范围. 同时为了满足易用性的要求, 我们对计算所需参数做出简化和转换, 以允许使用简单

的输入参数对渲染结果进行调整. 除此以外, 我们针对屏幕空间上的次表面散射计算, 提出了一种新的重要性采样

方案以实时生成样本点.
总结来说, 我们的贡献包括:
(1)提出了一个总反射率向单散射率的转化模型, 替代原先在两者之间的复杂的转化计算, 以快速得到所需参数.
(2)提出了一个改进的反射剖面多项式计算模型以精确计算最大散射距离, 避免了样本点的不正确分布, 使渲

染效果更加精确.
(3)提出了一个单散射率和平均自由程相关的材质累积分布函数 (cumulative distribution function, CDF)反演

近似式以进行重要性采样计算. 该式不依托于具体的累积分布函数, 适用于任何形式的半透明材质反射剖面.
本文第 1节介绍次表面散射的历史研究发展和研究现状. 第 2节介绍次表面散射的背景 BSSRDF. 第 3节介

绍本文对于次表面散射的改进计算模型. 第 4节介绍屏幕空间上蒙特卡洛计算的新重要性采样方案. 第 5节介绍

本文所提出的算法在具体应用中的实现过程. 第 6节介绍实验结果以及分析. 第 7节总结全文.

 1   次表面散射相关工作

次表面散射计算模型一直是真实感渲染领域的研究热点, 可大致细分为光线追踪模型、基于物理的解析模型、

实时计算模型和捕获与重渲染模型 4种.

 1.1   光线追踪方法

在此领域下, Hanrahan等人 [2]最初提出一种针对多层结构的次表面散射计算方法, 使用解析式对单散射进行

计算, 并提出了一套介质内部的蒙特卡洛通用规则对光子进行模拟以计算多散射. 之后 Wang 等人 [3]对其进行了
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拓展, 并使用 C语言进行实现. 之后, 用于表面的光线追踪算法如光子映射 [5]和双向路径追踪算法 [4]被拓展到介质

内部以计算内部的光传输行为, 并在表面处计算次表面散射影响. 随着 Jensen等人 [1]提出偶极子的近似计算模型,
基于光线追踪的方法逐渐与此类计算模型进行混合以提高计算效率, 如 Li 等人 [24]的混合方法. 黄学真等人 [25]使

用光子映射并调整其分布概率以缩短计算时间. 近年来, 对于次表面散射的路径追踪逐渐趋向于零方差理论和路

径引导方法. Křivánek等人 [6]提出了零方差理论, 基本思想是在每一步均构建最佳路径, 以此加快计算速度并消除

由方差引起的图像噪声. Herholz等人 [7]对此理论进行拓展, 并完善出一套完整的零方差采样方案. 随后, d’Eon[8]将
零方差理论与广义辐射传输 (generalized radiative transfer, GRT)结合, 进一步阐述了零方差理论的准确性与优越

性. 而路径引导方法基于预先计算场景内光源分布情况, 在构造路径时尽可能偏向光源以减小噪声, 最新的代表性

工作由 Deng等人 [9]提出. 尽管介质内部的体积传输是次表面散射理论上的最优解, 但是由于计算复杂性导致的渲

染耗时极高, 以及需要介质内部参数的详细定义而导致数据集过于庞大, 因此难以用于实时计算. 相比之下, 本文

方法仅需要材质表面的简单参数而不需预计算, 渲染时长可显著降低, 能够完全满足实时渲染的需求.

 1.2   基于物理的解析式模型

基于物理的解析模型最初由 Jensen等人 [1]从辐射传输方程开始推导, 基于对边界条件与扩散方程近似解的考

虑提出了偶极子计算模型. 由于其只适用于无限单层半平面, Donner等人 [10]加入了介质下边界的考虑, 提出了可

用于模拟多层介质的多极子模型. Jakob等人 [11]将之前对介质同质性的假设拓展到了异质性介质, 提出了一个对

异构介质的渲染框架以及对应的偶极子解决方案. 由于偶极子模型无法精确模拟散射效果, d’Eon等人 [12]提出了

一个量化扩散模型, 并将虚拟点光源改进为拓展光源, 极大消除了计算误差. 随后, d’Eon[13]同样对经典偶极子模型

进行了改进, 使其基本与作为 ground truth 的蒙特卡洛结果相匹配. Habel 等人 [14]加入了对入射光倾斜度的考虑,
并使用蒙特卡洛计算拓展光源的影响, 进一步提升了单散射与多散射计算精度. Frisvad等人 [15]将偶极子模型中的

点光源改进为射线源来提高其准确性. d’Eon[16]在入射光的基础上加入了出射光以完善次表面散射的准确表述. 近
年来, Frederickx等人 [17]针对高前向散射介质计算其次表面散射. 解析式模型在满足物理条件的基础上对光线追

踪方法进行了简化, 且无需介质内部体积参数, 尽管其能将原本数小时的渲染时长缩减为数分钟, 但相对于实时计

算的要求仍有差距. 本文拟提出方法虽不严格满足物理条件, 但具有和解析式模型相似的渲染精确性.

 1.3   实时计算模型

对于次表面散射的多数研究都集中在实时性方面. 针对实时计算, 又可细分为 3个子方向: 针对着色点信息的

预计算; 在图像上的快速滤波/蒙特卡洛; 针对体积上的扩散方程求解. 其中预计算的思想是, 将场景内与视角信息

无关的其他信息进行预计算, 以避免在散射评估阶段的重复评估, 代表性方法包括 Jensen等人 [26]提出的样本层次

树的构建, 这类层次存储方法直至近年仍在使用 [27].
随后, 基于 3D的信息存储被拓展到 2D空间, 即 Image-based方法, 这种技术降低了存储要求, 但引入了参数

化等其他问题. 对于图像空间上的散射评估, 又有卷积计算以及基于蒙特卡洛的样本估计, 两者有相似之处, 但都

需要某些方式对扩散剖面进行近似以使评估结果足够精确, 其中比较有代表性的是 d’Eon等人 [18]提出的高斯加权

方法, Christensen等人 [20]提出的规范反射剖面方法以及 Jimenez等人 [19]的可分离核方法. 赵沁平等人 [21]将反射剖

面进行分解, 并在图像空间执行散射计算. 当基于屏幕空间的 SSSSS方法 [22]被提出后, 后续的图像空间计算大多

集中于此以进一步提升效率并避免对原始渲染管线作过多的更改. Maisch等人 [28]着重考虑了大散射距离处的散

射贡献, Yatagawa等人 [29]则使用两个高斯的组合对散射剖面进行近似表示.
针对体积上的扩散方程, 求解方法多将物体体积表示为单个单元, 并在 GPU上使用松弛算法对扩散方程进行

迭代求解直至收敛 [30−32]. 这类方法的计算精度较为准确, 且满足介质的异质表示, 但总体效率相对较差.
尽管现有的实时计算方法已能对次表面散射进行较为准确的估计, 但如何对屏幕空间上样本点进行选取具有

挑战. 多数方法通过预计算查找表 (look up table, LUT)来解决样本生成, 代价则是需要存储额外的数据. 而对于样

本点的实时生成, 可能因散射范围不明确而导致计算错误. 相比之下, 本文方法能明确着色点处的散射范围并实时

生成样本点, 节省预计算时间.
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 1.4   捕获与重渲染

捕获与重渲染方法主要针对真实物体进行相关数据测量, 并使用渲染数据对此物体进行重新渲染, 以最大程

度上接近现实世界的真实感效果. 其中的难点在于对真实测量数据的存储和处理. Goesele等人 [33]使用高动态相机

去捕获相关图像数据, 并将其重采样为一种分层数据结构. Peers等人 [34]使用了矩阵分解的思想, 对测量数据进行

紧凑表示以减小存储空间. Ghosh等人 [35]针对人脸提出了对应的渲染方案, 并使用若干张照片进行实现. 这类方法

能在已有对象数据的基础上, 对物体进行高效率和高精度的渲染, 但最大的限制在于其只能渲染特定的捕获物体,
通用性较差. 相比之下, 本文方法在保持较高的渲染准确性的基础上, 使用的计算模型适用于任何材质, 且易于通

过简单参数调整渲染效果, 具有较好的通用性.
除以上方面, 近年来次表面散射也开始与机器学习尝试结合 [36]. 由以上相关研究工作可知, 针对次表面散射

的研究对于真实感渲染具有重要价值. 其中考虑到次表面散射的实用性, 又以对实时计算的研究居多. 受现有工作

启发, 我们在屏幕空间上执行散射计算, 以进一步提升计算效率至实时要求, 同时尽可能保证渲染精度.

 2   BSSRDF 基础

xo

本文通过考虑光在物体上的次表面散射来对半透明材质物体进行渲染. 对于半透明物体, 其出射辐射的描述

可表示为在物体表面以及半球角度上的双重积分, 其中 S 项是一个 8D 函数, 用来解释光在不同点、不同方向间

的传输行为. 对于某一着色点   上的出射辐射可通过下述积分进行计算 [37]:

L(xo,ωo) =
∫

A

∫
Ω+

Li(xi,ωi)S (xi,ωi, xo,ωo) |Ni ·ωi|dωidxi (1)

Ni x ω其中, L 是出射辐射, A 是物体表面积, Ω+是着色点的上半球,    是当前着色点的法线方向,    和   分别表示位置与

方向角. 式中的 S 项被描述为 BSSRDF, 通过公式 (2)计算:

S (xi,ωi, xo,ωo) =
dL(xo,ωo)
dΦ(xi,ωi)

(2)

Φ xi x ω其中,    表示入射点   处的辐射通量. 由于 S 项是个 8D 函数 (其中   和   各表示一个 2D 变量), 所以很难对其进

行直接计算. 在 Jensen的偶极子方法中, S 项被分为单散射和多散射进行衡量:

S = S d + S (1) (3)

S d

S (1)

对于高散射介质, 即使是小距离内的光传输也会经历大量的散射事件, 所以仅考虑多散射   即可满足精度要

求, 此时会忽略单散射项   .
S d为了方便多散射的评估计算, Jensen等人 [26]将多散射项   拆分表示为 3个项的乘积, 分别表示为光进入介质

时的衰减, 光在内部传输时的衰减, 以及最后出射出介质的衰减, 以对光的传输行为进行更细致的考虑:

S d =
1
π

Ft(η,ωo) ·Rd(xi, xo) ·Ft(η,ωi) (4)

Ft Rd Rd其中,    表示菲涅尔透射计算,    表示反射剖面. 为了方便计算,    通常被简化为仅与表面点间的距离有关而与

光照方向无关, 此时对剖面的考虑从 8D降低到 4D. 将公式 (4)重新带入到出射辐射的积分计算中, 则有:

L(xi, xo) =
1
π

Ft(η,ωo)B(xo)

B(xo) =
∫

A
E(xi)Rd(xi, xo)dxi

E(xi) =
∫
Ω+

Li(xi,ωi)Ft(η,ωi)|Ni ·ωi|dωi

(5)

Rd

r = |xi − xo|

其中, 外部积分 B 表示为散射辐射度, 内部积分 E 表示为入射辐照度. 本文仅对外部积分进行研究, 而不涉及到内

部积分具体的辐射计算. 对于反射剖面   , 可进一步将其参数进行简化, 让其仅与入射点与出射点之间的距离

 相关.
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 3   渲染算法

 3.1   暴力蒙特卡洛

为了避免反射剖面的复杂计算, 需要对其结果做出合适的近似. 同 Christensen[20]提出的规范化扩散剖面相似,
我们直接对作为 ground truth的蒙特卡洛光子追踪器 (MCML)[3]的结果进行拟合, 以最大程度上接近真实结果. 区
别于传统的光线追踪渲染器, 为了提升计算速度, MCML在 2D柱坐标系 (z, r)下 (分别表示散射的深度和距离)上
模拟光子在体积内部的传输并进行数值模拟计算, 以简化原先在 3D 空间下光子的复杂传输过程, 最终在每个坐

标单元中存储辐射度, 以获取物体表面坐标散射辐射的数值结果. 为此, 需要分别对MCML的输入文件作出假定,
并对输出文件进行处理. 对输入文件的假定如下.

(1)假设物体为一个单层且无限厚的介质, 即设置为一个 3层结构 (上下层为空气层, 中间层为测量物体), 中
间层厚度设置为 1.0E+8以避免透射的影响.

(2)物体折射率对散射光的影响假定为仅由菲涅尔项进行控制, 即 3层的折射系数 η 均设置为 1以避免折射

系数影响.

σ′s

(3) 各项异性参数 g 假定为 0. 并使用相似性理论来考虑光子散射的各项异性, 即对于光子的各向异性散射,
在多次散射事件后, 其效果可以等同于另一个散射系数   对应的各向同性散射.

Rd

Rd(r)

r′max

r′max

通过以上假设, 仅需调整散射系数以及吸收系数, 即可得到对应的反射剖面结果   . 实验过程中我们发现,
MCML的实验数据   降至 0后, 后续的“0”值数据会对剖面拟合造成较大的误差. 为此, 需要进一步对MCML
的输出结果做出处理, 以对恒为 0的数据进行丢弃, 我们将这一步称之为“裁剪”. 具体来说, 通过选取一个合适的

散射距离作为拟合过程中的最大散射距离   , 我们仅考虑选定范围内的数据来进行拟合, 并丢弃范围之外的其

他数据, 以使拟合结果更加精确.    的选取规则如下.
r′max(1) 对于散射距离 r, 从 r=0 开始, 每增加一段特定间隔, 执行一次当前 r 是否可作为   的判断, 直至条件判

断成功. 其中特定间隔称为"裁剪间隔" , 最大散射距离判断式如下:
Rd(r′max) ⩽ Rd(0) ·ε (6)

Rd(0) Rd ε r′max ε其中,    表示 r=0处的数据, 是   曲线的最大值.    决定了选取   时的精细程度, 在实验中   设置为 0.005.
r′max r′max(2)裁剪间隔随当前距离 r 发生变化. 我们在实验中发现, 当   较小时, 选用过大的裁剪间隔会造成对   的

错误估计. 所以裁剪间隔选取规则如下: 当 r∈[0, 0.5] 时, 裁剪间隔为 0.05; 当 r∈(0.5, 1] 时, 裁剪间隔为 0.1; 当
r∈(1, 2]时, 裁剪间隔为 0.2; 当 r∈(2, 5]时, 裁剪间隔为 0.5; 当 r>5时, 裁剪间隔为 1.

 3.2   反射剖面拟合

Rd(r) Rd(r)

Rd(r) · r R′d(r) R′d(r)

R′d(r)

在次表面散射计算中, 通常使用极坐标来对反射剖面   做积分, 此时的积分项是   与散射距离 r 的乘

积   , 为了简化表示, 本文将此项称为   . 我们直接对   的结果进行拟合, 通过实验提出了一个在任何

散射率下均可以对   做出精确拟合的计算式:

R′d(r) =
ar+b
r+ c

(7)

rmax rmax = −a/b

其中, r 为散射距离, a 为分子系数项, b 为分子常数项, c 为分母常数项. 该式并不能保证其值常大于 0, 相反其会在

某个散射距离 r 处准确降为 0, 此距离即为最大散射距离   , 出射辐射仅在   的半径范围之内对散射进

行积分考虑. 图 1显示了在不同单散射率下此多项式对MCML结果的拟合对比, 可证明此模型对MCML的拟合

精确性.
由于多项式模型中的 a, b, c 这 3项未知, 因此需要通过输入参数来对此 3项分别进行拟合计算. 为了体现用

户友好性, 方便结果的调试, 本文中选取的输入参数为总反射率 A 以及材质平均自由程 l.
 3.2.1    单散射率的拟合

σ′s σa根据MCML的输入格式以及上述假设, 材质的反射剖面仅决定于散射系数   和吸收系数   , 这可能导致参

数不易调控. Jensen等人 [26]提出了一种参数转化计算, 将散射系数和吸收系数转化为总反射率 A 和平均自由程 l.
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α = σ′s/(σ
′
s +σa)

α

α α

α ∈ [0,1]

而在本文中, 为了直观查看参数对剖面的影响, 我们使用单散射率   与平均自由程 l 作为模型的调

整参数. 为此, 需要将总反射率 A 转化为单散射率   . 在蒙特卡洛路径追踪过程中, 光子的能量衰减仅与每一次碰

撞事件发生时的单散射率有关, 而与路径长度无关, 因此 A 与   呈一一对应关系, 即总反射率 A 仅取决于单散射率   .
MCML的实验结果也证明了上述理论. 通过在   范围内设置若干组样本点并记录其对应的总反射率 A, 我
们发现两者可以用公式 (8)进行准确转换:

α =
5.67A

A2 +3.84A+0.84
(8)

α

α α α α

图 2 显示了我们的计算式对实际转化关系的拟合结果, 可看出其准确描述了从 A 到   的转化关系. 注意, 从
A 到   的转化需要满足边界条件, 具体来说, 当 A=0时,    =0; 当 A=1时,    =1. 尽管此拟合式能准确描述 A 与   之

间的转化关系, 但无法满足后一个边界条件, 只能极大程度上趋近于 1. 在实际实验中, 适当舍弃后一个边界条件

可保证整体的精确性.
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图 1　不同散射率下多项式模型对MCML的拟合
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图 2　从 A 到单散射率的转化拟合
 

 3.2.2    分子系数项的拟合

α α

ki i ∈ [1,2, . . .] α

α ∈ [0,0.9]

为了更好地观察 l 和   分别对分子系数项 a 的影响, 我们首先固定平均自由程 l, 仅拟合   与 a 间的函数关系,
对于其中仍然未知的参数 (本文中设定为   , 其中   ), 再通过加入 l 进行拟合, 以确定 l 和   两者的共同

影响 (这个思路同样被用在分子常数项和分母常数项的拟合中). 实验中, 当固定平均自由程 l 后, 我们发现 a 项在

 范围内成线性正比关系, 而在之后有重新增高的趋势. 为了对此函数关系做出精确拟合, a 项的计算分
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为两部分: 
a = p1 + p2

p1 = k1 ·α
p2 = k2 ·0.1−30(α−1)

(9)

p1 p2 p1 p2 p1 α

α p2

k1 k2

其中,    为线性项,    为补偿项.    用来计算 a 项整体的减小趋势, 而   则用于补偿   在   >0.9后的不正确估计.
只有当单散射率   极大时,    项才会对 a 项产生影响以使结果更加准确. 考虑平均自由程 l 后, 可使用 l 分别对未

知系数   和   继续进行拟合, 两者都与 1/l 成线性正比关系:
k1 =

−0.0064
l

k2 =
0.00316

l

(10)

代入公式 (9), 分子系数项计算为:

a =
−0.0064 ·α

l
+

0.00316
l

·0.1−30(α−1) (11)

后文图 3表示了此拟合式在不同平均自由程下随单散射率的变化情况. 其中不同颜色的曲线表示不同的平均

自由程, 圆点表示 ground truth. 从图中可看出计算式对 a 项的拟合较为精确.
 3.2.3    分子常数项的拟合

α

α α = 0

α = 0

实验过程中, 我们发现分子常数项 b 几乎不随平均自由程 l 发生显著改变, 仅会因单散射率   发生变化 (如
图 4所示), 因此我们假定 b 项仅通过   即可进行准确的拟合计算. 为了匹配在   时 a 项为 0的情况 (我们希望

当单散射率   时, 拟合式在各处恒为 0), b 项拟合模型被选择为一个幂函数:
b = k1 ·αk2 (12)

k1 k2 k2 k2

k2

其中,    为定值, 设定为 0.461. 幂次项   与单散射率   相关, 呈 S型曲线函数关系. 为了计算幂次项   , 我们使用

下式对   进行拟合:
k2 = (6.7 · (α−0.45)2 +2.6) ·α+1.3 (13)

图 4显示了我们对 b 项的拟合, 可看出拟合结果良好.

 3.2.4    分母常数项的拟合

α

我们在实验中发现, 分母常数项 c 不会对函数的变化趋势造成过大影响. 所以我们选用指数形式对其进行拟

合, 当固定平均自由程 l 时,    与 c 项之间的关系如下:
c = k1 · exp(k2 ·α)+ k3 (14)

k1,k2,k3 k2 k1 k1其中,    为未知参数. 经过对所有平均自由程为 l 的情况进行比较,    被设定为一个定值 4.2. 对于   和   , 沿
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用之前的方法使用 l 对其进行拟合: {k1 = 0.0097 · l
k3 = 0.166 · l (15)

图 5 显示了不同平均自由程条件下 c 项的拟合结果. 其平缓的变化趋势可通过简单的指数函数进行准确的

描述.
  

0.30

0.35

0.40

0.45

0.25

0.20

0.15

c

0.10

0.05

0

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

α

l=0.5

l=0.5 fit

l=0.2

l=0.2 fit

l=0.1

l=0.1 fit
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 3.3   反射剖面修正

R′d(r) rmax根据反射剖面的基本性质,    需要满足规范性要求. 本文中仅考虑最大散射距离   以内的有效散射范围,

所以应满足以下条件: ∫ 2π

0

∫ rmax

0
R′d(r) = A (16)

Rd(r) rmax根据概率密度函数 pdf 的相关性质, 此式等价于   对应的累计分布函数 cdf(r)在   处恰好为 1. 我们的拟

合模型可以准确计算对应的 CDF:

cd f (r) =
∫ r

0

R′d(r) ·2π
A

dr =
a · r+ (b−a · c) ln

( r
c
+1

)
A

·2π (17)

rmax

cd f (rmax)

由于我们的模型是经过近似后的计算结果, 所以不能保证对应的 CDF在   处为 1. 这可以通过修正来解决,
即让反射剖面额外除以一个修正因子   , 以使其恰好在最大散射距离处的 CDF为 1, 以满足反射剖面的能

量守恒要求:

Rco
d (r) =

Rd(r)
cd f (rmax)

(18)

 4   重要性采样

Christensen[20]提出的规范反射剖面能很好地对空间变化的反射剖面进行拟合, 但遗憾的是由于近似式的特殊

形式无法对 CDF式求逆, 导致无法实时生成样本点. 大多数解决方案会预计算 LUT, 由此需要额外的数据存储. 尽
管在后来的工作中, 相应的近似采样式被 Xie等人 [23]提出以进行样本点的实时生成, 但我们发现其仍有部分缺陷.
首先是采样距离的限制问题, Xie 等人 [23]的采样近似式无法对采样距离 r 做出范围限制, 导致其有一定概率采样

到距离着色点极远的位置, 可能超出物体表面范围从而致使严重的采样错误. 其次, Xie等人 [23]的采样式没有通用

性, 由于其参数只针对规范剖面, 致使当使用其他模型时此采样式不可用. 针对以上问题, 我们提出了一种针对次

表面散射的重要性采样改进算法. 我们对采样距离做出了限制, 且仅依赖于单散射率与平均自由程, 该算法同时可
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适用于其他任何反射剖面计算模型.

由于我们模型对应的 CDF 式同样无法求逆, 所以依然采取近似方案, 对 CDF 与采样距离 r 之间的关系进行

近似拟合. 我们选用的拟合式为:

g(ξ) = (k1 · ξ− k2) ·
√
ξ · ln(1+ε− ξ) (19)

k1,k2 ξ ε

α

其中,    为未知参数, 需要通过单散射率和 l 进行后续的拟合.    为 [0, 1)之间的随机数.    为限制因子, 其不仅

能防止采样距离趋于无穷, 也使采样式更加精确. 在实验中, 我们设定为 0.01. 对于未知参数, 我们使用   和 l 进行

拟合, 最终拟合结果为: {
k1 = 1.504l ·α2.175α0.7+0.19

k2 = 3.993l ·α3.268α+0.2838
(20)

图 6(a)显示了此式在固定 l 时不同散射率之间的准确拟合, 图 6(b)显示了此式在固定散射率时不同 l 之间的

准确拟合. 图中散点表示 ground truth, 良好的拟合效果可证明此拟合式可替代复杂的 CDF反演.
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图 6　我们对 CDF反演的拟合
 

rmax最后, 通过本文计算的   对采样距离 r 作出限制:
r =min(g(ξ),rmax) (21)

φ通过计算出的采样距离 r, 再使用均匀采样得到旋转角   , 可得到样本点的极坐标, 并在屏幕空间上执行采样,

即可进行后续次表面散射中出射辐射的计算.

 5   算法实现

基于上述次表面散射模型的改进算法, 我们接下来将结合屏幕空间计算阐述如何在实际应用中使用我们的模

型. 本文的算法流程如图 7所示. 首先, 我们针对场景进行阴影贴图计算以获取深度值; 其次, 我们分别针对半透明

物体的镜面反射、透射、漫反射进行计算并分别存储; 再次, 我们仅针对漫反射部分进行次表面散射的评估, 其中

涉及到本文提出的重要性采样以及反射剖面的计算; 最后, 我们将各渲染结果重新组合以获取最终的输出结果. 需

要说明的是, 本文算法不需预计算, 样本点的生成以及出射辐射的估计均在每一帧中实时计算. 以人脸模型为例,

图中显示了模型在不同阶段的渲染效果.

我们将算法在 GPU上进行部署, 渲染流程共分为 4个渲染批次 (pass).

在第 1批次中, 我们针对光源方向对场景进行预渲染, 并记录场景内的最小深度值. 这些值将被存入阴影贴图

中. 其作用有二: 一是用于后续主场景渲染中的阴影计算 [38], 二是用于后续的透射光计算. 若场景中存在多个光源,
则对光源的重要性进行评估, 对每一个重要光源均进行一次阴影贴图计算.
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在第 2批次中, 我们针对相机方向对场景进行渲染. 半透明物体的出射辐射分为 3类: 镜面反射部分, 漫反射

部分以及透射部分. 由于次表面散射仅针对漫反射部分, 所以在此使用 GPU 的多重渲染目标 (multiple render
target, MRT) 特性, 将计算结果分别存储在多个缓冲区 (大小与屏幕空间分辨率一致) 中, 并在之后仅针对漫反射

部分进行次表面散射计算.
针对镜面反射, 我们使用经典的 Torrance-Sparrow计算模型并使用 Karis等人 [39]的实现方式进行计算. 而对

于漫反射, 由于其具有缓慢的变化趋势, 简单的兰伯特模型即可取得不错的结果. 对于透射部分的计算, 我们参考

了 Jimenez等人 [40]的工作, 对半透明物体的透射光做出了多种假设, 结合场景深度信息, 并使用若干高斯函数的线

性加权进行近似计算, 最终以较小的计算量实现透射光的估计. 同时为了减少缓冲区数量, 我们将高光部分与透射

部分相加并存入同个缓冲区中. 由于算法需要将反射率 A 作为输入, 所以我们设置一个额外缓冲区用于存储 A. 同
时为了减少不必要的计算, 使用模板缓冲特性仅针对标记为半透明材质的物体进行后续计算.
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图 7　算法流程图
 

在第 3批次中, 针对之前计算的漫反射部分进行次表面散射估计. 我们使用蒙特卡洛方法来进行出射辐射中

的积分估计, 考虑到场景内的深度差异, 这里使用能量守恒的蒙特卡洛估计式 [41]:

L =

∑n

i=1

R
( √

ri
2 +di

2
)

p(ri)
L
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ri
2 +di

2,φi

)
∑n

i=1
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( √

ri
2 +di

2
)

p(ri)

=
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i=1
wiL

(√
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2 +di
2,φi

)
∑n

i=1
wi

(22)

ri di其中, n 为样本点的个数, R 为反射剖面.   为第 i 个样本距离着色点的采样距离,    为样本点与着色点间的深度

差异.

sd sr

样本点的选取使用第 4节描述的重要性采样方案. 为减小蒙特卡洛的误差, 将低差异序列代替纯随机数. 为了

避免计算量过大, 我们没有针对 RGB三通道分别采样, 而是选用了材质平均自由程 l 最长的通道 (如皮肤渲染时

为 R通道). 需要注意的是, 我们对剖面的计算来源于世界空间内的真实测量值, 而场景内物体不一定与真实大小

保持一致, 所以进行出射辐射计算前需对深度差异和散射距离分别乘以缩放因子   和   .
在最后一个批次中, 我们将次表面散射部分重新与镜面反射部分、透射部分相混合, 完成对半透明物体的最

终渲染.
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 6   实验结果与分析

本文使用 HLSL高级着色语言以及Microsoft DirectX 12 SDK来实现我们的算法. 本文给出的所有结果基于

Intel Core(TM) i7-7700HQ CPU, 16 GB内存、NVIDIA GTX1050 GPU实验平台.

 6.1   与规范反射剖面方法的比较

为了评估本文模型的数值准确性, 我们分别使用均方差 MSE 和确定性系数 R-square 指标与 MCML 的数值

计算结果 (ground truth)进行误差分析. 同时, 我们与规范反射剖面模型进行了对比. 选择规范剖面的原因在于此拟

合式的精确性超越了绝大部分评估模型, 且与我们一样是对MCML剖面结果的直接拟合, 在业界中得到了广泛的

应用.

R′d

表 1中显示了我们的模型与规范反射剖面之间的误差对比. 为了精确表示, 我们将散射距离平均分为两段, 并
在每一段上分别进行误差估计. 结果表明, 在大多数情况下, 规范化剖面与本文方法均能对蒙特卡洛结果进行精确

的拟合. 相较而言, 在以MSE为标准的情况下, 虽然在一些大散射距离处我们的拟合值可能比规范反射剖面表现

要差一些, 但是在小散射距离以及整体范围方面我们的模型拟合程度好于规范反射剖面. 而在 R-square方面, 我们

的改进   在各方面都要优于规范剖面, 特别是在后半段的散射距离处. 我们的方法具有更好的效果.
  

表 1    不同材质下我们的模型与规范反射剖面之间的误差比较 
材质 模型 MSE (0–0.5) MSE (0.5–1) MSE R-square (0–0.5) R-square (0.5–1) R-square

番茄酱
规范剖面 9.7448E–08 4.5326E–09 5.0975E–08 0.989 8 0.502 7 0.993 4
本文模型 7.1351E–08 1.1414E–08 4.1373E–08 0.991 6 0.880 9 0.994 2

苹果
规范剖面 2.5702E–05 1.7925E–06 1.3741E–05 0.980 1 0.501 0 0.985 3
本文模型 6.8160E–06 7.7950E–07 3.7812E–06 0.994 1 0.858 1 0.995 4

大理石
规范剖面 2.4810E–05 1.7023E–06 1.3256E–05 0.978 9 0.501 2 0.984 4
本文模型 6.7710E–06 7.2461E–07 3.7478E–06 0.993 6 0.847 6 0.995 0

皮肤
规范剖面 1.8591E–06 4.5615E–08 9.5236E–07 0.985 5 0.503 8 0.991 2
本文模型 7.7719E–07 1.5203E–07 4.6461E–07 0.994 4 0.898 2 0.996 0

 

图 8第 1行展示了本文方法对表 1中 4种材质的渲染结果, 材质的不同属性通过修改计算模型中的平均自由

程 l 进行调整, 以说明本文对多种材质渲染的通用性. 图 8 第 2 行展示了本文计算模型在相应材质属性下与

MCML之间反射剖面的对比结果. 因为计算模型是针对MCML数值计算结果的精确拟合, 所以误差较小, 低于绝

大部分基于物理的解析式模型.
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图 8　表 1中各种材质的渲染结果以及数值误差
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 6.2   渲染结果展示

为展示本文算法对空间均质材质的渲染效果, 我们分别对具有相对复杂几何结构的佛陀模型、龙模型、兔子

模型进行渲染, 并分别设置不同种类的材质 (通过调控平均自由程). 图 9、图 10、图 11显示了调控参数 l 和 A 对

渲染结果的影响. 对于渲染结果所使用的模型参数, 我们将其对应的计算模型与MCML的数值计算结果进行了比

对, 以说明本文模型的精确性. 图 9、图 10展现了不同散射率下, 仅改变 l 对结果的影响. 从渲染结果和图表可以

看出, 随着材质平均自由程的增长, 材质的最大散射距离以较快速度增加, 致使散射范围不断增大, 从而半透明物

体的阴影边界被逐渐模糊, 物体的通透性逐渐增强.
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图 9　从左至右为 l=10, 5, 1, 0.1对佛陀的影响 (α=0.6)效果及数值误差
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图 10　不同平均自由程对中国龙的影响 (α=0.9)效果及数值误差
 

图 11 展现了在固定 l 的条件下, 调整参数 A 对渲染结果的影响. 尽管参数 A 对散射范围的影响不如 l 明显,
但其仍然是反射剖面中的重要组成部分, 从图中可以看出, 随着表面反射率减小, 光在物体表面的散射范围不断减

小, 导致阴影边界变得分明, 当 A 接近 0时, 即使 l 较大, 对最终的次表面渲染效果的影响也几近于无.
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我们比较了本文计算模型与 MCML 之间的数值误差, 不论如何更改模型参数, 本文模型均能很好地贴合

ground truth, 可见我们计算模型具有较强的精确性和通用性.
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图 11　不同反射率 A 对兔的影响 (l=10)效果及数值误差
 

为了体现本文算法对空间异质材质的良好渲染效果, 我们对经典面部模型进行渲染, 并与具有空间均质性

的可分离散射模型 [19]以及具有空间异质性的规范剖面模型 [20]结果进行比较. 基于异质材质的体积数据极大的

复杂性, 我们使用 Habel等人 [14]的光子束扩散方法代替经典体积传输作为渲染结果的 ground truth. 此方法使用

表面辐射进行次表面散射评估, 避免了复杂的空间数据存储, 同时具有极高精确性. 为了展示本文模型的数值

准确性, 我们以MCML的数值结果进行误差比较. 图 12显示了我们的整体渲染以及在胡子此类复杂细节区域

的对比结果, 以及每种方法对应的渲染时间和反射剖面的数值误差. 其中对于规范剖面, 本文使用 Golubev[41]的
实现方式, 并使用 Xie等人 [23]的近似式来生成样本点, 为了避免由于采样距离过大引起的错误贡献, 我们手动

限制了其采样的最大距离. 尽管 3种方法在对面部的整体渲染效果上差距不大, 但当视角被拉近, 可发现在具

有复杂细节的胡子区域, 可分离散射对其进行了过度的模糊. 规范剖面与本文模型具有相似的效果, 但本文方

法无需手动限制采样范围, 且渲染效率优于规范剖面. 图 13显示了上述实时方法对土豆模型的渲染结果对比,
相较于可分离散射 (图 13(b)) 结果中土豆表面斑点偏红且相对模糊, 规范剖面 (图 13(c)) 和本文方法更接近

ground truth, 同时相较于规范剖面方法, 本文方法渲染耗时更少. 证明本文模型在多种空间异质材质物体上均

有良好效果.
为了说明本文所述重要性采样方案的重要性, 我们以人脸模型为例, 使用较低的采样数比较传统的均匀采样

和本文提出的重要性采样之间的差异, 结果如图 14所示. 我们设置采样数为 17, 并使用本文计算模型进行次表面

散射估计, 两者单帧渲染时间均为 6.4 ms. 相比之下, 均匀采样 (图 14(a))对物体造成了不自然的模糊, 导致具有复

杂细节的胡子区域几乎不可见, 且伴随有密集的微小红色噪点, 这一问题可通过增大采样数得到解决, 相应的代价

则是渲染时间的增加. 而使用本文重要性采样 (图 14(b))进行代替后, 可以发现即使在采样数较低的限制条件下,
依然可以得到较好的渲染结果, 图像上未出现红色噪点, 且胡子区域得到了较好的细节保留.

表 2 为本文算法与展示的经典屏幕空间次表面算法的时间性能对比. 由于屏幕空间与模板缓冲的性质,
屏幕空间算法效率取决于屏幕分辨率大小以及半透明物体所占屏幕比例大小. 本文固定屏幕分辨率大小为

1920×1080, 并不断改变面部模型所占屏幕比例以统计相应的单帧平均渲染时间. 可以看到本文模型略优于同样
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具有空间异质性的规范剖面方法 [41], 同时相较于规范剖面的不可实时生成精确样本点, 本文的重要性采样方案

能在合适范围内准确分布样本. 虽然本文模型性能略低于可分离散射方法 [19], 但其在复杂区域的渲染结果明显

优于可分离散射. 从复杂面部的单帧渲染时间可以看出, 本文计算模型完全符合实时渲染的要求, 满足在实际应

用领域中使用需求.
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(a) 光子束扩散 (ground truth) (b) 可分离散射[19] (c) 规范剖面[41] (d) 本文模型

图 12　不同模型对人脸部的渲染结果及数值误差
 

  

Time: 3.5 msTime: 3.5 ms Time: 4.2 msTime: 4.2 ms Time: 3.6 msTime: 3.6 ms

(a) 光子束扩散 (ground truth) (b) 可分离散射[19] (c) 规范剖面[41] (d) 本文模型

Time: 5–6 min

图 13　不同模型对土豆模型 (1/l=0.6824)的渲染结果对比 
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(a) 均匀采样 (b) 本文重要性采样

图 14　使用均匀采样与本文重要性采样的对比结果 (17 samples, 6.4 ms)
 

  

表 2    在不同面部模型所占屏幕比例下面部渲染的性能对比 (ms) 
计算模型 占比25% 占比50% 占比75%
可分离散射 3.5 5.9 8.6
规范剖面 4.2 6.9 10.6
本文模型 3.9 6.6 9.8

 7   总　结

Rd

rmax

本文针对散射范围不正确估计问题, 提出了一种对反射剖面   的改进拟合模型, 以对半透明材质上不同反射

率的着色点进行精确的最大散射范围计算, 避免了因对散射范围不明确引起的散射错误估计问题. 改进的拟合式

在提升准确性的同时, 实现了对最大散射距离   的快速计算. 同时通过使用简单的输入参数对模型进行调整, 用
户可以轻松调控不同效果. 除此以外, 我们提出的采样方案保证了算法的效率和准确性. 实验结果显示了我们的算

法在不同半透明材质上均可实现良好的渲染结果.

α ∈
α

尽管我们针对屏幕空间上的次表面散射计算相较现有方法具有明显的改进, 但仍存在一些限制. 考虑到计算

的复杂性, 本文对 CDF反演的拟合程度并不严格精确, 在   [0.4, 0.6]范围内拟合的误差相对较大, 尽管在实验中

我们并未发现由此导致的明显渲染质量下降, 但拟合的不精确性理论上会在采样数极低时产生噪声, 限制   在相

应区间内时材质所需的最低采样数, 造成额外的渲染时间增加. 另一方面, 对于屏幕空间上的蒙特卡洛采样, 已有

的方法仅能保证能量守恒, 不能对复杂几何形状进行样本点间深度差异的精确考虑. 在未来的工作中, 如何解决这

两个问题是提升屏幕空间次表面计算准确度的关键方向之一.
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