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摘　要: 研究大规模并行计算模型中动态单源最短路径问题. 在该模型中, 每台机器内存大小为  ,   表示图中

顶点数,   是一个常数. 主要考虑带整数边权重的有向或无向图, 其中边权重最大值与最小值之比的上限为

. 图的更新操作包括单边插入、删除以及权重改变. 针对上述问题, 结合多项式矩阵逆方法、路径分解

策略以及并行线性代数算法; 同时, 通过设计一种高效的并行多项式乘法求解算法提出了一个随机并行动态单源

最短路径算法. 该算法的更新轮数复杂度为  , 总内存需求为  . 其中, 更新轮数复杂

度指每次图中边发生变化后, 为重新计算从源点到其他受影响顶点之间的距离, 算法所需同步的迭代轮数;   隐

去了对数多项式因子,   为快速矩阵乘法的算术复杂度 ( )指数. 相较于现有方法至少需要   轮数复

杂度的并行静态单源最短路径算法, 所提并行动态精确单源最短路径算法显著降低了轮数复杂度.
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Abstract:  The  dynamic  single-source  shortest  paths  problem  is  studied  in  the  massively  parallel  computation  (MPC)  model,  where  the

memory  size  of  each  machine  is  .  Here,   is  the  number  of  vertices  in  the  graph,  and   is  a  constant.  This  study  primarily

considers  directed  or  undirected  graphs  with  integer  edge  weights,  where  the  ratio  between  the  maximum  and  minimum  edge  weights  is

upper-bounded  by  .  The  graph  update  operations  include  single-edge  insertion,  deletion,  and  weight  change.  To  address  this

problem,  this  study  combines  the  polynomial  matrix  inverse  method,  the  path  decomposition  strategy,  and  parallel  linear  algebra

algorithms.  In  addition,  by  designing  an  efficient  parallel  polynomial  multiplication  algorithm,  a  randomized  parallel  dynamic  single-source
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shortest  paths  algorithm  is  proposed.  The  algorithm  achieves  an  update  round  complexity  of   and  a  total  memory  requirement

of  .  Here,  the  update  round  complexity  refers  to  the  number  of  synchronous  iteration  rounds  required  by  the

algorithm  to  recompute,  after  each  edge  change  in  the  graph,  the  distances  from  the  source  to  other  affected  vertices.   suppresses

polylogarithmic  factors,  and   represents  the  exponent  of  the  arithmetic  complexity  of  fast  matrix  multiplication  on  matrices  of  size
.  Compared  with  existing  parallel  static  single-source  shortest  paths  algorithms  that  require  at  least   round  complexity,  the

proposed algorithm significantly reduces the round complexity.
Key words:  dynamic graph; polynomial matrix; matrix multiplication; massively parallel computation (MPC) model

近年来, 大规模并行计算模型 (massively parallel computation model, MPC模型)[1−3]在图算法研究中受到广泛

关注, 譬如, 用于求解最小生成树 (minimum spanning tree, MST) [4]、图连通性 [1]、最小割 [5]以及近似最短路径 [6,7]

等. 然而, 现有MPC算法大多基于静态图, 每当图中边或顶点发生变化时, 都需重新计算整个图, 从而造成资源和

时间浪费.

O(1)

O(log1/2n) n

与静态图算法相比, 动态图算法 [8–12]只需处理规模较小的实时变化数据. 动态图算法利用高效数据结构, 快速

处理一系列图更新 (边或顶点的插入、删除以及边权重的修改)和查询操作, 从而维护图的特定性质. 在最短路径

问题中, 动态最短路径算法用于维护顶点间距离或最短路径. 迄今为止, 单机上已有大量动态图算法研究 [13–16], 这
些算法的时间复杂度普遍低于对应的静态图算法. 然而, 在大数据时代, 单机计算已经无法满足海量数据处理需

求. 那么, 单机动态图算法的优势能否扩展至 MPC 模型? 本文对此给出肯定回答. 已有研究表明, MPC 模型中的

动态图算法 [1−4]的轮数复杂度优于对应的并行静态图算法. 例如, Italiano 等人 [3]设计了一种用于求解动态最大匹

配的MPC算法, 在单条边删除或插入时, 仅需   更新轮数复杂度, 而对应的静态MPC算法重新计算图的最大

匹配则需   轮, 其中   表示给定图的顶点数. 因此, 研究MPC模型中的动态图算法具有重要意义和必要性.

单源最短路径 (single-source shortest path, SSSP)算法作为一个基础图算法, 已有工作针对不同并行计算模型

展开研究, 包括 PRAM模型 [17]、Congest模型 [18,19]和MPC模型 [6], 这凸显了该问题的重要性. 尽管过去 40年针对

动态最短路径问题的研究已取得丰硕成果 [9–11,20,21], 但据我们所知, 目前尚无MPC模型下的动态单源最短路径的

相关研究.
因此, 本文研究MPC模型下加权稠密图中的完全动态精确 SSSP问题. 其中, 完全动态指更新操作为单条边

插入、删除以及单条边权重改变. 本文主要目标为设计一个具有低轮数复杂度的MPC算法, 能够有效更新源点到

其他顶点之间距离. 总体而言, 所提并行完全动态 SSSP算法借鉴了文献 [12]设计的顺序完全动态近似 SSSP算法

的基本思想, 即将距离的计算与更新分为两部分: 短边最短路径长度 (由较少边组成的路径)和长边最短路径长度

(由较多边组成的路径). 主要挑战如下.

O(logn)

● 文献 [12] 在计算和更新短边距离时, 采用了多项式矩阵求逆方法, 并在其中利用快速傅里叶变换 (fast
Fourier transform, FFT)计算两个多项式乘法. 而现有并行 FFT算法的轮数复杂度为  , 难以满足MPC模型

中的动态 SSSP更新效率.
● 文献 [12]在计算和更新长边距离时, 需在基于短边距离构造的新图上运行 Dijkstra算法. 而在MPC模型中

直接运用 Dijkstra算法会导致很高的轮数复杂度.
本文同样利用多项式矩阵求逆来更新顶点之间短边最短路径长度, 但在更新短边最短路径长度时, 设计了新

的并行多项式乘法来降低更新轮数复杂度. 更新长边最短路径长度时, 利用半环上向量-矩阵乘法和路径平方策略

等方法计算源顶点到其他顶点的距离. 同时, 还为半环上向量-矩阵乘法等子程序设计新的高效MPC算法, 从而降

低MPC模型中动态精确 SSSP算法的更新轮数复杂度和总内存需求.
此外, 我们未采用文献 [12]在设计顺序动态近似 SSSP算法时, 为分析最坏情况下的更新时间而普遍使用的

标准技术, 即每隔固定次数的边更新后重新处理整个图. 由于考虑MPC模型, 因此无需在更新次数达到某个固定

值后重新处理图. 我们将预处理算法与单边更新算法分开, 这意味着原始图仅需一次预处理, 此后每次边更新只需

执行单边更新算法. 其中预处理算法类似于静态图算法, 目的是构建高效数据结构; 在图中边发生变化时, 更新算

法利用这些高效数据结构来更新源点到其他顶点之间的距离.
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本文主要贡献如下.
● 提出MPC模型的完全动态精确 SSSP算法 (详见第 4.3节和算法 6), 用于更新源点到其他顶点的距离, 并将

该算法推广至完全动态精确所有节点对最短路径 (all pairs shortest paths, APSP)问题的距离更新.
● 与现有工作相比, 所提并行动态精确 SSSP算法具有更低的更新轮数复杂度 (详见表 1).
● 针对MPC模型中两个多项式乘积问题, 设计了常数轮的并行算法, 其轮数复杂度远低于并行 FFT算法 (详

见第 4.1节).
 
 

表 1　静态并行 SSSP算法与所提并行动态 SSSP算法的复杂度比较
 

算法 问题类型 更新轮数 查询轮数 总内存 图类型 算法类型

文献[6] (1+ε)-SSSP O(2Õ(
√

logn)/α)∗ O(1) O(n2) 无向 随机

文献[22] (1+ε)-SSSP (logn)O(1/ρ)∗∗ O(1) Õ(n2+ρ) 无向 确定

文献[23] 精确SSSP O(n1/2+o(1)) O(1) O(n3/2) 有向 随机

DPV[12] (1+ε)动态   -SSSP O(n1.823/ε2) O(ε−1n0.45) O(nα)† 有向/无向 随机

DPV[24] 动态精确SSSP O(n1.969) O(n1.969) O(nα)† 有向 确定

本文 动态精确SSSP O(α−1 logn) O(α−1) Õ(n3−3(3−ω)/(4−α/2)−α(ω/2−1))‡ 有向/无向 随机

α ∈ (0,1) ρ ∈ (0,1/2) O(1) ω ≃ 2.3728
α ∈ (0,1) Õ(n2.276) Õ(n2.5296)

注: (1) DPV: 直接并行化版本; (2) *:   为内存参数; (3) **:  ; (4) †:   台机器的总内存; (5) ‡:   为快
速矩阵乘法的算术复杂度指数, 总内存随   从   到   变化
 

(1+ε)

接下来, 将所设计的并行完全动态 SSSP算法与现有MPC模型中静态 SSSP算法进行比较, 如表 1所示. 表 1
同时给出了文献 [12]的顺序动态   -近似 SSSP算法经直接并行化后所需的更新轮数复杂度和总内存需求. 由
于预处理算法在原始图上仅使用一次, 表 1 只呈现并行动态 SSSP 算法的更新轮数复杂度和查询轮数复杂度. 其
中, 预处理轮数复杂度表示对原图进行预处理以构建高效数据结构所需轮数, 而查询轮数复杂度定义为查询源点

到其他任意顶点所需轮数.

(1+ε)

Õ(n2.5296) (1+ε)

Õ(n2.5)

O(n3/2) O(n1.0296)

如表 1所示, 在单边更新下, 所提并行完全动态 SSSP算法所需更新轮数复杂度 (表 1最后一行第 3列)显著

低于现有并行静态   -近似 SSSP 算法 (表 1 第 1、2 行) 或精确 SSSP 算法 (表 1 第 3 行), 而查询轮数复杂度

差别很小, 均为常数 (表 1第 1–3行第 4列). 本文结果优于MPC模型中的现有静态 SSSP算法. 此外, 所提并行动

态 SSSP 算法所需总内存 (不超过  ) 与 Elkin 等人 [22]的并行静态   -近似 SSSP 算法 (表 1 第 2 行第

5 列) 所需总内存 (不超过   ) 差距很小. 然而, 相较于 Cao 等人 [23]提出的并行精确 SSSP 算法所需总内存

( ), 所提并行动态 SSSP算法内存需求增大了   倍. 这是因为 Cao等人 [23]将精确 SSSP问题归约为近

似 SSSP问题, 而后者通常通过构造边数较少的新图 (详见第 3.1节)来降低存储内存需求.
(1+ε)

O(1)

O(nα)

O(ε−1n0.45)

O(n1.969)

此外, 表 1还给出了文献 [12]的顺序动态   -近似 SSSP算法以及文献 [24]的顺序动态精确 SSSP算法的

直接并行化结果. 这两个结果均利用了 Italiano等人 [3]的证明: 在每轮使用   台机器计算的情况下, 一个顺序动

态图算法的预处理时间、更新时间和查询时间分别等于对应 MPC 算法所需的预处理轮数、更新轮数和查询轮

数. 尽管这些直接并行化的算法每轮内存需求 ( )很小, 但这两个并行动态算法的更新轮数复杂度很高, 导致

在 MPC 模型中效率不高. 需要指出, 文献 [12] 的动态近似 SSSP 算法需   查询轮数复杂度 (表 1 第 4 行

第 4列), 文献 [24]的动态精确 SSSP算法需   查询轮数复杂度 (表 1第 5行第 4列), 而所提并行动态 SSSP
算法仅需常数轮便可查询源点到任意一个顶点的距离. 这是因为上述两个顺序动态算法都采用了 Dijkstra算法.

⌈
poly(logn)

⌉
所提并行动态 SSSP算法的主要缺点是仅能更新距离, 无法更新最短路径. 此外, 虽然本文与 Cao等人 [23]均考

虑整数边权重, 但所提并行动态 SSSP 算法适用边权重范围更窄. 具体而言, 最大边权重与最小边权重的比值为

, 这表明所提并行完全动态 SSSP算法不适用于边权重比值很大的动态图.
本文第 1节介绍动态单源最短路径的研究现状. 第 2节阐述基础知识, 包括模型介绍、问题定义以及多项式

矩阵等. 第 3节介绍在MPC模型中更新动态 SSSP问题所需关键技术和算法子程序. 第 4节设计MPC模型中多

项式乘法的高效并行算法, 求解动态 SSSP 问题所设计的预处理算法、单边更新算法以及主要结果. 第 5 节对第
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4节中设计的并行完全动态 SSSP算法进行修改, 以用于更新动态 APSP问题的距离. 第 6节总结全文.

 1   相关工作

 1.1   动态单源最短路径研究现状

O(mn) m O(m+n logn)

m

目前, 大多数研究致力于降低单机环境下动态近似 SSSP 问题的总更新时间复杂度 (即执行多个更新操作所

需总时间). Even等人 [20]提出的 ES (Even-Shiloach)树已成为构建动态近似最短路径算法的基本组件. ES树表明,
动态精确 SSSP可以在   总时间内完成更新, 其中   表示边的数量. 与 Dijkstra算法 (运行时间为  )
相比, 当更新操作数量为   时, ES树更具竞争优势.

O(mn) (1+ε)

Õ(n2) (1+ε)

近似算法通常比精确算法具有更低的时间复杂度. Roditty等人 [21]证明, 对于递减 (更新操作为边删除或边权

重增大) 精确 SSSP 问题, 实现低于   时间复杂度极具挑战性. 因此, 研究人员倾向于寻找动态   -近似

SSSP的高效解决方案. 早期研究主要结合 ES树和 Thorup-Zwick距离预言机 (distance oracles)[13,25]: ES树用于计算

短边最短路径, 而 Thorup-Zwick距离预言机用于计算长边最短路径. 后来, Bernstein等人 [26]提出了第 1个确定性

算法, 采用一种新颖且更简单的方法, 针对不同度数的顶点构建相应稀疏图. 通过在每个稀疏图上运行 ES树, 该算

法只需   总时间即可更新无向无权图中   -近似 SSSP. 随后, 将这种方法推广至无向加权图 [27]和稀疏图 [28].
其他研究包括将 Bernstein等人 [28]的方法和稀疏图的聚类技术以及近似 SSSP的最短路径 [29,30]相结合. 本文不讨

论那些使用了类似于 Bernstein等人 [27]方法的增量 (更新操作为边的插入或者边权重的降低)动态 SSSP算法 [31]以

及有向图中动态近似 SSSP[11]的研究. 因为它们关注 SSSP算法及其他方面的改进, 与本文研究关系不大.
将上述基于总更新时间复杂度的算法并行化面临巨大挑战, 因为MPC算法更侧重于优化算法深度而非算术

复杂度. 这意味着, 即使总更新时间显著降低, 算法深度并不一定随之降低. 单机中动态图算法的总更新时间复杂

度优势可能无法扩展至 MPC 模型中, 因为 MPC 模型的主要目标是降低轮数复杂度. 因此, 我们需要寻找具有最

坏情况更新时间保证的动态 SSSP算法设计方法.
O(1)klog3n Õ(n1+1/k)

(1+ε)

O(n1.982) O(n1.288)

(1+ε) Õ(n1.823/ε2)

m = O(n2)

(1+ε) O(n1.969)

近年来, Bernstein等人 [15]设计了一种算法, 以   的最坏情况更新时间维护具有   条边的 (2k–1)-
跨度图, 该算法近似比较大且仅适用于无向图. 与此同时, 文献 [12]提出一种随机算法, 采用多种代数方法解决动

态   -近似最短路径问题. 其核心技术可追溯到 Sankowski[14]用于求解动态传递闭包问题的动态矩阵求逆方法.
随后, Sankowski[9]将动态矩阵求逆扩展到具有多项式元素的矩阵. 其核心思想是利用多项式矩阵求逆来计算短边

最短路径长度, 并结合路径分解方法 [32]和半环上矩阵乘法来计算长边最短路径长度. 基于此, Sankowski设计了一

个随机算法, 在具有整数边权重的无向图中, 实现   动态距离更新时间和   查询时间. 受 Sankowski[9]

工作启发, 文献 [12] 在计算多项式矩阵求逆后, 利用路径分解方法构建一个边数较少的新图, 并在该图上执行

Dijkstra算法. 最终, 该动态   -近似 SSSP算法在单边更新下的最坏情况更新时间为  . 在稠密图 (即
)场景下, 该方法比直接在原图上运行 Dijkstra算法更为高效. 最近, 文献 [24]借鉴了文献 [12]求解动态

 -近似 SSSP问题的思路, 设计了首个完全动态精确 SSSP算法, 其最坏更新时间和查询时间均为  . 不
同之处在于, 文献 [24] 提出一个确定性算法, 即在求解和更新短边距离时, 将顶点集划分为不同子集以得到不同

子图, 并在这些子图上运用多项式矩阵逆; 而在求解长边距离时, 则在基于短边距离构造的新图上运行 Dijkstra算
法, 从而得到源点到所有其他顶点的距离.

 1.2   基于 MPC 模型的并行最短路径算法研究现状

(1+ε) O(1/α) ·2Õ(
√

logn) ε ∈ (0,1) α

O(nα)

O(poly(logn)) (1+ε)− s− t

(1+ε)

迄今为止, 关于MPC和 PRAM模型中静态 SSSP算法的研究主要集中于求解近似解. Dinitz等人 [6]提出了一

种求解静态   -近似 SSSP问题的MPC算法, 其轮数复杂度高达  , 其中   是一个常数, 

是介于 0–1 之间的常数, 表示 MPC 模型中每台机器内存为  . 尽管 Andoni 等人 [17]提出了轮数复杂度低至

 的MPC算法, 但该算法仅适用于   最短路径问题. 然而, 上述所有并行最短路径算法均为

随机算法. 至于确定性算法, 目前仅在 PRAM模型中研究了   -近似 SSSP算法 [22,33]. Goodrich等人 [34]证明了

MPC模型和 PRAM模型之间的关系, 表明MPC模型中算法的轮数复杂度通常不低于 PRAM模型中相同算法的
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(1+ε) O(poly(logn))

O(n1/2+o(1))

深度, 在典型参数下两者仅相差一个常数因子. 因此, MPC 模型中确定性   -近似 SSSP 算法需 

轮. 最近, Cao等人 [23]提出了一种针对有向图精确 SSSP问题的随机 PRAM算法, 其运行深度为  . 该研究

通过将精确 SSSP问题归约为近似 SSSP问题 (即在构建的新图上计算距离估计)来求解. 其图构建方法与 Dinitz
等人 [6]的研究类似, 详见第 3.1节.

此外, 虽有少量关于 GPU[35]和共享内存 CPU[36]上动态 SSSP算法的应用研究, 但这些研究主要关注动态 SSSP
算法的平均运行时间. 鉴于本文侧重于理论模型及算法的最坏情况时间复杂度, 故不再对此展开详述.

 2   预备知识

本节阐述MPC模型, 问题定义以及多项式矩阵等预备知识.

 2.1   模型介绍与问题定义

S

● MPC模型: 大规模并行计算模型 (MPC模型)最初由MapReduce模型发展而来 [37]. 在MPC模型中, 算法在

同步轮中执行. 具体而言, 每轮开始时, 所有机器通过相互通信获取所需数据. 随后, 所有机器进行本地独立计算且

彼此不通信. 每轮结束时, 所有机器交换信息, 以准备下一轮计算. 每台机器从其他机器发送或接收的数据总量不

超过单台机器内存大小  .

S = O(Nα) S

N α ∈ (0,1) N n

MPC模型包含 3种类型的内存设置: 强超线性内存、近线性内存以及强亚线性内存. 其中, 在强亚线性内存

的MPC模型中设计算法最具挑战性. 本文考虑满足   的强亚线性内存, 其中   表示单台机器的内存大小,
 表示输入规模 (通常指图的边数或顶点数), 参数  . 我们设定输入规模   为图的顶点数量  . 此外, 模型假

设机器间的通信网络为全互联结构.
● 复杂度衡量: 在MPC模型中, 主要目标是降低所设计并行动态算法的轮数复杂度. 次要目标是尽可能地减

小运行动态图算法所需总内存.
G = (V,E)⌈

poly(logn)
⌉

n = |V | m = |E| s ∈ V G

s G

定义 1. 问题定义. 考虑一个加权无向或有向稠密图  , 其中边权重为正整数, 且最大边权与最小边权

之比为  . 设   表示顶点数,   表示边数,   表示图   的源点. 在单边更新 (包括单边插入或

删除以及单边权重修改)操作下, 动态精确 SSSP问题旨在维护源点   到图   中其他顶点的距离.
我们的目标是设计一种低轮数复杂度MPC算法以高效求解精确动态 SSSP问题.

 2.2   多项式矩阵

I A G = (V,E) I ⊂ [n] := {1,2, . . . ,n} J ⊂ [n] :=

{1,2, . . . ,n} AI,J A I J I ⊂ [n] J = { j}, j ∈ [n] J ⊂ [n] I = {i},
i ∈ [n] AI,J A j i ω(a,b,c) nω(a,b,c) nω(a,b,c)

na×nb nb×nc a = b = c = 1

ω(a,b,c) < 3 ω ≈ 2.3728

● 矩阵和矩阵乘法: 定义   为单位矩阵,   为给定图   的邻接矩阵. 设  , 
.   是矩阵   的子矩阵, 其行索引在   中, 列索引在   中. 当   且  (或   且 

) 时,   表示    的第    列 (或第    行). 对于矩阵乘法, 定义    为    的指数, 其中    表示计算

 矩阵与   矩阵的乘积的计算复杂度. 当   时, 使用快速矩阵乘法 (如 Strassen 矩阵乘法) 可使

. 目前已知矩阵乘法的最小指数   
[38].

Xd F[X] X p,q ∈ F[X] degree(p), degree(q) ⩽ a

a O(a)

O(a loga) F[X]/⟨Xd⟩ F[X]

p = c−bX c ∈ F\{0} b ∈ F[X]/⟨Xd⟩ p

● 模   的多项式 [12]: 符号   表示带有变量   的某个域.   为两个多项式, 且  .
两个次数不超过   的多项式相加或相减的计算复杂度为  . 对于任意两个多项式的乘法, 现有最优算法为快速

傅里叶变换 (FFT), 其时间复杂度为  . 本文设计的算法在   域上执行, 而非  . 这意味着, 若多

项式  , 其中   且  , 则   可逆, 且有: 

p−1 = c−1
d−1∑
k=0

(bX/c)k = c−1
logn∏
k=0

(1+ (bX/c)2k
).

M =
d−1∑
k=0

M[k]Xk ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n×n v =
d−1∑
k=0

v[k]Xk ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n

M v F[X]/⟨Xd⟩ M[k] Xk v[k] Xk

M[k] ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n×n v[k] ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n n×n nω(1,1,1)

O(dnω(1,1,1))

● 多项式矩阵: 考虑多项式矩阵   和多项式向量  . 矩阵

 或向量   的每个元素均为   中多项式. 设   是   的系数矩阵,   是   的系数向量. 值得注意的是,
 且  . 若两个   矩阵相乘的计算复杂度为  , 则两个同阶多项式矩阵相

乘的计算复杂度为  . 然而, 由于计算复杂度并非 MPC 模型的主要复杂度衡量指标, 两个多项式矩阵相
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乘所需轮数需同时考虑矩阵相乘和多项式元素相乘的轮数开销, 相关细节详见第 4.2节和第 4.3节.

M = I−B B ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n×n M M−1 =

d−1∑
k=0

Bk =

logn∏
k=0

(1+B2k
)当多项式矩阵  , 其中   时,   可逆且  , 这可由上述多项式求

逆公式推导得出.

 3   主要技术与方法

本节介绍MPC模型中用于更新动态 SSSP的关键引理与技术. 首先, 第 3.1节通过一个简单例子说明所提方

法与现有并行近似 SSSP 算法的差异, 以阐明所提算法的设计思路. 然后, 第 3.2 节和第 3.3 节分别给出所提并行

动态 SSSP算法所需引理和子程序.

 3.1   一个简单例子

本文研究 MPC 模型中动态精确 SSSP 问题, 主要采用 Sankowski[9]和文献 [12] 提出的多项式矩阵求逆方法.
为便于理解, 本节首先将所提并行动态 SSSP算法与MPC模型中静态近似 SSSP算法进行对比.

h

s s

h h dh h

dh d d ⩽ dh ⩽ (1+ε) ·d

图 1 展示了 Dinitz 等人 [6]在 MPC 模型中求解静态 SSSP 问题的过程. 首先, 构造一组边, 使任意两个顶点间

的最短路径包含至多   条边. 这些边权重通过超聚类和互连方法 [6]确定为某些顶点对之间的距离, 并将其添加至

原始图中. 随后, 在扩展图上运行 Bellman-Ford算法, 得到从源点   到其他顶点的距离. 由于   到这些顶点的路径

边数上限为  , 该过程需   轮完成. 定义   为路径包含至多   条边的两个顶点间距离. 则扩展图中两个顶点的距离

 与原始图中对应顶点的距离   满足  .
 
 

运行MPC模型下的Bellman-
构造一些权重大于1的边

未处理前的图

初始图

权图)

插入一条

s s

s s

s

Ford算法: 从源点开始至多
两条边距离即可 (2轮完成)

边 (浅蓝边)
s

加入图中 (红色虚线边)

(无向无

图 1　Dinitz 等人 [6]在MPC模型下计算无向无权图中静态近似 SSSP的主要步骤
 

s在图 1中, 红色虚线表示新构造的边. 从   到其他顶点的近似距离仅需两轮即可算出. 当插入一条边 (浅蓝色

边)时, 算法需删除所有已构造的边, 重新构造符合条件的边, 并重新计算距离. 这一过程可能非常耗时.

s

X s

s s

与 Dinitz等人 [6]的方法不同, 我们利用多项式矩阵求逆作为核心组件来更新顶点间的短边最短路径长度. 如
图 2所示, 首先将原始图转化为多项式矩阵 (图 2第 2行第 3列). 随后, 计算该多项式矩阵的逆, 其对应于顶点间

不超过 5条边的最短路径长度 (图 2第 2行第 4列). 从源点   到其他顶点的多项式向量由红色虚线框中的元素组

成 (图 2 ④). 通过寻找变量   具有非零系数的最小次数, 即可获得从   到某个顶点的至多 5 条边的最短路径长度

(图 2 ③). 在图 2中, 从   到任何其他顶点的路径边数不超过 5. 因此, 通过多项式矩阵求逆得到的距离即为从   到

其他顶点的距离.
当插入一条浅蓝色边时, 只需将该插入边的信息转换为一个矩阵, 该矩阵仅含一个非零多项式元素 (图 2 ⑤).
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s

利用 Sherman-Morrison恒等式 (详见第 3.2节引理 2), 可在一轮内得到一个多项式矩阵 (图 2 ⑥). 然后, 从原始多

项式矩阵的逆中减去该矩阵 (图 2 第 4 行第 3 列中带有橙色元素的矩阵). 最后, 得到从   到其他顶点的多项式向

量 (图 2 ⑦).
 
 

通过计算多项式矩阵M来得到路径至多
预处理前

原图

插入一条边
(浅蓝色边)

(1轮)

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

0

0

0

0

0 0 0 00

0

0

0

⑤ 将插入边的信息转换成只含有一个非零多项式元素的矩阵,

③ 得到源点s到某顶点的多项式元素为2X4, 取
其中ai≠0且变量X的指数项i ∈{0, 1, 2, 3, 4, 5}最小,

则源点s到该顶点的距离为4

⑦ 得到源点s到某顶点的多项式元
素为2X3+6X4, 取其中ai≠0且变量X
的指数项i∈{0, 1, 2, 3, 4, 5}最小, 

则源点s到该顶点的距离为3

⑥ 根据上面得到的
插入边的两个多项式
向量结合原多项式矩
阵逆得到的更新信息

s

s

11×11 11×11

11×11

将图转换成一个矩阵M, 其中每个元素
都是一个度至多为5的多项式 包含5条边的最短距离

(包括源点s) 的多项式向量

是一个形如
a0+a1X+a2X2+a3X3+

的多项式
a4X4+a5X5

与其他11个顶点
的多项式向量

④ 得到源点s

同时可以表示成两个只含有一个非零多项式元素的向量的外积

 源点s与其他11个顶点
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图 2　本文所设计MPC模型中完全动态 SSSP算法的重要组成部分——多项式矩阵逆
 

总之, 不同于 Dinitz等人 [6]在图 1中需重新构造边并重新计算图, 本文方法仅需关注插入边对原多项式矩阵

的影响. 这种方法不仅可以降低计算距离的时间, 更有效避免了冗余计算.

 3.2   必要的引理

第 1个策略是将距离问题归约为多项式矩阵求逆, 该方法最早由 Sankowski[9,14]提出, 用于求解无向图的动态

传递闭包和动态最短路径长度问题. 基于 Sankowski的工作, 文献 [12,39]分别针对动态近似最短路径问题和敏感

距离预言机 (sensitive distance oracle)问题, 提出了两个相似的引理. 本文研究主要基于文献 [12]的方法, 具体归约

策略如下.
h G = (V,E) (u,v) ∈ E wu,v wu,v ∈

[
⌈
poly(logn)

⌉
] B(G) ∈ (F[X]/⟨Xd⟩)n×n (u,v) ∈ E B(G)u,v = au,vXw(u,v) u ∈ V

B(G)u,u = au,uX B(G)u,v = 0 au,v au,u F M = I−B(G)

u,v ∈ V h ∈ [0,d) 1−hn2/F

引理 1. 归约策略 [12]. 给定一个正整数   和一个有向图  , 其中  , 边权重   为整数且 

. 设   满足如下条件: 对于边  , 有  ; 对于每个顶点  ,

有  ; 其他情况,  . 令   和   是从   中独立且均匀抽样得到的元素. 那么, 矩阵 

可逆, 且对于任意   和  , 满足以下性质的概率至少为  : 

(M−1)[h]
u,v , 0⇔ dist(u,v) ⩽ h.

M−1

h X

该引理阐明距离和多项式矩阵求逆之间的关系. 具体而言, 多项式矩阵逆   展示了任意两个顶点之间所有

可能路径的总和, 其距离为  . 变量   的指数项表示任意顶点对之间距离. 读者可在文献 [12]中获取更详细的信息

以及该引理的证明.
接下来, 介绍 Sherman-Morrison恒等式. 文献 [12]利用该恒等式处理每次边更新, 这也是求解MPC模型中单

边更新下动态精确 SSSP问题的第 2个策略.
n×n M 1×n u,v引理 2. Sherman-Morrison恒等式 [12]. 给定一个   矩阵   和一个   向量  , 则有: 

(M+uTv)−1
= M−1−M−1uT(1+ vM−1uT)−1vM−1.

M uTv

M+uTv

Sherman-Morrison 恒等式说明, 若对可逆矩阵    施加一个微小扰动, 例如添加一个外积   , 则所得矩阵

 仍然可逆, 并满足上述关系式. 该性质在MPC模型中单边更新条件下计算动态 SSSP至关重要.
第 3个引理给出用于路径分解的随机抽样策略, 常用于低算术复杂度的顺序动态最短路径算法设计.
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G = (V,E) n = |V | H ⊂ V V

v u cn logn/|H| H

1−n−c c > 0

引理 3. 随机抽样技术 [33]. 给定一个图  , 其中  ,   为从集合   中均匀随机抽样得到的顶点

集. 如果顶点   和顶点   之间存在一条至多包含   个顶点的路径, 则集合   中至少有一个顶点属于该路

径的概率为  . 参数   为常数.

 3.3   算法子程序

首先, 介绍几种现有MPC算法, 它们将在第 4节的并行完全动态 SSSP算法中发挥作用.
Find-Minimum(S ,P(a1),P(an n S S

P(a1) a1 P(an)

an S = O(nα) O(1/α)

●  ))[6]: 在MPC模型中, 查找由   个可比较值构成的集合   中的最小值. 集合   中

的元素顺序存储在一组连续机器上, 满足第 1台机器   存储第 1个元素  , 最后一台机器   存储最后一个

元素  . 若每台机器内存为  , 该操作可在   轮内找到最小值.
Broadcast(e,P(e),P(c1),P(cn e P(e) (c1,cn)

S = O(nα) O(1/α) P(c1) P(cn) c1

cn

●  ))[6]: 在MPC模型中, 将消息   从机器   广播到包含区间   内元素的连续

机器集. 若每台机器内存为  , 则该操作可在   轮内完成.   和   分别表示存储第 1 个元素 

和最后一个元素   的机器.
接下来, 提供 4 个用于设计动态 SSSP 算法的 MPC 子程序. 第 1 个子程序是针对 MapReduce 模型设计的快

速矩阵乘法算法 [40], 如算法 1所示.

MPC-FMM(A1,A2,C,n,α算法 1.  )[40].

n×n A1 A2 O(nω(2−α)/2) O(nα) α ∈ (0,1) n0

n0 = 2

输入: 两个   矩阵   和  ,   台机器, 每台机器内存为   ( ),   是快速矩阵乘积算法中计算

解矩阵的最小维度 (例如 Strassen算法中,  );
C = A1×A2输出: 解矩阵  .

n ⩽ nω(2−α)/2/nω01. if   then

O(nω) C = A1×A2 nω0 = 72. 　使用快速矩阵乘法 (计算复杂度为  ) 在本地计算  ; ▷ 例如:   表示 Strassen 算法中每次递

归需计算 7次子矩阵乘法;
3. else

n×n A1 A2 (n/n0)×(n/n0) Si Ti4.　 将   矩阵   和   划分为   子矩阵   和  , 并将这些子矩阵重新分配到对应机器上;

i = 1,2, . . . ,nω05.　 for   do
i MPC-FMM(Si,Ti,Qi,n/nω0 ,α)α)6. 　　对所有  , 并行执行  ;

7.　 end
Qi C i ∈ {1,2, . . . ,nω0 }8. 　利用所有子矩阵   在本地计算矩阵  , 其中  ;

C9.　 return  ;
10. end

O(nα) α ∈ (0,1) n×n A1 A2

MPC-FMM(A1,A2,C,n,α) O(logn) O(nω(2−α/2)) A1 A2

C ω O(nα)

引理 4. 算法 1[40]. 在MPC模型中, 每台机器内存大小为  , 参数  . 给定两个   矩阵   和  , 存
在一个并行算法  , 该算法可在   轮内使用   台机器计算   和   的矩阵乘

法, 从而得到矩阵  . 参数   表示矩阵乘法的算术复杂度为  .
引理 4采用快速矩阵乘法 (如 Strassen矩阵乘法)来降低总内存需求.
第 2个子程序 [41] (算法 2)利用半环上矩阵-矩阵乘法来计算所有顶点对之间距离.

MPC-APSP(A,n,α)算法 2.   
[41].

n×n A O(n2−α) Pi, j,1 i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} O(nα)

α ∈ (0,1)

输入:  一个    矩阵   ,  分布在    台编号    的机器上 ,  其中   ,  每台机器内存为  

( );
A输出: 距离矩阵  .

h = 1,2, . . . , logn1. for   do
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Pi, j,1 i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} nα/2×nα/2 Ai, j O(n1−α/2) Pi, j,k

k ∈ {2,3, . . . ,n1−α/2}
2.　 机器    ( ) 将大小为    的子矩阵    广播给其他    台编号为    的机器,

;

Pi, j,1 i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} Ai, j O(n1−α/2) Pk,i, j k ∈ {2,3, . . . ,n1−α/2}3. 　机器   ( )将子矩阵   广播给其他   台编号为   的机器,  ;

Pi, j,k i, j,k ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} Ai,k = Ai, j⊗A j,k Ai, j⊗A j,k (min,+) Ai, j A j,k4. 　每台机器   ( )计算  ; ▷   表示半环   上   和   的乘法

Pi, j,k j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} Ai,k Ai,k i,k ∈
{1,2, . . . ,n1−α/2}
5. 　在编号为   ( )的机器之间执行广播操作, 计算子矩阵   的部分和, 以得到  , 其中 

;
A6.　 return  ;

7. end

O(nα) α ∈ (0,1) G = (V,E)

|V | = n A MPC-APSP(A,n,α) O(α−1 logn)

O(n3−α/2)

引理 5. 算法 2[41]. 在 MPC 模型中, 每台机器内存大小为  , 内存参数  . 给定一个图  , 其
中  , 以及对应的邻接矩阵  , 存在一个并行算法  , 该算法在   轮内计算所有顶点

对之间距离. 总内存需求为  .

O(logn) O(n)第 3个子程序是求解 FFT的MPC算法, 所需轮数为  , 总内存需求为  . 该算法详细证明如下.
MPC-FFT(p,q,r,n,α) n p,q ∈ F[X] α ∈ (0,1)

MPC-FFT(p,q,r,n,α) O(logn) p q r O(n)

引理 6.  . 对于两个次数至多为   的多项式   以及内存参数  , 存在一个

MPC算法  , 可在   轮内计算出多项式   和   的乘积  . 所需总内存为  .
n 2n N = 2⌈log2(2n+1)⌉

p(X) q(X) N O(n)

证明: 根据顺序 FFT 算法 [42], 对于两个次数至多为   的多项式乘积, 其次数不大于  . 取   并在

多项式   和   后补添高阶系数 0, 至长度为  . 该操作可在一轮内完成, 且仅需   内存.
N N/2

O(nα) O((1−α) logn) O(nα)

p(X) q(X) O(logn)

然后, 使用递归 FFT算法 [42], 第 1次递归将   个系数按奇偶下标分成两个大小为   的系数向量. 由于每台

机器内存为  , 经过   次递归后, 可在单台机器上对大小为   的系数向量执行 FFT计算. 每个

处理器本地得到 FFT结果后, 反向递归合并计算得到多项式   和   的插值结果, 这一过程需   轮完成.
r(X) N

r(X) 2n

通过逐点乘积, 可在一轮内得到多项式乘积   的插值结果, 大小为  . 最后, 执行与正向 FFT 类似的操作,
反向计算, 得到多项式乘积   的系数向量, 大小不超过  . 证毕.

在设计并行动态 SSSP算法时, 引理 6所述的并行 FFT算法仅用于两个多项式乘法. 为在单边更新下实现并

行动态 SSSP的低轮数复杂度, 将在第 4.1节中提出一种新方法, 可在常数轮内完成多项式乘法.
随后, 设计一组基础子程序用于更新MPC模型中的动态 SSSP, 详见第 4.3节. 第 1个子程序 (算法 3)如下.

MPC-VVOP(v1,v2,V,n,α)算法 3.  .

O(n2−α) Pi, j i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} 1×n v1 v2 O(n1−α) Pi,1

i ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} O(nα) α ∈ (0,1)

输入:   台编号   ( )的机器; 两个   向量   和   存储在   台机器, 这些编号为 

( ), 每台机器内存大小为   ( );
v1 v2 V输出: 向量   和   的外积  .

Pi,1 v1 vi
1 O(n1−α/2) Pi, j j ∈ {2,3, . . . ,n1−α/2}, i ∈

{1,2, . . . ,n1−α/2}
1. 机器    将向量    的子向量    广播给其他    台机器, 这些机器编号为   , 其中  

;

Pi,1 v2 vi
2 O(n1−α/2) P j,i j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2}, i ∈ {2,

3, . . . ,n1−α/2}
2. 机器   将向量   的子向量   广播给其他   台机器, 这些机器编号为  , 其中 

;

Pi, j vi
1 v j

2 Vi, j i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2}3. 每台机器   计算子向量   和   的外积   ( );

V4. return  ;

1×n v1 v2 α ∈ (0,1) MPC-VVOP(v1,v2,V,n,α)

O(1) v1 v2 V vT
1×v2 O(n2)

引理 7. 算法 3. 给定两个   向量   和  , 以及内存参数  , 存在一个并行算法  ,
可在   轮内计算出向量   和   的外积   (即  ). 所需总内存为  .

vT
1×v2 n×n V O(nα) O(n2−α) n×n

V V

证明: 外积   是一个   矩阵  . 由于每台机器内存为  , 存储该矩阵需要   台机器. 与两个 

矩阵的乘法不同, 由于矩阵   是两个向量外积, 所以   中每个元素的计算仅需一个部分和. 因此无需额外机器来降

低轮数复杂度.
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v1 v2 1×nα/2 O(n1−α/2)

O(n2)

计算外积时, 将每个向量 (  和  )划分为大小为   的子向量, 并广播至   台其他机器 (此过程需两

轮). 这些机器并行计算子向量外积的部分和. 最后, 从所有机器接收部分和, 并将它们整合起来, 即可得到完整外

积. 整个过程仅需一轮, 总内存需求为  . 证毕.
(min,+) A⊗u (min,+)

A u

最后, 给出在半环   上矩阵与向量相乘的轮数复杂度和总内存 (算法 4),   表示半环   上矩阵

 和向量   的乘积.

MPC-VM(A,u,n,α)算法 4.  .

n×n A O(n2−α) Pi, j i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} 1×n u

O(n1−α) Pi,1 i ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2} O(nα) α ∈ (0,1)

输入: 大小为   矩阵   均匀存储在   台机器, 这些机器编号   ( ); 一个   向量   存储

在   台机器, 这些机器编号为   ( ), 每台机器内存大小为   ( );
A⊗u输出:  .

Pi,1 u ui O(n1−α/2) P j,1 i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2}1. 机器   将向量   的子向量   广播给其他   台机器, 这些机器编号为  , 其中  ;

Pi, j Ai, j u j i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2}2. 每台机器   本地计算子矩阵   和子向量   的乘积,  ;

Pi, j (A⊗u)i, j (A⊗u)i i, j ∈ {1,2, . . . ,n1−α/2}3. 对编号为   的机器执行广播操作, 并计算子向量   的部分和, 得到  , 其中  ;

O(nα) α ∈ (0,1) MPC-VM(A,

u,n,α) O(1) (min,+) 1×n u n×n A O(n2)

引理 8. 算法 4. 在MPC模型中, 每台机器内存大为   且给定参数  , 存在一个并行算法 

, 可在   轮内计算半环   上   向量   和   矩阵   乘积. 所需总内存为  .
A n×n O(nα) O(n2−α) A a

n1−α/2 O(nα) n1−α/2 n1−α/2

A n

n1−α/2 α ∈ (0,2/3) n1−α/2

O((1−α)/α) α ∈ [2/3,1)

证明: 由于矩阵   的大小为  , 且每台机器内存为  , 因此需要   台机器来存储矩阵  . 对于向量  ,
将其划分为   个子向量, 每个子向量包含   个元素, 并发送到指定的   台机器. 这   台机器存储矩

阵   的不同子矩阵. 此操作可在一轮内执行半环上加法操作. 随后, 对于最终解向量 (总共   个元素) 中的每个元

素, 会得到   个待比较元素. 若  , 则每个元素的   个待比较元素无法全部存入单台机器. 此时, 调
用第 3.3节广播操作, 可在   轮内对最终解向量中每个元素进行比较. 若  , 则仅需一轮即可获

得最终结果. 证毕.

 4   MPC 模型中完全动态 SSSP 算法

我们针对MPC模型中完全动态精确 SSSP问题, 提出一种高效的并行算法. 该算法包含两个部分: 预处理算

法和单边更新算法. 具体而言, 第 4.1节提出一个可在常数轮内完成的高效多项式乘积算法; 第 4.2节介绍所设计

的并行预处理算法; 第 4.3节具体描述在单条边插入、删除及权重改变时的并行更新算法.

 4.1   一个用于多项式乘法的常数轮并行算法

n

在详述并行动态 SSSP 算法之前, 首先介绍一种用于多项式乘法的高效算法. 该算法可在常数轮内计算次数

至多为   的两个多项式乘积, 其轮数复杂度优于MPC模型中的 FFT算法.
MPC-PM(p,q,r,n,α,F[X]/⟨Xn⟩) p,q ∈ F[X]/⟨Xn⟩ n α ∈

(0,1) MPC-PM(p,q,r,n,α,F[X]/⟨Xn⟩) O(α−1) p,q

O(n2)

引理 9 .   ) .  给定两个多项式   ,  其次数至多为   ,  内存参数  

, 存在一个MPC算法  , 可在   轮内计算出多项式   的乘积, 所需总内存

为  .
O(n logn)

O(n2)

证明: 已知 FFT的计算复杂度为   
[42]. 本文提出一种常数轮的多项式乘法算法, 该算法基于标准多项

式乘法, 其算术复杂度为  .
p,q ∈ F[X]/⟨Xn⟩ p = a0+a1X+a2X2+ . . .+an−1Xn−1 q = b0+b1X+b2X2+ . . .+bn−1Xn−1 r = p ·q
F[X]/⟨Xn⟩ a = (a0,a1,a2, . . . ,an−1) b = (b0,b1,b2, . . . ,bn−1) O(n2)

a b R

设   , 其中    且   . 则乘积  

亦属于  . 定义系数向量   和  . 利用计算复杂度为   的直接算

法, 仅需计算如下向量   和   的外积  : 

R =


r0,0 r0,1 . . . r0,n−1

r1,0 r1,1 . . . r1,n−1

...
...

. . .
...

rn−1,0 rn−1,1 . . . rn−1,n−1

 = aTb =


a0b0 a0b1 . . . a0bn−1

a1b0 a1b1 . . . a1bn−1

...
...

. . .
...

an−1b0 an−1b1 . . . an−1bn−1

 .
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ri, j, i ∈ {0,1, . . . ,n−1}, j ∈ {0,1, . . . ,n−1} X ai

b j X i ∈ {0,1, . . . ,n−1}, j ∈ {0,1, . . . ,n−1} r ∈ F[X]/⟨Xn⟩ X

n−1 Xn

由上式可知, 每个元素   的下标之和即为变量   的次数. 同理, 元素   和

 的下标之和也表示变量   的次数, 其中  . 然而, 由于  , 对于   次

数高于   的元素项, 需通过模   进行简化.
Xh h ∈ [0,n) h ri, j h

R aTb R′
为计算变量   的系数, 其中  , 且   为整数, 在得到   的下标和后, 需减去  . 基于此观察, 通过对矩阵

 和   中元素进行适当修改, 可得到修改后矩阵  : 

R′ =


r0,0 r1,n−1 . . . rn−1,1

r0,1 r1,0 . . . rn−1,2

...
...

. . .
...

r0,n−1 r1,n−2 . . . rn−1,0

 =


b0a0 b1an−1 . . . bn−1a1

b0a1 b1a0 . . . bn−1a2

...
...

. . .
...

b0an−1 b1an−2 . . . bn−1a0

 .
R r c = (c0,c1,c2, . . . ,cn−1)对矩阵   中的每一行元素求和, 即可得到多项式   的系数向量  . 因此, 只需计算如下向量

矩阵乘法: 

c = AbT =


a0 an−1 . . . a1

a1 a0 . . . a2

...
...
. . .

...
an−1 an−2 . . . a0

 ·


b0

b1

...
bn−1

 .
aTb A n2−α

nα/2×nα/2 O(nα) AbT n2−α O(n2) bT

O(n1−α/2) nα/2 A n1−α/2

R′

至此,   的计算已转化为上述向量-矩阵乘法. 为此, 将矩阵    划分为    个子矩阵, 每个子矩阵大小为

. 由于每台机器内存大小为  , 计算   需要   台机器, 总内存需求为  . 随后, 将向量   划分为

 个子向量, 每个子向量包含   个元素, 并在常数轮内将其与矩阵   的对应子矩阵一起分发到   台机

器. 之后, 在每台机器上执行本地计算得到矩阵  .
R′ R′ n1−α/2

α ∈ (0,2/3) n1−α/2

O((1−2α)/α) R′ α ∈ [2/3,1)

然而, 各处理器本地计算后, 矩阵   的元素仍为部分和元素. 因此, 需为矩阵   中每个元素计算剩余的 

个部分和. 当   时, 这   个元素无法存入单台机器. 为解决此问题, 可采用第 3.3 节的广播操作, 在
 轮内计算矩阵   中每个元素的剩余部分和. 另一方面, 当   时, 则仅需一轮即可得到最终结果.

F[X]/⟨Xn⟩ α综上分析, 在域   上计算两个多项式乘法所需轮数复杂度为常数, 该常数与参数   有关. 证毕.

 4.2   并行预处理算法

G

G = (V,E)

本文针对MPC模型中动态精确 SSSP问题, 设计了一个有效的并行预处理算法, 用于构建高效数据结构, 以
便在第 4.3节中更新源点到其他顶点的距离. 初始时, 对原始图   进行预处理, 获得一种能处理边更新引起距离变

化的数据结构. 为便于说明, 先在无权图   上验证该预处理算法的有效性.

G d d

F[X]/⟨Xn⟩ n−1 d = ns

s ∈ (0,1) d ⩽ ns

引理 1表明, 通过多项式矩阵求逆方法计算的所有距离均为整数. 此外, 多项式矩阵逆中变量元素的最大次数

决定了有向图   中顶点之间最大距离. 在无权图中, 参数   表示两个顶点之间至多包含   条边的最大距离, 因为多

项式矩阵逆的每个元素都属于  . 考虑到在任何两个顶点之间路径上至多包含   条边, 可设置  ,
其中  , 以确保   取值适当. 因此, 计算多项式矩阵逆即可求解顶点之间   条边的最短路径长度问题. 算
法 5给出了预处理算法的执行过程.

MPC(nα)算法 5.   模型中动态 SSSP预处理算法.

G = (V,E,W) F[X]/⟨Xns⟩ s ∈ (0,1) n×n B输入: 给定一个图  , 有限域   ( ), 一个   空矩阵  ;
M−1输出: 多项式矩阵  .

1. 第 1部分: 预处理图的边集和顶点集; ▷ 参考引理 1
u ∈ V Bu,u = au,uX au,u F2. 对于每个顶点  , 设置  , 其中   是从   中随机均匀抽样的一个元素;

(u,v) ∈ E3. if   then
Bu,v = au,vXwu,v au,v F4.　  , 其中   是从   中随机均匀抽样的一个元素;

5. else
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Bu,v = 06.　  ;
7. end

ns M−18. 第 2部分: 计算至多有   条边的多项式矩阵  ;
M = I+B I n×n9. 计算  , 其中   是   单位矩阵;
i = 1

⌈
logn
⌉10. for   to   do

MPC-FMM(B2i−1
,B2i−1

,B2i
,n,α)

MPC-FFT(B2i−1

h,k ,B
2i−1

k, j ,B
2i

h, j,n
s,α) h,k, j ∈ {1,2, . . . ,n} B2i

= B2i−1×B2i−1

11. 　在进行矩阵-矩阵乘法时, 执行子程序  , 并在进行多项式元素乘法时执行子程序

, 其中  ; ▷ 参考引理 4和引理 6, 计算 

MPC-FMM(M−1, I+B2i
,M−1,n,α)

MPC-FFT(M−1
h,k, (I+B2i )k, j,M−1

h, j,n
s,α) h,k, j ∈ {1,2, . . . ,n} M−1 = M−1×(I+B2i )

12.　 在进行矩阵-矩阵乘法时, 执行子程序  , 并在进行多项式元素乘法时执行子程

序  , 其中  ; ▷ 参考引理 4和引理 6, 计算 

13. end

G B

(F[X]/⟨Xns⟩)n×n

M−1

算法 5由两部分组成. 第 1部分使用引理 1将图   的顶点集和边集转换为多项式矩阵   (如算法 5第 2–7行
所示). 第 2 部分使用两个子程序: MPC 模型中矩阵乘积算法和 FFT 算法, 计算域   上的多项式矩阵

逆   (如算法 5第 9–13行所示).
复杂度分析: 根据引理 1, 有以下结果.

G = (V,E) |V | = n

O(nα) α ∈ (0,1) M = (I−B) ∈ (F[X]/⟨Xns⟩)n×n M−1 =

logns∏
k=0

(I+B2k
) O(log3n)

s (0,1) O(nω+s−(ω/2−1)α)

引理 10. 算法 5的轮数复杂度. 给定一个无权图  , 其中  . 对于MPC模型, 每台机器内存大小为

 且参数  , 设  , 则多项式矩阵逆   可通过算法 5在 

轮内计算, 且该计算以高概率成功. 参数   是一个待确定值, 取值在   之间. 算法 5所需总内存为  .

M = I+B

B B

O(α−1)

证明: 算法 5第 1部分可以在常数轮内完成. 下面重点分析第 2部分. 在算法 5第 9行, 计算   可通过

复制多项式矩阵   并对其对角元素加 1 实现. 利用第 3.3 节广播操作, 将元素 1 广播到存储矩阵   对角线元素的

机器上, 仅需   轮.

M−1 =

logns∏
k=0

(I+B2k
) O(logn) B2 O(nω(2−α)/2+α)

O(log2n) Bn B2k k ∈ {0,1, . . . , logn}

由于多项式矩阵逆  , 使用引理 4在   轮内计算矩阵  , 所需总内存为  . 结

合路径加倍策略, 可在   轮内获得   和所有  , 其中   (算法 5第 11行).

B ns B O(logns)

O(ns)
logns∏
k=0

(I+B2k
) ns

M O(log3n) O(nω+s−(ω/2−1)α)

M−1

由于矩阵   中每个元素都是次数至多为   的多项式, 利用引理 6, 矩阵   中两个元素乘积的计算在 

轮内完成, 并占用   内存 (算法 5 第 11 行). 此外, 由于   的结构 (算法 5 第 10 行) , 对次数至多为 

的多项式矩阵   进行预处理需要   轮. 所需总内存为  . 由引理 1 可知, 算法 5 能以高概率成

功计算多项式矩阵逆  . 证毕.

 4.3   并行单边更新算法

G A

B(G) F[X] uvT

M u,v ∈ (F[X]/⟨Xns⟩)n

本文主要考虑动态图的单边更新, 包括边的插入与删除以及边权重的改变. 每次边更新后, 图   邻接矩阵   中

的一个元素发生变化, 导致由引理 1构建的多项式矩阵   也随之改变. 我们使用域   上多项式   来表示多

项式矩阵   的每次更新, 其中   为两个多项式向量. 算法 6描述了MPC模型中求解动态 SSSP问

题的单边更新算法.

MPC(nα)算法 6.   模型中动态 SSSP单边更新算法.

G = (V,E,W) s M−1 1×n u,v ∈
(F[X]/⟨Xns⟩)n s ∈ (0,1) (i, j)

输入: 给定一个图  , 源点  , 预处理算法 (算法 5) 计算输出的多项式矩阵逆  , 两个   向量 

( ), 每个向量只有一个非零元, 表示相应边   的更新;

M−1 D s Ds输出: 多项式矩阵  , 距离矩阵  , 从源顶点   到采样顶点的距离向量  .

ns M−11. 第 1部分: 更新路径包含至多   条边的多项式矩阵逆  ; ▷ 更新短边距离
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Broadcast(uT
i ,P(uT

i ),P(M−1
1,i ),P(M−1

n,i ))2. 执行  ;

MPC-PM(M−1
k,i ,u

T
i , ũ

T
k ,n

s,α,F[X]/⟨Xns⟩) k ∈ {1,2, . . . ,n} ũT = M−1uT3. 执行子程序  , 其中  ; ▷ 参考引理 9, 计算 

Broadcast(v j,P(v j),P(M−1
j,1),P(M−1

j,n))4. 执行  ;

MPC-PM(M−1
j,k ,v j, ṽk,ns,α,F[X]/⟨Xns⟩) k ∈ {1,2, . . . ,n} ṽ = vM−15. 执行子程序  , 其中  ; ▷ 参考引理 9, 计算 

MPC-PM(v j,uT
j , p,n

s,α,F[X]/⟨Xns⟩) p = v j ·uT
j6. 执行  ; ▷ 参考引理 9, 计算 

q = 1− p7. 计算  ;
i = 1

⌈
logns⌉ (1+ vũT)−18. for   to   do ▷ 计算 

MPC-PM(p, p, p,ns,α,F[X]/⟨Xns⟩)9. 　 执行子程序  ; ▷ 参考引理 9

MPC-PM(q, (1+ p),q,ns,α,F[X]/⟨Xns⟩)10.　执行子程序  ; ▷ 参考引理 9

11. end
Broadcast(q,P(q),P(ṽ1),P(ṽn))12. 执行  ; ▷ 参考第 3.3节广播操作

MPC-PM(q, ṽi, ṽi,ns,α,F[X]/⟨Xns⟩) ṽ = (1+ vũT)−1ṽ13. 执行  ; ▷ 参考引理 9, 计算 

MPC-VVOP(ũT, ṽ,V,n,α) MPC-FFT(ũT
i , ṽ j,Vi, j,ns,α)

V = ũT×ṽ

14. 执行子程序   并执行子程序   来计算两个向量外积中两个多项

式元素乘法; ▷ 参考引理 7, 计算 

M−1 = M−1−V15. 计算  ;

Find-Minimum(M−1
i, j ,P((M−1

i, j )[0]),P((M−1
i, j )[ns])) M−1 (M−1

i, j )[k] ,

0 k ∈ {1,2, . . . ,ns} ns n×n D i, j ∈ {1,2, . . . ,n}
16. 执行  , 在存储   的每个多项式元素系数的机器中, 找到使 

 的最小  , 以获得每条路径至多   条边的   距离矩阵  , 其中  ; ▷ 参考第 3.3节 Find-
Minimum算法

ns+1 M−117. 第 2部分: 更新路径包含至少   条边的多项式矩阵  ; ▷ 更新长边距离

V n−s O(n1−s lnn)18. 从给定顶点集   中随机均匀采样顶点, 采样概率为  , 以得到一个顶点子集, 包含   采样顶点; ▷ 参考

引理 3

D (n1−s lnn)×(n1−s lnn) H19. 查询距离矩阵   中这些采样顶点对应的行和列, 并得到一个大小为   的距离子矩阵  ;

MPC-APSP(H,n1−s lnn,α) H20. 执行   以获得采样顶点的距离矩阵  ; ▷ 参考引理 5

D s ⩽ ns 1×n

Ds

21. 查询距离矩阵   以获得从源顶点   到这些采样顶点经过   条边的最短路径长度, 并将它们组合成一个 

向量  ;

MPC-VM(HT,DT
s ,n

1−s lnn,α) s DT
s22. 执行子程序   以获得从源顶点   到这些采样顶点的距离向量  ; ▷ 参考引理 8

算法 6由两部分组成. 第 1部分是计算短边最短路径长度 (算法 6第 1–16行). 第 2部分是计算长边最短路径

长度并比较得到最终距离 (算法 6第 17–22行).

M−1uT(1+ vM−1uT)−1vM−1

ũT = M−1uT ṽ = (1+ vM−1uT)−1vM−1 = (1+ vũT)−1vM−1

u,v ũT ṽ ũT ṽ

根据引理 2, 每次边更新仅需计算  , 这对应于算法 6第 2–15行. 为与文献 [12]的研究

设置保持一致, 设  ,  . 然后, 每次边更新后得到两个多项式向量

, 且只需计算多项式向量   (算法 6 第 2、3 行) 和   (算法 6 第 4–13 行). 最后计算多项式向量   和   的外积

(算法 6第 14行).
ns D

D H

s

更新顶点之间短边最短路径长度后, 可得到一个路径上至多包含   条边的距离矩阵   (算法 6第 16行). 使用

该距离矩阵   更新采样顶点的距离子矩阵   (算法 6第 18–20行). 采用路径分解方法, 将长边路径划分为多条短

边路径, 从而可在两步内计算从源顶点   到其他顶点的长边距离.

s

s

具体而言, 将长边路径分解为 3 条短边路径. 第 1 步计算和更新前两条短边最短路径长度 (算法 6 第 21–
22行). 第 2步在查询从源顶点   到任何其他顶点的距离时执行: 首先将第 3条短边最短路径长度与运行算法 6得
到的短边最短路径长度结合, 得到从源顶点   到任意其他顶点的长边最短路径长度; 然后将其与源顶点到该顶点

的短边距离进行比较, 得到最终结果. 更多细节详见第 4.4节定理 1的证明.
复杂度分析: 接下来分析所设计并行更新算法 (即算法 6)的轮数复杂度和总内存开销.
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G = (V,E, ) |V | = n

O(nα) α ∈ (0,1) O(α−1 logn)

O(n2+s+ (n1−s lnn)3−α/2)

引理 11. 算法 6 的轮数复杂度. 给定无权图  , 其中  . 在 MPC 模型中, 每台机器内存大小为

 且参数  , 存在一个并行动态 SSSP算法 (算法 6) , 可在   轮内更新源点到其他顶点的距离

且以高概率成功发生. 此外, 算法 6所需总内存为  .

证明: 引理 11的证明包括两部分. 首先证明算法 6第 1部分 (算法 6第 1–16行)所需轮数复杂度和总内存.

ũT = M−1uT ṽ = (1+ vũT)−1vM−1 M−1 uT

uT M−1 n

ns O(n2s)

ũT O(α−1)

如前所述,   和  . 执行算法 5后, 得到  , 而   是一个多项式向量, 仅含一个非零

多项式元素. 因此, 可利用引理 9 计算   的非零元素与多项式矩阵   对应列的乘积. 由于至多有   个多项式元

素, 其阶数至多为  , 所需总内存为  . 使用广播算法 [6]将这些多项式元素发送到指定机器进行本地计算. 利用

引理 9获得向量  , 可在   轮内完成.

ṽ (1+ vũT)−1
F[X]/⟨Xns⟩ p =

logns∏
k=0

(1+ (−uTṽ)2k

)

O(α−1 logns) O(n2s) (1+ vũT)−1

为计算多项式向量  , 首先需计算  , 这是域   上多项式. 使用引理 9和  ,

可在   轮内以   总内存计算  .

vM−1 ũT O(α−1) vM−1 (1+ vũT)−1

(1+ vũT)−1 vM−1 O(α−1) ũT ṽ

O(1) O(n2) ũT ṽ F[X]/⟨Xns⟩
O(logns) O(n2+s) ũT ṽ

为计算  , 可采用与计算   类似的方法, 仅需   轮完成. 由于   是一个多项式向量, 而 

是一个多项式, 将   广播到存储向量   的机器, 仅需  . 接下来, 执行向量   和   的外积. 根据引

理 7, 计算任意两个向量外积的轮数复杂度为  , 所需总内存为  . 由于向量   和   的元素是域 

上多项式, 可用引理 6在   轮内以   总内存计算向量   和   的外积.

D H

MPC-APSP(H,n1−s logn,α) O(α−1

log(n1−s logn)) O((n1−s lnn)3−α/2) MPC-VM(HT,Ds,n1−s logn,α) O(1)

O((n1−s logn)2)

对于算法 6 第 2 部分 (算法 6 第 17–22 行), 采样顶点和查询距离矩阵   以获得子矩阵  , 这些操作可在常

数轮内完成. 利用引理 5, 执行子程序   (对应于算法 6 第 20 行) 的轮数复杂度为 

, 所需总内存为  . 子程序   的轮数复杂度为  , 总内存

为  .

由于算法 6的输入结果依赖于算法 5, 因此算法 6是一个随机算法. 证毕.

D类似于文献 [12]和 Sankowski[14]的研究, 所提并行更新算法需基于采样结果的查询距离矩阵  . 在高概率下,

该过程不会泄露任何敏感数据. 因此, 所提并行动态更新算法能够正确维护所有最短路径, 即使面对非遗忘性对

手 (即对手可以根据历史输出适应性地选择更新操作).

为便于理解引理 1在算法 5及引理 2在算法 6中的应用, 本文给出实例, 以说明利用多项式矩阵求逆计算和

更新短边距离的过程.

G0 = (V0,E0) A0 V0 = {1,2,3,4}例 1: 考虑有向无权图   及其邻接矩阵  , 其中  . 

A0 =


0 1 1 1
1 0 ∞ 1
∞ 1 0 1
1 ∞ 1 0

 .
G0 B(G0) ∈ (F[X]/⟨X4⟩)4×4 d = n = 4Step 1: 根据引理 1构造图   的多项式矩阵  . 由于只有 4个顶点, 设置  , 以说明

多项式矩阵逆计算顶点间距离的过程, 以及引理 2如何反映单边更新对顶点之间距离的影响. 由引理 1可知: 

B(G0) =


a1,1X a1,2X a1,3X a1,4X
a2,1X a2,2X 0 a2,4X

0 a3,2X a3,3X a3,4X
a4,1X 0 a4,3X a4,4X

 =


X 2X X 3X
3X 2X 0 X
0 3X 4X 2X
X 0 X 0

 ,
则有: 

M = I−B(G) =


1−X 1−2X 1−X 1−3X

1−3X 1−2X 1 1−X
1 1−3X 1−4X 1−2X

1−X 1 1−X 1

 .
M−1 = (I−B(G))−1 =

3∑
k=0

B(G0)kStep 2: 计算  , 则有:
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M−1 =


X0+X1+10X2+44X3 2X1+9X2+62X3 X1+8X2+49X3 3X1+7X2+55X3

3X1+9X2+50X3 X0+2X1+10X2+50X3 4X2+36X3 X1+11X2+45X3

11X2+76X3 3X1+18X2+112X3 X0+4X1+18X2+94X3 2X1+11X2+87X3

X1+X2+21X3 5X2+27X3 X1+5X2+26X3 X0+5X2+18X3

 .
G0 = (V0,E0)由算法 6第 16行可知,   的距离矩阵为: 

D0 =


0 1 1 1
1 0 2 1
2 1 0 1
1 2 1 0

 .
(4,1)Step 3: 考虑插入边  , 得到新的邻接矩阵: 

Anew
0 =


0 1 1 1
1 0 ∞ 1
∞ 1 0 1
1 1 1 0

 .
(4,1)根据引理 2以及算法 6, 将新插入边   用两个多项式向量表示: 

u =
[

0 0 0 X
]
, v =

[
0 1 0 0

]
.

M−1uT(1+ vM−1uT)−1vM−1Step 4: 根据引理 2可知, 仅需计算扰动因子  : 

M−1uT(1+ vM−1uT)−1vM−1 =


−9X3 −3X2−13X3 −2X3 −3X3

−X2−4X3 −X2−15X3 −X3 −4X3

−6X3 −2X2−15X3 0 −2X3

−3X2−10X3 −X1−2X2−16X3 −4X3 −X2−11X3

 .
则有: 

(M+uTv)−1
=


X0+X1+10X2+53X3 2X1+12X2+75X3 X1+8X2+51X3 3X1+7X2+58X3

3X1+10X2+54X3 X0+2X1+11X2+65X3 4X2+37X3 X1+11X2+49X3

11X2+82X3 3X1+20X2+127X3 X0+4X1+18X2+94X3 2X1+11X2+89X3

X1+4X2+31X3 X1+7X2+43X3 X1+5X2+30X3 X0+6X2+29X3

 .
由此可知, 新的距离矩阵为: 

Dnew
0 =


0 1 1 1
1 0 2 1
2 1 0 1
1 1 1 0

 .
 4.4   主要结果

我们提出一种具有低轮数复杂度的高效并行算法, 用于维护给定图中从源顶点到其他顶点的距离. 主要结果

如下.
G = (V,E) |V | = n⌈

poly(logn)
⌉

O(nα)

α ∈ (0,1) O(log3n) G O(α−1 logn) s ∈ V

n O(α−1) Õ(n3−3(3−ω)/(4−α/2)−α(ω/2−1)) α ∈ (0,1)

ω ≃ 2.3728 Õ(n2.276) Õ(n2.5296)

定理 1. 给定一个无向/有向图  , 其中边权重为整数,  , 在单边插入、删除或单边权重改变的更

新操作下. 最大边权重和最小边权重的比值为   . 在 MPC 模型中, 每台机器内存大小为   , 参数

, 存在一个并行算法, 以高概率在   轮内预处理图  , 并在   轮内更新从源点   到其他

 个顶点的距离. 查询源点到任意其他顶点之间距离需   轮. 所需总内存为  , 当 

且   时, 该值在   到   之间波动.

n−1 G n−1 M

ns M−1 O(log3n) O(nω+s−(ω/2−1)α)

证明: 首先证明无权有向图的情况 (无权无向图类似). 因为任意两个顶点之间最短路径长度所含边数至多为

, 所以图   中两个顶点的距离不超过  . 根据算法 5 (预处理算法)和引理 10, 可预处理多项式矩阵  , 其次

数至多为  , 并得到多项式矩阵的逆  . 所需轮数复杂度为  , 总内存需求为  .

ns M−1

ns D s Ds

每次边更新后, 执行算法 6 (单边更新算法)来更新次数至多为   的多项式矩阵逆  . 并作为下次边更新的

数据结构. 同时使用算法 6维护每条路径上至多   条边的距离矩阵   和从源点   到采样顶点的距离向量  .
s t ∈ V (n1−s lnn)×1 Dt t查询从源点   到任意顶点   的距离时, 首先获得一个   距离向量  , 表示从采样顶点到顶点   的
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D Ds Dt s t ⩾ ns

ns O(α−1) D s t ⩽ ns

⩾ ns

距离. 这可通过查询距离矩阵   在常数轮内完成. 然后计算距离向量   和   的内积, 以获得从   到   经过   条

边的最短路径长度 (其路径至少包含   条边). 该计算仅需   轮. 最后, 查询距离矩阵  , 获得从   到   经过 

条边的 (短边)最短路径长度, 并将其与   条边的最短路径长度 (长边距离)进行比较. 较小者即为所求距离.

s = (3−ω)(1−α/2)/(4−α/2)

O(n3−3(3−ω)/(4−α/2)−α(ω/2−1)) ω ≃ 2.3728 α ∈ (0,1) O(n2.276) O(n2.5296)

主要开销来自算法 6. 当   时, 根据引理 10和引理 11, 算法 5和算法 6所需总内存

为  . 注意, 若假设  , 由于参数  , 总内存取值范围为   到  .⌈
poly(logn)

⌉
[
⌈
poly(logn)

⌉
] n G

⌈
poly(logn)

⌉ ·n
Xd d

⌈
poly(logn)

⌉ ·ns s = (3−ω)(1−α/2)/(4−α/2)

O(n3−3(3−ω)/(4−α/2)−α(ω/2−1)) Õ(n3−3(3−ω)/(4−α/2)−α(ω/2−1))

对于加权有向图, 最大边权重与最小边权重的比率为  . 通过将边权重除以最小边权值, 可将边权

重缩放至区间  . 对于具有   个顶点的图  , 任意两个顶点之间最大距离不超过  . 因此,
仅需将模   的指数   调整为   ( ). 唯一区别是, 算法 5 和算法 6 的总内

存从   增加到  . 查询从源点到任意其他顶点的距离后, 将所得距离乘以

最小边权重, 即可得到从源点到该顶点的实际距离. 证毕.

 5   扩展到动态 APSP 问题

n

n

所设计并行动态 SSSP算法同样适用于求解完全动态 APSP问题, 且无需   次重复执行算法 6. 通过对算法 6
进行修改和增加额外内存, 可以在相同的轮数复杂度内, 更新所有   个顶点之间距离. 接下来, 首先介绍两个已知

的MPC算法 [41].

MPC-MMOS(A1,A2,B,n,α O(nα) α ∈ (0,1)

G = (V,E) |V | = n n×n A1 A2 MPC-MMOS(A1,A2,B,n,α) O(α−1)

B = A1×A2 O(n3−α/2)

引理 12.  )[41]. 在 MPC 模型中, 每台机器内存大小为  , 内存参数  . 给定

图  , 其中  , 以及两个   矩阵   和  , 存在一个并行算法  , 可在 

轮内完成半环上矩阵乘法  . 该算法总内存需求为  .

MPC-MMOS(A1,A2,B,n,α)   算法流程与第 3.3节中算法 2相同, 只是去掉了 for循环. 此外, 在MPC模型中计

算半环上两个大小不同的矩阵乘法所需的轮数复杂度如下.

MPC-IMMOS(A1,A2,B,n,ny,α O(nα) α ∈ (0,1)

G = (V,E) |V | = n n×ny A1 ny×n A2 y ⩾ α/2

MPC-IMMOS(A1,A2,B,n,ny,α) O(α−1) B = A1×A2

O(n2+(y−α/2))

引理 13.  )[41]. 在每台机器内存大小为   的 MPC 模型中, 内存参数  .
给定图  ,  , 一个大小为   的矩阵   和一个大小为   的矩阵  ,  . 存在一个并行算法

, 可在   轮内计算半环上两个大小不同的矩阵乘积  . 该算法的总内存

需求为  .

n更新   个顶点之间的距离则仅需修改算法 6第 21、22行, 具体如下.

D n H ⩽ ns

n×(n1−s lnn) M1 D n ⩽ ns

(n1−s lnn)×n M2

● 第 21行: 查询距离矩阵   以获取   个顶点到采样顶点集合   的   条边的最短路径长度, 并组合成一个大

小为   的矩阵  . 类似地, 查询距离矩阵   以获取采样顶点到   个顶点的   条边的最短路径长度, 并
组合为大小为   的矩阵  .

M1 ns/ lnn Mi
1 (n1−s lnn)×(n1−s lnn) i ∈ {1,2, . . . ,ns/ lnn}

i ∈ {1,2, . . . ,ns/ lnn} MPC-MMOS(Mi
1,H,MHi,n1−s lnn,α) MHi

(n1−s lnn)×(n1−s lnn) MPC-IMMOS(MH,M2,DAPSP,n,n1−s lnn,α) MH

n×(n1−s lnn) ns/ lnn (n1−s lnn)×(n1−s lnn) MHi DAPSP n×n

● 第 22 行: 将矩阵   分成   个子矩阵  , 每个大小为  , 其中  . 然

后对所有   , 执行子程序    (参考引理 12), 其中    是一个

 矩阵. 之后, 执行子程序   (参考引理 13). 其中,   是

一个   矩阵, 由   个大小为   的子矩阵   组成;   是一个   矩阵, 表示最

终所有顶点之间距离.
接下来分析更新动态 APSP问题中所有节点对之间距离所需的轮数复杂度和总内存.

G = (V,E) |V | = n⌈
poly(logn)

⌉
O(nα) α ∈ (0,1)

O(log3n) G O(α−1 logn) n

O(1) Õ(n2+(ω−1)(1−α/2)/2) α ∈ (0,1) ω ≃ 2.3728

Õ(n2.343) Õ(n2.686)

定理 2. 给定一个无向/有向图   , 其中   , 边权重为整数且最大边权重和最小边权重的比值为

. 更新操作为单条边的删除、插入或单条边权重修改. 在每台机器内存大小为   且参数 

的 MPC 模型中, 存在一个并行算法, 以高概率在   轮内预处理图  , 并在   轮内更新   个顶点之

间距离. 查询任意两顶点之间距离需要   轮. 所需总内存为  , 当   且   时, 总内

存介于   和   之间.

D

M1 M2 MPC-MMOS(Mi
1,H,MHi,n1−s lnn,α) i ∈ {1,2, . . . ,ns/ lnn}

证明: 根据以上分析, 仅需计算并执行上述两步所需的轮数复杂度和总内存. 首先, 查询距离矩阵   以获得矩

阵   和  , 这一操作可在常数轮内完成. 子程序   对所有  ,
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Õ(n(3−α/2)(1−s)+s) MPC-IMMOS(MH,M2,DAPSP,n,n1−s lnn,α)

O(n3−s−α/2) O(α−1 logn)

Õ(n3−s−α/2)

可并行运行, 根据引理 12, 其所需总内存为   .至于子程序   ,
根据引理 13, 其所需总内存为  . 结合引理 11, 更新所有顶点对之间距离的轮数复杂度为  , 所
需总内存为  .

s = (3−ω)(1/2−
α/4) α ∈ (0,1) 1− s ⩾ α/2 Õ(n2+(ω−1)(1−α/2)/2)

最后, 将更新动态 APSP距离所需总内存与预处理原始图所需总内存相结合 (引理 10). 当参数 

 时, 满足引理 13的条件 (当   时,  ), 则更新动态 APSP距离所需总内存为  .

⩽ ns

⩾ ns

⩽ ns ⩾ ns

O(1)

如第 4.3 节所述, 算法 6 第 1 部分用于更新所有顶点之间   条边的最短路径长度. 仅需修改算法 6 第 2 部

分的第 21、22行便可更新动态 APSP问题中   条边的最短路径长度. 因此, 查询任意两顶点之间距离时, 需比

较这两个顶点之间   条边的最短路径长度与   条边的最短路径长度. 然后, 取其中较小值, 作为最终结果, 此
查询过程可在   轮内完成. 证毕.

s s ∈ (0,1)

值得一提的是, 由于预处理算法可同时用于动态 APSP 问题以及动态 SSSP 问题的图, 因此, 更新动态 APSP
所需总内存略高于更新动态 SSSP问题所需总内存. 由于总内存由参数   的值决定 ( ), 动态 APSP问题和

动态 SSSP问题的总内存差异较小.

Õ(d) d ∈ [1,n]

Õ(n3)

此外, 我们针对动态 APSP问题设计的并行算法与Wang等人 [41]所采用的并行静态 APSP问题具有相同轮数

复杂度, 但总内存开销更少. 同时, 与 Karczmarz等人 [43]基于 PRAM模型提出的深度为   ( )且总内存

为   的并行静态 APSP算法相比, 所提并行动态 SSSP算法在轮数复杂度和总内存上均更具优势.

 6   结论与未来工作

O(α−1 logn)

本文针对MPC模型中完全动态精确单源最短路径问题, 设计了一种随机完全动态MPC算法, 其更新轮数复

杂度为  . 本文采用多种高效方法计算多项式矩阵的逆, 例如具有常数轮数复杂度的并行多项式乘积算

法. 通过与现有MPC模型中静态近似或精确 SSSP算法进行复杂度比较, 证明了所提并行更新 SSSP算法求解动

态精确 SSSP问题的高效性. 此外, 通过对该算法稍作修改和扩展, 所提并行完全动态算法还能更新所有顶点对之

间的距离. 这表明所提并行算法在动态单源最短路径长度之外具有潜在应用价值.

ω(poly logn)

然而, 受限于 Sherman-Morrison恒等式的秩-1更新特性, 所提并行动态 SSSP算法仅适用于单边更新场景. 若
将其扩展至顶点更新操作 (即顶点及其关联边的插入或删除), 即多边更新, 则需多次调用该恒等式来更新源点到

其他顶点的距离. 在此情形下, 随着更新边数增加 ( ), 距离更新所需的轮数复杂度将急剧增加, 无法保

证对数多项式时间的更新效率.
迄今为止, 已证实代数方法能有效降低MPC模型中各类图问题的轮数复杂度, 但代价是增大内存需求. 尽管

代数技术相对简单, 但仍有局限性, 例如在给定图中求解顶点之间最短路径的成本过高. 因此, 探索以低轮数复杂

度高效求解最短路径问题的技术和方法具有重要意义.
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