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摘　要: 吉布斯采样的临界行为是计算相变理论所关注的核心问题. 以硬核模型这一经典模型为例, 研究了吉布斯

采样在临界点前的快速收敛. 在该模型中, 给定一个最大度为 Δ≥3的 n顶点图 G以及参数 λ≥0, 则图 G中的每个

独立集 S以正比于 λ|S|的概率被采样. 研究了实现这一采样的经典吉布斯采样算法——Glauber dynamics, 在临界条

件 λ<(Δ–1)Δ–1/(Δ–2)Δ 下, 证明了该采样过程的马尔可夫链具有渐进最优的谱隙为 Ω(1/n), 因此这一经典采样算法在

该临界点前始终快速收敛.吉布斯采样过程在临界点前的快速收敛是马尔可夫链蒙特卡洛 (MCMC) 理论中的一类

重要问题. 针对硬核模型上的这一问题, 此前已有若干依赖高等数学工具的证明. 为这个重要问题提供了一个简化

的组合证明, 引入计算复杂性归约的思想来分析采样过程的收敛速率.
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Abstract:  The  critical  behavior  of  Gibbs  sampling  is  a  central  issue  in  the  theory  of  computational  phase  transitions.  This  study  takes  the
hard-core  model,  a  classical  model,  as  an  example  to  study  the  rapid  convergence  of  Gibbs  sampling  before  the  critical  point.  In  this
model,  given  an  n-vertex  graph G  with  a  maximum  degree  of  Δ≥3  and  a  parameter  λ≥0,  each  independent  set  S  in  graph G  is  sampled
with  a  probability  proportional  to  λ|S|.  This  study  investigates  the  canonical  Gibbs  sampling  algorithm,  Glauber  dynamics,  which
implements  this  sampling.  Under  the  critical  condition  λ<(Δ–1)Δ–1/(Δ–2)Δ,  it  is  proven  that  the  Glauber  dynamics  has  an  asymptotically
optimal  spectral  gap  of  Ω(1/n),  thus  establishing  that  this  classical  sampling  algorithm  mixes  rapidly  up  to  the  critical  point.  The  rapid
convergence  of  the  Gibbs  sampling  process  before  the  critical  point  is  an  important  issue  in  Markov  chain  Monte  Carlo  (MCMC)  theory.
For  this  problem  on  the  hard-core  model,  several  proofs  relying  on  advanced  mathematical  tools  have  been  previously  provided.  This  study
offers  a  simplified  combinatorial  proof  for  this  significant  problem,  introducing  the  idea  of  reductions  from  computational  complexity  to
analyze the convergence rate of the sampling process.
Key words:  computational phase transition; Markov chain Monte Carlo (MCMC) method; hardcore model

 1   引　言

吉布斯分布 (Gibbs distribution)是一类由局部约束所描述的高维概率分布. 在计算机科学、概率论、统计物
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理、数理统计与机器学习等多个领域中, 吉布斯分布都被广泛且深入地研究, 并有诸多重要应用. 在理论计算机科

学当中, 人们关注的吉布斯分布通常和经典的图论问题紧密相关. 这些吉布斯分布的合法状态通常恰好就是某个

图论问题的解空间, 例如硬核模型 (hardcore model): 状态空间为图的所有独立集 (independent set); 单体-双体模型

(monomer-dimer model): 状态空间为图的所有合法匹配 (matching); 玻茨模型 (Potts model): 参数取值恰当时状态

空间为图的所有合法 q-染色 (q-vertex coloring).
吉布斯分布的采样问题是理论计算机科学的重要研究课题, 这是因为采样这种计算任务在吉布斯分布上常有

计算相变现象——采样问题的计算复杂性会随着吉布斯分布的参数变化而发生骤然变化. 马尔可夫链蒙特卡洛

(Markov chain Monte Carlo, MCMC)方法是针对这类问题研究最为深入的算法. 其中, 硬核模型是研究吉布斯采样

计算相变所最经常用的基准 (benchmark)模型, 也是各种采样算法以及分析工具的试金石 [1−17].

I = (G,λ) G = (V,E) λ ∈ R>0

Ind(G) ⊆ 2V S ⊆ Ind(G)

一个硬核模型实例由一个元组   指定, 其中   是一个简单无向图,   是一个正实数. 令
 表示图 G中所有独立集的集合. 对于任意独立集  , 其权重定义为: 

w(S ) = wI(S ) ≜ λ|S |.

I µ = µI硬核模型实例   指定了一个在 Ind(G)上的吉布斯分布  , 满足: 

∀S ∈ Ind(G), µ(S ) ≜
w(S )
ZG(λ)

.

ZG(λ) ≜
∑

S∈Ind(G)
w(S )

µ

在无向图 G中,   被称为配分函数. 计数问题, 即计算配分函数, 是硬核模型的核心计算任

务. 精确计数是#P 难问题 [18,19]. 更多研究集中在近似计数 [15,17,20,21]. 根据经典的规约算法 [22], 这一问题等价于吉布

斯分布   的采样问题.
硬核模型中有一个著名的相变现象. 在无穷 Δ-正则树中, 存在关键的唯一性阈值 (uniqueness threshold): 

λc(∆) ≜
(∆−1)∆−1

(∆−2)∆
≈ e
∆−2

.

λ < λc λ > λc

λ < λc(∆) ZG(λ)

λ > λc(∆) ZG(λ)

如果  , 根节点上的边缘分布与叶节点上的边界条件在深度为ℓ的情况下以指数方式衰减; 如果  , 即
使ℓ→∞, 长程相关性始终存在. 在相同的阈值处, 也发现了计算复杂性的相变. Weitz[17]表明, 对于所有最大度数为

常数 Δ的图, 如果  , 则存在一种完全多项式时间逼近方案 (FPTAS)用于估计  . 另一方面, Sly[15]证明

除非 NP =RP, 否则当   时, 不存在用于估计   的完全多项式随机化逼近方案. 对于硬核模型来说, 从其

吉布斯分布中采样在计算上等同于近似计数 [22].

I = (G = (V,E),λ) Γ(v) v ∈ V I
X0 ∈ Ind(G)

Glauber dynamics (也称吉布斯采样算法) 是从硬核模型当中采样的标准 (canonical) 马尔可夫链蒙特卡洛方

法. 设   为一个硬核模型实例. 设   表示 G中   的邻居.   上的 Glauber dynamics从任意一个

独立集   开始. 在第 t个转移步骤中, 它执行以下操作.
v ∈ V● 均匀随机选择一个顶点  .

Xt−1∩Γ(v) , ∅ Xt = Xt−1● 如果  , 则  ; 否则, 令: 

Xt =


Xt−1\{v} , 以概率

1
1+λ

Xt−1∪{v} , 以概率
λ

1+λ

.

µGlauber dynamics最终会收敛到唯一的稳态分布  . 为了衡量收敛的速度, 我们定义 Glauber dynamics的混合

时间 (mixing time)为: 

∀0 < ε < 1, Tmix(ε) ≜ max
X0∈Ind(G)

min {t |dTV (Xt,µ) ⩽ ε } ,

dTV (Xt,µ) Xt µ其中,   表示   的分布与   之间的全变差距离 (total variation distance).

λ <
2
∆−2

O(n logn)

对于硬核模型上的 Glauber dynamics, 之前有相当多的研究. 早期的工作证明了在一个亚临界区域 

内的   混合时间, 其中 n是顶点数量 [13,14,16]. 随后一些工作在特殊图上做到了任意的亚临界区域 (对任意
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δ ∈ (0,1) λ ⩽ (1−δ)λc(∆) O(n logn),  )内的   混合时间 [10−12].

nO(SI)

最近, 研究人员提出一种基于高维扩张器的马尔可夫链分析工具 [23−25], 也被称为谱独立性 (spectral indepen-
dence)技术. 借助这种技术, Anari等人 [6]首次证明了一般图上任意亚临界区域以内的多项式混合时间. 这个结果

之后被优化为   
[8]. 其中, SI是谱独立性参量, 只和目标分布相关. 对于硬核模型来说, 这个参量有如下的上界: 

SI = O(1)×
{ min{1/δ, n}, λ ⩽ (1−δ)λc(∆)

n, λ > λc(∆)
.

δ nO(SI)所以, 当   很小时,   是一个大多项式.

nO(SI)

因为高维扩张器技术对一般的分布都适用 (甚至是唯一性区域以外的硬核模型), 所以在一般情形下 (不一定

是硬核模型) 改进这个   的混合时间界是不可能的 (不然会和 Sly 的下界矛盾 [15]). 想要改进这个混合时间界,
需要用到硬核模型独有的性质.

O(n logn)

λ ∈ (0, (1−δ)λc(∆))

O(n logn)

在 Chen等人 [9]的工作中, 他们注意到在稀疏图上随机选取足够多比例的点删掉之后剩下的点大概率断开成

若干规模很小的连通块. 利用这个额外性质, 他们证明了稀疏图 (最大度数为常数)上硬核模型的 Glauber dynamics
的   混合时间. 之后的若干工作引入了场动力系统 (field dynamics), 熵独立性 (entropic independence)等新

工具 [1,2], 它们能利用上硬核模型在   这整个区域内 SI都是常数这一特殊性质. 最终成功证明了

硬核模型上任意的亚临界区域内的   混合时间 [3,7].
值得一提的是, 上面提到的这些证明通常都依赖一些高等数学工具例如随机微分方程. 本文通过引入计算复

杂性规约的思想实现了类似的结果. 它的证明更简单并且完全是初等的.

 1.1   主要结果

PI

I = (G,λ) PI 1 = λ1 ⩾ λ2 ⩾ . . . ⩾ λ|Ind(G)| ⩾ 0

PI

本文通过研究 Glauber dynamics的谱隙 (spectral gap)来研究其混合时间. 设   为 Glauber dynamics在硬核模

型实例   上的转移矩阵. 众所周知,   具有|Ind(G)|个非负实特征值  . 谱隙与混

合时间密切相关, 定义   的谱隙如下: 

γI ≜ 1−λ2.

我们的主要贡献是以下定理.
0 < δ < 1 ∆ ⩾ 3 λ ⩽ (1−δ)λc(∆) I = (G,λ)

I
定理 1. 设   为常数, 对于任何满足   和   的硬核模型实例  , Glauber dynamics

在   上的谱隙满足: 

1
C(δ)n

⩽ γI ⩽
2
n
,

并且 Glauber dynamics的混合时间满足: 

Tmix(ε) ⩽ 4C(δ) ·n ·
(
n log∆+ log

1
ε

)
,

C(δ) =
(

1
δ

)O(1/δ)

δ其中, n是 G中顶点的数量, Δ是 G的最大度数,   是仅依赖于   的常数.

我们的证明依赖于一种新的变换思想. 具体来说, 首先将硬核模型实例转换为具有足够大最大度数的新实例.
接下来, 分析变换后实例上的 Glauber dynamics. 这种分析利用了某些概率集中性质, 还使用了文献 [9,20]中发展

的“局部到全局”理论. 最后, 将原始实例上的 Glauber dynamics与转换后实例上的 Glauber dynamics进行比较. 这
种转换提供了一定的优良特性, 以便每个证明步骤可以顺利进行. 请参见第 3节查看证明概要.

µ

µ µk

更加直观地说, “局部到全局”技术的核心, 在于利用特定的一系列条件分布对目标分布   进行分解. 在 Chen
等人 [9]以及更早的 Anari等人 [6]的工作中, 通过固定一系列顶点的状态 (即 pinning)来得到这些条件分布. 在我们

的前期工作 [2]中, 为了改进 Chen等人 [9]的工作而引入了场动力系统, 该技术在此前的基础上考虑了更复杂的一系

列条件分布. 在场动力系统引入的条件分布当中, 除了一些特定顶点状态被固定之外, 硬核模型的参数也会有相应

的偏移. 这些更复杂的条件分布虽然帮助我们解决了度数受限的问题, 但是处理它们需要更高等的数学工具以及

更复杂的分析. 在本文的证明中, 首先通过一个组合变换将原分布   转换为一个相似却又不同的新分布  . 之后本
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文的证明仅在这个新分布上考虑通过固定变量状态得到的一系列条件分布, 从而得到一个简单且初等的证明.

 2   定义和背景知识

 2.1   硬核模型和已知结果

I = (G = (V,E),λ) µ = µI µ {0,1}V

σ ∈ {0,1}V Sσ ≜ {v ∈ V | σv = 1} Ω = ΩI =
{
σ ∈ {0,1}V | Sσ是一个独立集

}
µ σ ∈Ω µ(σ) ∝ λ|Sσ |

设   是一个硬核模型, 其吉布斯分布为  . 在分析中, 我们经常把   视为在   上的分

布. 每个配置   代表一个唯一的子集  . 我们使用 

来表示   的支撑集. 对于每个  ,  .
对于硬核模型, Glauber dynamics的谱隙和混合时间易于在 Dobrushin条件下分析. 通过路径耦合 [26]及其对谱

隙的推论 [27], 我们得到以下结果. 类似的结果也在文献 [28]中观察到.
0 < δ < 1 I = (G,λ) ∆ ⩾ 1 I

λ ⩽
1−δ
∆−1+δ

I
n
δ

log
n
ε

δ

n

命题 1[26,27]. 设   是一个常数. 设   是具有最大度   的 n顶点硬核模型. 如果   满足 Dobrushin

条件  , 那么对于   上的 Glauber dynamics, 其混合时间至多为  , 谱间隙至少为  .

基于局部到全局技术 [8,9,23], 可以证明在唯一性区域中硬核模型有以下谱隙.
δ ∈ (0,1) I = (G,λ) ∆ ⩾ 3 I

λ ⩽ (1−δ)λc(∆) I (5n)−66/δ

命题 2[8]. 令   为常数. 令   为一个具有最大度数   的 n顶点硬核模型. 如果   满足唯一性

条件  , 那么   上 Glauber dynamics的谱隙至少为  .
n−1−32/δe−O(1/δ2)注意到在文献 [8]中的结果意味着 Glauber dynamics 有   的谱隙下界. 结合文献 [8]和文献 [29]

的 Theorem 1.1和 Theorem 3.1, 可以得到命题 2中的结果.

 2.2   马尔可夫链和混合时间

(Xt)t⩾0 P : RΩ×Ω⩾0

X,Y ∈Ω Pt(X,Y) > 0

X ∈Ω gcd {t | Pt(X,X) > 0} = 1

µ µ = µP µ

µ

设 Ω为状态空间. 设   是 Ω上的马尔可夫链, 其转移矩阵 (transition matrix)为  . 当上下文清楚时,

我们通常使用矩阵 P来表示对应的马尔可夫链. 当对任意的  , 存在整数 t使得   时, 马尔可夫链

是不可约 (irreducible) 的. 当对任意的  ,   时, 马尔可夫链是非周期性 (aperiodic) 的. 如
果一个分布   满足  , 则称   是 P的一个稳态分布 (stationary distribution). 如果一个马尔可夫链既是不可约

的又是非周期性的, 那么它有一个唯一的稳态分布. 如果对于分布   , 马尔可夫链 P 满足下面的详细平衡方程

(detailed balance equation): 

µ(X)P(X,Y) = µ(Y)P(Y,X), ∀X,Y ∈Ω.
µ这意味着   是 P的一个稳态分布. 我们也说这个马尔可夫链是时间可逆的 (time reversible). 在本文中, 我们考

虑的所有马尔可夫链都是可逆的.
µ

µ

令   是集合 Ω上的分布. 令 P是一个关于 Ω的不可约、非周期、时间可逆的马尔可夫链, 具有唯一的稳态分

布  . P的混合时间的定义为: 

Tmix (ε) ≜max
X∈Ω

min
{
t | dTV

(
Pt(X, ·),µ) ⩽ ε} , ∀0 < ε < 1,

Pt(X, ·) dTV (Pt(X, ·),µ) Pt(X, ·) µ其中,   是从 X开始经过 t个转移步骤后生成的分布的马尔可夫链,   表示   和   之间的全

变差距离 (total variation distance), 形式上为: 

dTV
(
Pt(X, ·),µ) ≜ 1

2

∑
Y∈Ω

∣∣∣Pt(X,Y)−µ(Y)
∣∣∣.

 2.3   Block dynamics

µ {0,1}V

Λ ⊆ V µΛ µ Λ ⊆ V

σ ∈ {0,1}Λ µΛ(σ) > 0 σ τ ∈ {0,1}V\Λ µτΛ τ

ΩτΛ ⊆ {0,1}Λ µτΛ 1 ⩽ ℓ ⩽ |V |
V

ℓ

 ≜ {S ⊆ V ||S |= ℓ}

µ

在本文中, 我们研究布尔随机变量上的 block dynamics. 设 V是一个基底集合. 设   是定义在   上的分布,
支撑集为 Ω. 对于任意   ,  我们用    表示从    投影到 Λ 上的边缘分布 .  对于某些集合    上的配置

, 如果  , 则我们称   是可行的. 对于任意可行的  , 令   表示在给定   条件下 Λ 上的

边缘分布. 我们用   来表示   的支撑集. 对于任意整数  , 令   表示所有大小

为ℓ的子集的集族.   上的 block dynamics 定义如下.
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1 ⩽ ℓ ⩽ |V | µ (Xt)t⩾0

X0 ∈Ω
定义 1. ℓ-block dynamics. 对于任意正整数  ,   上的ℓ-block dynamics是一个马尔可夫链  , 定义

如下. 它从任意配置   开始, 在第 t个转移步骤中, 执行如下操作.

S ∈
V

ℓ

 Xt(V\S ) = Xt−1(V\S )● 均匀随机选择一个集合  , 并使  .

µXt(V\S )
S Xt(S ) ∈ΩXt(V\S )

S● 从分布   中采样  .

µ µσΛ

Λ ⊆ V σ ∈ {0,1}V\Λ Λ = V µσΛ = µ

特别地, 1-block dynamics 其实就是   上的 Glauber dynamics. 我们考虑在条件分布   上的 block dynamics, 其
中   是一个子集,   是一个可行配置. 特别地, 如果  , 则  . 以下命题很容易验证.

µσΛ µσΛ

µσΛ

命题 3. 对于从硬核模型诱导出的任何条件分布  , 对于任何 1≤ℓ≤|Λ|, 在   上的ℓ-block dynamics是不可约

的、非周期的, 并且关于   是时间可逆的.

 2.4   分析工具

µ ⟨·, ·⟩µ µ f ,g :Ω→ R设   是具有支撑集 Ω的分布. 令   表示由   加权的内积, 即, 对于任何两个函数  , 

⟨ f ,g⟩µ ≜
∑
X∈Ω

µ(X) f (X)g(X).

µ

f :Ω→ R P f :Ω→ R
设 P是一个不可约的马尔可夫链, 对于   是时间可逆的. 我们通常将转移矩阵 P视为一个马尔可夫算子, 将函

数映射到函数. 对于任何函数  , P作用在 f上产生一个新的函数  , 使得: 

(P f )(X) ≜
∑
Y∈Ω

P(X,Y) f (Y), ∀X ∈Ω.

1 = λ1 > λ2 ⩾ . . . ⩾ λ|Ω| ⩾ −1 λ2 < 1 λi fi :Ω→ R P fi =

λi fi f1 = 1 f1, f2, . . . , f|Ω| RΩ, ⟨·, ·⟩µ |Ω| ⩾ 2

1−λ⋆ ≜ 1−max {|λi| | 2 ⩽ i ⩽ |Ω|} 1−λ2

如果将 f视为一个列向量, 那么 Pf就是简单的矩阵乘法. 由于 P是不可约且时间可逆的, P有|Ω|个实特征值

 (因为 P是不可约的, 所以  )[30]; 每个   对应一个实特征函数  , 使得 

, 其中   为全 1 向量, 而   形成一个内积空间 ( ) 的正交基. 假设  . P的绝对谱隙定

义为  . P的谱隙 (spectral gap)定义为  . P的弛豫时间 (relaxation time)定义为: 

trel(P) ≜


1

1−λ⋆
, if |Ω| ⩾ 2

0, if |Ω| = 1
(1)

trel(P) = 0在退化情况|Ω| = 1中, 我们简单假设  . 关于混合时间和弛豫时间之间的关系是众所周知的 [30]: 

Tmix (ε) ⩽ trel log
(

1
εµmin

)
, 其中µmin =min

X∈Ω
µ(X) (2)

µ 1 = λ1 > λ2 ⩾ . . . ⩾

λ|Ω| ⩾ 0

此外, 如果 P是在   上的一个不可约的 block dynamics (定义 1), 则 P具有|Ω|个非负实特征值 

 
[23,30,31]. 因此, 有以下关系成立: 

1−λ⋆ = 1−λ2.

在本文中, 我们将使用以下工具来分析谱隙.
 2.4.1    Poincaré 不等式

f :Ω→ R µ对于任意  , 关于   的期望值被定义为: 

Eµ[ f ] ≜
∑
X∈Ω

µ(X) f (X).

µ关于   的方差被定义为: 

Varµ[ f ] ≜ Eµ
[
f 2

]
− (

Eµ[ f ]
)2
=

1
2

∑
X,Y∈Ω

µ(X)µ(Y)( f (X)− f (Y))2 (3)

f 2 f 2(x) = ( f (x))2 µ µ其中,   是一个函数, 使得  . 设 P是关于   时间可逆的马尔可夫链. 关于 P和   的狄利克雷形定义为: 

EP( f , f ) ≜ ⟨ f , (I−P) f ⟩µ =
1
2

∑
X,Y∈Ω

µ(X)P(X,Y)( f (X)− f (Y))2 (4)

谱隙可以通过以下 Poincaré不等式来表征 [30]: 
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1−λ2 = inf
{
EP( f , f )
Varµ[ f ]

∣∣∣∣∣∣ f :Ω→ R,Varµ[ f ] , 0
}

(5)

µ此外, 如果 P是   上的 block dynamics (定义 1), 我们有以下性质.

µ {0,1}V 1 ⩽ ℓ ⩽ |V | µ引理 1. 设 V是一个基底集合. 设   是在   上的支撑集为 Ω的分布. 令   是一个整数. 令 P是   上

的ℓ-block dynamics. 如果 P是不可约的, 那么: 

Varµ[ f ] ⩽ trel(P)EP( f , f ), ∀ f :Ω→ R.

λ2 < 1

Varµ[ f ] = EP( f , f ) = 0

证明: 如果|Ω| ≥ 2, 由于 P是不可约的,  , 因此根据公式 (5), 命题成立. 如果|Ω| = 1, 那么根据公式 (3)和
公式 (4)中的定义, 我们有  , 因此命题显然成立.

A,B ⊆ V σA ∈ {0,1}A,
σB ∈ {0,1}B σA⊎σB A∪B σA σB

此外, 块动态的狄利克雷形可以用引理 2[32,33]来重新表述. 对于任意不相交集合   , 任意  

, 我们用   表示一个在   上的配置, 该配置在 A中与   一致, 在 B中与   一致.

µ {0,1}V 1 ⩽ ℓ ⩽ |V | µ

f :Ω→ R
引理 2. 设 V是一个基底集合. 设   是一个在   上支撑集为 Ω的分布. 设   为一个整数. 设 P是 

上的ℓ-block dynamics. 对于任意  , 有: 

EP( f , f ) =
1n

ℓ


∑

S∈(v
ℓ)

∑
ρ∈ΩV\S

µV\S (ρ) ·VarµρS
[
fρ
]
,

ΩV\S µV\S fρ :ΩρS → R fρ(τ) ≜ f (ρ⊎τ) Ω
ρ

S µρS其中,   表示边缘分布   的支撑集,   定义为  , 而   表示条件分布   的支撑集.

σ,τ ∈Ω证明: 通过ℓ-block dynamics 的定义, 我们知道对于所有的  , 转移概率可以写成: 

P(σ,τ) =
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)
µ
σV\S
S (τS ) ·1 [

σV\S = τV\S
]
.

于是, 根据公式 (4)中狄利克雷形的定义, 我们有: 

EP( f , f ) =
1
2

∑
σ,τ∈Ω

µ(σ)
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)
µ
σV\S
S (τS ) ·1 [

σV\S = τV\S
] · ( f (σ)− f (τ))2

=
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)

∑
ρ∈ΩV\S

µV\S (ρ) · 1
2

∑
α,β∈ΩρS

µρS (α)µρS (β)
(
fρ(α)− fρ(α)

)2

=
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)

∑
ρ∈ΩV\S

µV\S (ρ) ·VarµρS
[
fρ
]
.

 2.4.2    Cheeger 不等式

µ S ⊆Ω µ(S )
∑

X∈S
µ(X)设 P是相对于   可逆的马尔可夫链. 对于状态空间的任意子集  , 我们使用   表示  . 马尔可

夫链 P的导通率 (conductance)定义为: 

Φ ≜ min
S⊆Ω:µ(S )⩽1/2

∑
X∈S ,Y∈Ω\S

µ(X)P(X,Y)

µ(S )
.

命题 4. Cheeger 不等式 [34,35]. 导通率和谱隙满足如下关系: 

Φ2

2
⩽ 1−λ2 ⩽ 2Φ.

 2.5   集中度

我们将使用以下超几何分布的概率集中不等式.

Λ ⊆ V 1 ⩽ ℓ ⩽ n S ∈
V

ℓ

 V

ℓ

引理 3[36]. 设 V为大小为 n的基底集合. 设   为一个子集. 给定一个整数  , 令   为从   中

1620  软件学报  2026年第 37卷第 4期



i ∈ Λ Xi = 1i∈S X =
∑

i∈Λ
Xi t >

2eℓ|Λ|
n
=

2eE[X] Pr[X ⩾ t] ⩽ 2−t

均匀随机抽取的随机子集. 对于每个  , 定义指示随机变量  . 令  , 则对于任意 

, 有  .

 3   证明大纲

µ

µk µk Ω(logn) µk

µ µk

本节证明主定理 (定理 1). 首先, 构造一个变换, 将原本的目标硬核模型分布   变换为另外一个硬核模型分布

 (定义 3). 这两个分布紧密相关然而   对应的硬核模型总是具有   量级的最大度数. 我们会首先证明 

上的 Glauber dynamics具有最优的谱隙 (引理 6). 然后, 通过比较   和   上的 Glauber dynamics, 来证明这两个分

布上的 Glauber dynamics的谱隙具有相同量级 (引理 7). 最后结合引理 6和引理 7, 我们就能证明定理 1.
我们考虑以下一系列硬核模型实例.

F(δ) 0 < δ < 1 F(δ) ∆ ⩾ 3 λ ⩽ (1−δ)λc(∆)

I = (G,λ)

定义 2. 硬核模型实例族  . 令   为一个常数. 定义   为满足   且   的所有硬核

模型实例   的集合, 其中 Δ是图 G的最大度数.

 3.1   谱隙的下界

我们首先证明了谱间隙的下界.

0 < δ < 1 C(δ) =
(

1
δ

)O(1/δ)

I = (G,λ) ∈ F(δ)

I

引理 4. 设   是一个常数. 存在一个常数  , 对于任意  , Glauber dynamics

在   上的谱隙满足: 

γI ⩾
1

C(δ)n
,

其中, n是 G中顶点的数量, Δ是 G的最大度数.
0 < δ < 1 8/δ F(δ)

8/δ 8/δ

固定一个常数  . 为了证明引理 4, 我们使用   作为阈值, 将   中的所有实例分为两部分: 最大度

数小于   的实例和最大度数大于等于   的实例. 注意对于第 1部分, 我们已经有了文献 [9]中的结果如下.

0 < δ < 1 C0(δ) =
(

1
δ

)O(1/δ)

I = (G,λ) ∈ F(δ) ∆ < 8/δ

I

引理 5[9]. 设    为常数. 存在一个常数   , 使得对于任意   , 如果   ,

则   上 Glauber dynamics 的谱隙满足以下关系: 

γI ⩾
1

C0(δ)n
,

其中, n是 G中顶点的数目, Δ是 G的最大度数.

8/δ

引理 5是通过结合文献 [9]中的几个结果证明的. 为了完整起见, 我们在附录 B中给出了证明. 我们现在只关

注最大度数至少为   的核心实例. 下面的转换是本文证明中的一个关键工具.
k ∈ N+ I = (G = (V,E),λ) I ′ = (G′,λ′) ≜

Trans(I,k) λ′ ≜ λ/k G′ = (V ′,E′)

定义 3. k-变换. 设   为一个整数. 给定一个硬核模型实例  , 定义一个变换实例 

, 使得  , 图   构造如下.
v ∈ V v1,v2, . . . ,vk ∈ V ′ G′● 对于任意顶点  , 存在 k个顶点   在   中形成一个 k-团.

{u,v} ∈ E 1 ⩽ i, j ⩽ k G′ ui v j● 对于任意边  , 任意  , 在   中   和   通过一条边相连.
G′ G′

a1、a2、a3 {a,b} i, j ∈ [3]

G′
{
ai,b j

}
图 1是一个 k-变换 (k=3)的示例. 首先, 对于 G中的每个顶点, 在   中有一个 3-团. 以顶点 a为例, 我们在 

中有顶点   组成的 3-团. 接下来, 我们在团之间添加边. 以 G中的边   为例, 对于任意的  , 在
 中有一条边  .

  

a

b

c

G

d

3-变换

c1 c2 c3

b1

a1 a2 a3

b2 b3

G′

d1 d2 d3

图 1　3-变换的示例
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0 < δ < 1 I = (G,λ) ∈ F(δ)我们使用以下特定的变换来证明引理 4. 设   为常数. 对于任意  , 定义参数: 

κ(I) ≜
⌈
106

δ2
logn

⌉
(6)

其中, n为 G中的顶点数. 定义转换后的实例: 

I ′ = (G′ = (V ′,E′) ,λ′) ≜ Trans(I, κ(I)) (7)

我们有以下两个引理.
I ′ 0 < δ < 1 C1(δ) = exp(O(1/δ))

I = (G,λ) ∈ F(δ) ∆ ⩾ 8/δ I ′ = (G′,λ′)

引理 6. Glauber dynamics 在   上的谱隙. 设   为一个常数. 存在一个常数   使得对于

任意  , 如果  , 那么对于转换后实例   上 Glauber dynamics 的谱隙 (参照公式 (7)中
的定义)满足: 

γI′ ⩾
1

C1(δ)n′
,

n′ G′其中, Δ是图 G的最大度数,   是图   的顶点数.
I I ′ 0 < δ < 1 I = (G,λ) ∈ F(δ)引理 7. 在   和   上 Glauber dynamics的比较. 设   为常数. 对于任意  , 有: 

γI ⩾
κ(I)

5
γI′ ,

γI I γI′ I ′

κ(I)

其中,   是   上 Glauber dynamics 的谱隙,   是变换后实例   上 Glauber dynamics 的谱隙 (见公式 (7) 中定义),
 是在公式 (6)中定义的参数.

I ′

g :ΩI′ →ΩI X ∈ΩI′ µI′ Y = g(X) µI

引理 6的证明在第 4节给出. 变换后, 新的实例   仍然处于唯一性区域, 其最大度数足够大. 最大度数的下界

保证了某种概率集中性质, 对我们的证明起着重要作用. 引理 7的证明在第 5节中给出. k-变换保证了存在一个函

数  , 如果   服从 Gibbs分布  , 那么   服从 Gibbs分布  . 使用此函数, 我们将两个马尔

可夫链联系起来, 以证明引理 7中的关系. 有了引理 6和引理 7, 我们现在来证明引理 4.
0 < δ < 1 I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ) δ/8

1
C0(δ)n

C0(δ) =
(

1
δ

)O(1/δ)

∆ ⩾ δ/8 I ′

证明: 令   为常数. 考虑一个实例  . 如果 G的最大度数 Δ< , 那么根据引理 5,

谱隙至少为  , 其中   是引理 5中的常数. 假设  . 设   表示公式 (7)中的变换实例. 结合

引理 6和引理 7, 谱隙满足: 

γI ⩾
κ(I)

5
γI′ ⩾

κ(I)
5
· 1
C1(δ)n′

=
1

5C1(δ)n
,

C1(δ) = exp(O(1/δ)) n′ I ′ n′ = κ(I)n

γI
1

C(δ)n

其中,   是引理 6 中的常数,   是   中顶点的数量, 最后一个等式成立是因为  . 将两种

情况结合起来, 谱隙   至少为  , 其中:
 

C(δ) =max {C0(δ),C1(δ)} =
(

1
δ

)O(1/δ)

. □

 3.2   定理 1 的证明

0 < δ < 1 µ I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ) |V | = n µ

λ ⩾
1

2∆ I
1

C(δ)n
C(δ) = (1/δ)O(1/δ)

固定一个常数  . 固定一个具有 Gibbs分布   的实例  , 其中  . 设 Ω表示 

的支撑集. 我们可以假设  . 否则, 由于 Dobrushin 条件成立, 根据命题 1, 主要结果成立. 令 P表示   上的

Glauber dynamics. 根据引理 4, P的谱隙至少为  , 其中   是引理 4 中的常数. 注意, Glauber

dynamics是定义 1中 block dynamics的特例. 结合引理 4、公式 (1)和公式 (2), 混合时间满足: 

Tmix(ε) ⩽C(δ)nlog
(

1
εµmin

)
, µmin =min

X∈Ω
µ(X).

σ ∈ {0,1}V w(σ) = λ
∑

v∈V σD Z =
∑

σ∈Ω
w(σ) µ(σ) =

w(σ)
Z

给出配置  , 它的权重定义为  . 设   表示配分函数. 吉布斯分布由 

定义.
Z ⩽

∑
σ∈{0,1}v

λ
∑
σ∈V σv = (1+λ)n w(σ) ⩾min {1,λn}注意到  , 而  . 这意味着:
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µmin ⩾min
{

1
(1+λ)n ,

λn

(1+λ)n

}
.

1
2∆
⩽ λ ⩽ λc(∆) ⩽

2e
∆−2

log
(

1
µmin

)
⩽ n log(8∆)注意到  . 这意味着  . 我们有:

 

Tmix (ε) ⩽C(δ)n log
(

1
εµmin

)
⩽C(δ)n

(
n log(8∆)+ log

1
ε

)
⩽ 4C(δ) ·n ·

(
n log∆+ log

1
ε

)
.

u ∈ V S ≜ {σ ∈ΩI | σu = 1}
u ∈ I σ ∈ S τ ∈Ω\S P(σ,τ) > 0

τu = 0 v ∈ V\{u} τv = σv P(σ,τ) ⩽
1
n

谱隙的上界的证明是对 Cheeger不等式的简单应用. 固定任意顶点  . 定义一个集合  .
换句话说, S表示所有独立集 I的集合, 其中  . 注意, 对于任意的  , 存在唯一的   使得  , 其

中  , 且对于所有  ,  . 根据 Glauber dynamics的转移规则, 有  . 因此, 集合 S的导通率

可以被限制为: 

Φ(S ) =

∑
σ∈S ,τ∈Ω\S

µ(σ)P(σ,τ)∑
σ∈S
µ(σ)

⩽

∑
σ∈S
µ(σ)

1
n∑

σ∈S
µ(σ)

=
1
n
.

Ω\S Φ(Ω\S ) =

∑
σ∈Ω\S ,τ∈S

µ(σ)P(σ,r)∑
σ∈Ω\S
µ(σ)

⩽
1
n

类似地, 集合   的导通率可以被限制为  . 于是, Glauber dynamics 的导

通率 Φ满足: 

Φ = min
H⊆Ω:µ(H)⩽1/2

Φ(H) ⩽max{Φ(S ),Φ(Ω\S )} ⩽ 1
n
.

γI ⩽ 2Φ =
2
n

根据 Cheeger不等式 (命题 4), 我们有  .

 4   Glauber dynamics 在 k-变换实例上的谱隙

本节使用以下两个结果证明引理 6. 第 1 个结果 (命题 5) 表明, 在 k-变换之后, 新实例仍然满足唯一性条件.
第 2 个结果 (引理 8) 表明, 如果一个硬核模型实例满足唯一性条件并且具有足够大的最大度数, 则相应 Glauber
dynamics的谱隙有下界.

0 < δ < 1 k ∈ N+ I = (G,λ) ∈ F(δ) ∆G ⩾
8
δ

I ′ = (G′,λ′) ≜ Trans(I,k) I ′ ∈ F(δ/2)

命题 5. 设   为常数,   为正整数. 对于任意实例  , 其中图 G的最大度数  , 新

实例   满足  .

G′ ∆′ = k(∆+1)−1
e
∆−2

⩽ λc(∆) ⩽
e(∆−1)
(∆−2)2证明: 设 Δ 和 Δ′分别表示图 G和   的最大度数. 可以验证  . 注意到  .

因此: 

λc(∆)
kλc (∆′)

⩽
(∆−1)(∆′−2)

k(∆−2)2 ⩽
(
1− 2
∆

)−2
(∗)
⩽

1

1− 4
∆

⩽
1

1− 4
8
δ
−4

=

1− δ
2

1−δ ,

∆ ⩾ 8/δ ⩾ 8其中, (∗)成立是由于伯努利不等式和   这一事实. 因此: 

λ′ =
λ

k
⩽

(1−δ)λc(∆)
k

⩽
(
1− δ

2

)
λc (∆′) . □

0 < δ < 1 C2(δ) = exp(O(1/δ)) I = (G,λ) ∈ F(δ) ∆ ⩾
12000
δ

logn

I
1

C2(δ)n

引理 8. 令   为常数. 存在常数  , 使得对于任意  , 如果  ,

则   上 Glauber dynamics的谱隙至少为  , 其中 Δ是图 G的最大度数, n是图 G的顶点数.

我们将引理 8的证明推迟到第 4.1节中进行, 本文下面证明引理 6.

I = (G,λ) ∈ F(δ) I ′ = (G′,λ′) ≜ Trans
(
I,

⌈
106

δ2
logn

⌉) ⌈
106

δ2
logn

⌉
证明: 令    以及    是通过    -变换得到的实例, 其中 n
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G′ n′ =
⌈
106

δ2
logn

⌉
·n ∆ ⩾

8
δ

I ′ = (G′,λ′) ∈

F(δ/2) δ′ = δ/2 G′

是G中顶点的数目. 通过变换,   中的顶点数为  . 通过命题 5, 我们知道如果  , 那么 

. 记  , Δ′表示   的最大度数. 我们声明以下结论: 

∆′ ⩾
⌈
12000
δ′

logn′
⌉

(8)

I ′
1

C2 (δ′)n′
C2 (δ′) > 0 δ′ = δ/2

C1(δ) =C2 (δ′) =C2(δ/2) = exp(O(1/δ))

通过引理 8, 可以知道   上 Glauber dynamics 的谱隙至少为  , 其中   是某个仅依赖于 

的常数. 最后, 我们设置  .

n′ =
⌈
106

δ2
logn

⌉
·n ⩽ 220

δ2
n logn 0 < δ < 1现在证明公式 (8). 根据 k-变换的定义, 有  . 由于  , 以下不等式很容易验证:

 

40
δ

logn ⩾ log
(
n · 2

20

δ2
· logn

)
⩾ logn′.

∆G′ ⩾
⌈
106

δ2
logn

⌉
另外, 根据 k-变换的定义, 我们有  . 结合上述不等式, 我们有:

 

∆′ ⩾
106

δ2
logn =

(
25000
δ

)(
40
δ

logn
)
⩾

25000
δ
· logn′

(⋆)
=

12500
δ′

logn′ ⩾
⌈
12000
δ′

logn′
⌉
,

⋆ δ = 2δ′其中, 标 ( )等式成立是因为  .  □

 4.1   引理 8 的证明

0 < δ < 1 ∆ ⩾
12000
δ

logn I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ)

n = |V | n ⩾ ∆ ⩾
12000
δ

µ = µI Ω = ΩI ⊆ {0,1}V µ

1 ⩽ ℓ ⩽ n µ

X ∈Ω

固定一个常数    及一个最大度数为    的硬核模型实例   ,  其中

 是 G中顶点的数量. 我们注意到  . 令   表示其吉布斯分布. 令   表示   的

支撑集. 根据定义 1, 对于任意整数   , 在分布    上定义ℓ-block dynamics Pℓ. 具体地, Pℓ从任意可行配置

 开始; 在每个更新步骤中, 它执行以下操作.V

ℓ

● 从大小为ℓ的   中均匀随机选择一个集合 S.

µ
XV\S
S XS● 从条件分布   中重新采样  .

我们证明的起点是引理 9.

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
Pℓ 350−67/δ引理 9. 如果  , 那么   的谱隙至少为  , 这意味着其弛豫时间为:

 

trel (Pℓ) ⩽ 350
67
δ .

P = P1 µ

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
通过参考文献 [9,37]中开发的局部到全局技术, 可以证明引理 9. 为了完整起见, 我们在附录 A中证明引理 9.

使用   表示吉布斯分布   的 Glauber动力学 (1-block dynamics). 引理 9给出了 block dynamics Pℓ的谱隙, 其中

. 我们通过比较 Pℓ和 P的弛豫时间来证明引理 8. 严格来说, 可以有引理 10.

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
trel (Pℓ) trel(P)引理 10. 如果  , 那么弛豫时间   和   满足:

 

trel(P) ⩽
3n2

ℓ
trel (Pℓ) .

引理 10的证明将推迟到第 4.2节. 我们现在证明引理 8. 结合引理 9和引理 10, Glauber dynamics的弛豫时间

可以被界定为: 

trel(P) ⩽
3n2

ℓ
trel (Pℓ) ⩽ 300n · trel (Pℓ) ⩽ 350

70
δ n.

1
C4(δ)n

C4(δ) = 350 70
δ = exp(O(1/δ))这意味着 Glauber dynamics 的谱隙至少为  , 其中  .

 4.2   Block dynamics 和 Glauber dynamics 之间的比较 (引理 10 的证明)

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
Pℓ f :Ω→ R令  , 根据命题 3, block dynamics   是不可约的. 对于任何  , 结合引理 1和引理 2, 可以得到

以下不等式: 
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Varµ[ f ] ⩽ trel (Pℓ) ·EPℓ ( f , f ) ⩽ trel (Pℓ) ·
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)

∑
ρ∈ΩV\S

µV\S (ρ) ·VarµρS
[
fρ
]

(9)

ΩV\S µV\S fρ :ΩρS → R fρ(τ) ≜ f (ρ⊎τ) ΩρS µρS

S ∈
V

ℓ

 ρ ∈ΩV\S PρS µρS

PρS |S | = ℓ
fρ :ΩρS → R

其中,   表示边缘分布   的支撑集,   的定义为  ,   表示条件分布   的支撑集. 对于

任何   和  , 令   表示条件分布   上的 Glauber dynamics, 其中 Glauber dynamics 是定义 1 中的

1-block dynamics. 根据命题 3, Glauber动力学   是不可约的. 注意到  . 再次根据引理 1和引理 2, 对于任何

, 有: 

VarµρS
[
fρ
]
⩽ trel

(
PρS

) ·EPρS

(
fρ, fρ

)
⩽ trel

(
PρS

) · 1
ℓ

∑
v∈S

∑
σ∈ΩρS \{v}

µρS \{v}(σ) ·Varµρ⊎σv

[
fρ⊎σ

]
(10)

µρS \{v} µρS S \{v} Ω
ρ

S \{0} ⊆ {0,1}S \{v} µρS \{v} fρ⊎σ :Ωρ⊎σv → R
fρ⊎σ (cv) = fρ (σ⊎ cv) Ω

ρ⊎σ
v ⊆ {0,1} µρ⊎σv σ⊎ cv cv ∈ {0,1} S \{v}

σ S ⊆
V

ℓ


其中,   是从    投影到    上的边缘分布;   是    的支撑集. 函数    的定义为

, 其中   是   的支撑集;   表示 S上的配置, 其中 v的值为  ,   上

的配置为  . 对于任何  , 定义最大弛豫时间为:
 

tmax
rel (S ) = max

ρ∈ΩV\S
trel

(
PρS

)
(11)

f :Ω→ R注意到, 方差是非负的. 结合公式 (9)–(11), 对于任意  , 有: 

Varµ[ f ] ⩽ trel (Pℓ) ·
1n

ℓ


∑

S∈(V
ℓ)

∑
ρ∈ΩV\S

µV\S (ρ) · tmax
rel (S ) · 1

ℓ

∑
v∈S

∑
σ∈ΩρS \{v}

µρS \{v}(σ) ·Varµρ⊎σv

[
fρ⊎σ

]

(∗) = trel (Pℓ) ·
1(
n
ℓ

) · 1
ℓ

∑
S∈

(
V
ℓ

) t
max
rel (S )

∑
v∈S

∑
ρ∈ΩV\S
σ∈ΩρS \{v}

µV\{v}(ρ⊎σ) ·Varµρ⊎σv

[
fρ⊎σ

]

(令τ ∆= ρ⊎σ) ⩽ trel (Pℓ) ·
1(
n
ℓ

) · 1
ℓ

∑
S∈

(
V
ℓ

) t
max
rel (S )

∑
v∈V

∑
τ∈ΩV\{v}

µV\{v}(τ) ·Varµτv
[
fτ
]
.

S ⊆ V S ∈
V

ℓ

 V

ℓ


µ trel(P)

f :Ω→ R

注意, 在 (∗) 中, 我们列举了集合 S中的所有顶点 v, 但在最后一行中, 我们列举了集合 V中的所有顶点 v. 由

于   且所有变量都是非负的, 最后一个不等式成立. 设   是从   中均匀随机抽取的随机集合. 令 P为

Glauber dynamics (1-block dynamics) 在   上的转移矩阵,   表示其弛豫时间. 通过上述不等式, 对于任意函数

, 有: 

Varµ[ f ] ⩽ trel (Pℓ) ·
n
ℓ
·ES

[
tmax
rel (S)

] · 1
n

∑
v∈V

∑
τ∈ΩV\{v}

µV\{v}(τ) ·Varµτv
[
fτ
]

 

(根据引理2) = trel (Pℓ) ·
n
ℓ
·ES

[
tmax
rel (S)

] ·EP( f , f ).

EP( f , f )

trel(P)

其中,   是 Glauber dynamics P的狄利克雷形. 通过公式 (5)中 P的 Poincaré不等式和公式 (1)中弛豫时间的

定义, Glauber dynamics的弛豫时间   满足: 

trel(P) ⩽ trel (Pℓ) ·
n
ℓ
·ES

[
tmax
rel (S)

]
.

为了证明引理 10, 只需证明: 

ES
[
tmax
rel (S)

]
⩽ 3n (12)

ES

[
tmax
rel (S)

]
S ∈

V

ℓ

 S ∈
V

ℓ

 G [S ]

∆G[S ] G [S ] λ

为了给出   的上界, 我们将所有   分类为好和坏情况. 固定一个  , 让   表示 G在 S

上的导出子图. 令   表示   的最大度. 令   为硬核模型实例的参数. 我们通过以下方式判断集合 S是好还是坏.

λ <
1

2
(
∆G[S ]+2

)● 好集合: 如果  , 则 S是好的.
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λ ⩾
1

2
(
∆G[S ]+2

)● 坏集合: 如果  , 则 S是坏的.

通过这个定义, 我们可以定义以下两个集合: 

G ≜
{

S ∈
(

V
ℓ

)
| S是好的

}
, B ≜

{
S ∈

(
V
ℓ

)
| S是坏的

}
.

我们断言对于好和坏的集合有以下结果.
G B引理 11. 对于   和  , 以下结果成立.

S ∈ G tmax
rel (S ) ⩽ 2ℓ● 对于任何  ,  .

S ∈ B tmax
rel (S ) ⩽ ℓ140/δ● 对于任何  ,  .

引理 11的证明被推迟至第 4.3节. 我们现在使用引理 11来证明公式 (12), 有: 

ES
[
tmax
rel (S)

]
⩽ PrS[S ∈ G] ·2ℓ+PrS[S ∈ B] · ℓ140/δ (13)

S
V

ℓ

 S ∈ B I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ)

∆G ∆G ⩾
12000
δ
· logn ⩾ 12000 λ ⩽ (1−δ)λc (∆G)

⩽
4

∆G −2
λ⩾

1
2
(
∆G[S ]+2

) ∆G[S ]⩾
1

16
∆G v ∈ V Dv= |{S ∩ΓG(v)}|

ΓG(v) Dv S

其中,   是从   中均匀随机抽样的. 为了证明公式 (12), 需要界定   的概率. 令   表示原

始的硬核实例;   表示图 G的最大度数. 在引理 8的假设下, 有  . 注意到 

. 很容易验证如果  , 那么必然有  . 对于每个顶点  , 定义随机变量  ,

其中   是图 G中顶点 v的邻域, 而   计算了被随机集合   选择的顶点 v的邻居数量. 我们有: 

PrS[S ∈ B] = PrS
[
λ ⩾

1
2
(
∆G[S]+1

) ] ⩽ PrS [
∆G[S ] ⩾

∆G

16

]
⩽

∑
v∈V

PrS
[
Dv ⩾

∆G

16

]
.

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
ES [Dv] ⩽

ℓ∆G

n
⩽

1
2e
∆G

16
∆G ⩾

12000
δ
· logn因为  , 所以  . 又因为  , 所以根据引理 3, 有:

 

PrS[S ∈ B] =
∑
v∈V

2−∆G/16 ⩽ n−300/δ (14)

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
结合公式 (13)、公式 (14)和  , 我们可以证明公式 (12)如下:

 

E
[
tmax
rel (S)

]
⩽ 2ℓ+n−300/δ · ℓ140/δ ⩽ 3n.

这就证明了引理 10.

 4.3   好情况和坏情况的弛豫时间 (引理 11 的证明)

I = (G = (V,E),λ) S ∈
V

ℓ

 σ ∈ΩV\S回忆在第 4.1节开始时固定的硬核模型实例  . 固定一个集合  . 我们使用   表示

在公式 (11)中达到最大值的配置, 即: 

tmax
rel (S ) = max

ρ∈ΩV\S
trel

(
PρS

)
= trel

(
PσS

)
.

trel
(
PσS

)
我们将界定弛豫时间  , 将集合 S划分为两部分:  A ≜ {v ∈ S | ∀u ∈ ΓG(v)\S ,σu = 0}

B ≜ {v ∈ S | ∃u ∈ ΓG(v)\S ,σu = 1}
.

ΓG(v) µσS τ = 0 ∈ {0,1}B

|A| = 0 µσS trel
(
PσS

)
= 0

|A| > 0 µσ⊎τA Pσ⊎τA µσ⊎τA PσS {0,1}S

τ = 0 PσS {0,1}A PσS Pσ⊎τA

|B|
|S | PσS

|A|
|S | PσS Pσ⊎τA

其中,   是原始图 G中节点 v的邻域. 很容易看出, 在条件分布   中,   是 B上唯一可行的配置. 如
果  , 那么   的支撑集只有一个状态. 根据公式 (1) 中的定义,  , 引理 11 是显然成立的. 现在假设

. 考虑分布  . 让   表示条件分布   上的 Glauber dynamics. 虽然   的状态空间是  , 但 B上的配

置始终固定为  . 我们可以将   视为状态空间   上的马尔可夫链. 因此,   是   的懒惰版本. 形式上, 在

每一步中, 以   的概率,   保持在当前状态; 以   的概率,   以与链   相同的方式演变. 以下关系容易验证:
 

λ2
(
PσS

)
=
|A|
|S | ·λ2

(
Pσ⊎τA

)
+

(
1− |A||S |

)
.

PσS Pσ⊎τA λ2
(
PσS

)
λ2

(
Pσ⊎τA

)
< 1注意到   和   都是不可约的, 因此  ,  . 我们有: 
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trel
(
PσS

)
=
|S |
|A| · trel

(
Pσ⊎τA

)
=
ℓ

|A| · trel
(
Pσ⊎τA

)
(15)

trel
(
Pσ⊎τA

)
Pσ⊎τA I = (G[A],λ) G [A]

∆G[A] ⩽ ∆G[S ] ⩽ ∆G

我们现在要界定  . 注意到   恰好是硬核模型实例   上的 Glauber dynamics, 其中 

是 G在 A上的导出子图. 注意到  .

S ∈ G λ ⩽
1

2
(
∆G[S ]+1

) λ ⩽
1

2
(
∆G[A]+1

)如果  . 则有  , 这意味着  . 在这种情况下, 我们要证明:
 

trel
(
Pσ⊎τA

)
⩽ 2|A| (16)

∆G[A] = 0

∆G[A] ⩾ 1 I δ = 1/2 trel
(
Pσ⊎τA

)
⩽ 2|A|

然后, 结合公式 (15)和公式 (16)证明引理. 如果  , 那么 A中的所有变量是独立的, 公式 (16)显而易见.
如果  , 那么根据命题 1, 实例   满足 Dobrushin 条件,  . 因此, 依然有弛豫时间  .

S ∈ B I λ ⩽ (1−δ)λc (∆G) ⩽ (1−δ)λc
(
∆G[A]

) J ∈ F(δ)假设  . 由于   在唯一性区域内, 我们有  . 因此, 实例   也处于唯

一性区域内. 我们考虑以下两种情况.

∆G[A] ⩾ 3 trel
(
Pσ⊎τA

)
⩽ (5|A|)66/δ● 情况 1:  . 根据命题 2, 有  .

∆G[A] ⩽ 2 λ < λc (∆G) ∆G ⩾ 20 λ ⩽ λc(20) ⩽
1
6 ∆G[A] ⩽ 2 λ ⩽

1
6
⩽

1
2
(
∆G[A]+1

)
trel

(
Pσ⊎τA

)
⩽ 2|A| ⩽ (5|A|)66/δ

● 情况 2:  . 注意到  . 由于  , 有  . 由于  , 有  .

根据该情况的证明, 我们有  .

|A| ⩽ ℓ根据公式 (15)和  , 我们有: 

trel
(
PσS

)
⩽
ℓ

|A| · (5|A|)
66/δ ⩽ (5ℓ)70/δ.

ℓ =
⌊ n
32e

⌋
trel

(
PµσS

)
⩽ ℓ140/δ因为   和 n≥12000, 这意味着ℓ≥100. 所以我们有  .

 5   Glauber dynamics 之间的比较

I = (G = (V,E),λ) k ∈ N+ I在本节中, 我们证明引理 7. 设   是图 G上的硬核模型实例. 令   是一个正整数. 在实例 

上使用 k-变换 (定义 3), 我们定义以下转换后的实例: 

I′ = (G′,λ′) ≜ Trans(I,k), G′ = (V ′,E′) , λ′ =
λ

k
.

µ µ′ I I ′ µ µ′ P′

I I ′
令   和   分别表示由   和   诱导的吉布斯分布, 其中   的支撑集是 Ω,   的支撑集是 Ω′. 令 P和   分别表示

在   和   上的 Glauber dynamics的转移矩阵. 我们证明以下一般情形下的比较引理.
k ∈ N+ I = (G,λ) I ′ = Trans(I,k)

P′
引理 12. 比较引理. 对于任何  , 任何硬核模型实例  , 让   表示变换后的实例, P和

 的谱隙满足: 

1−λ2(P) ⩾
k+λ
1+λ

(1−λ2 (P′)) .

k ∈ N+ I I
λ < λc (∆G) ⩽ 4 κ(I) = k ⩾ 5

k+λ
1+λ

⩾
k
5

r ≜ 1− 1+λ
k+λ

0 ⩽ r < 1 Plazy

Plazy

Plazy

注意, 上述引理对于任何   和任何硬核模型实例   都成立, 即使   超出了唯一性阈值. 很容易验证引理 7
是引理 12的推论. 让 Δ表示G的最大度数. 在引理 7中, 对于 Δ≥3, 有  . 根据公式 (6), 我们有  ,

因此  . 本节的其余部分将专注于证明引理 12. 为了证明引理 12, 引入一个新的链 Plazy, 该链位于状态空

间 Ω上, 是 Glauber dynamics P的一个懒化版本. 定义  , 可以很容易验证  .   的转移规则定

义如公式 (17). 在每个转移步骤中, 以概率 r, 链   停留在当前状态; 否则, 它将执行与链 P相同的更新. 转移矩

阵   和 P有以下关系: 

Plazy = rI+ (1− r)P (17)

I ∈ RΩ×Ω µ其中,   为单位矩阵. 很容易验证 Pnew 是不可约的、非周期性的, 并且关于   是时间可逆的. 我们首先比较

P和 Plazy, 然后比较 Plazy 和 P'. 根据公式 (17)中 Plazy 的定义, 容易验证引理 13.

1−λ2(P) =
1

1− r
(
1−λ2

(
Plazy

))
=

k+λ
1+λ

(
1−λ2

(
Plazy

))
.引理 13. 

然后, 我们有引理 14.
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1−λ2
(
Plazy

)
⩾ 1−λ2 (P′)引理 14.  .

引理 12是通过结合引理 13和引理 14来证明的. 第 5.1节专门用来证明引理 14.

 5.1   引理 14 的证明

µ; P′

P′ µ′ E
我们使用引理 15来证明引理 14. 回想一下, Plazy 的状态空间是 Ω, Plazy 的稳态分布是   的状态空间是 Ω′,

 的稳态分布是  ; 狄利克雷形  .(·, ·)和方差 Var.[·]在公式 (4)和公式 (3)中定义.

Varµ[ f ] , 0 f :Ω→ R f ′ :Ω′→ R Varµ′
[
f ′
]
, 0引理 15. 对于任何满足   的函数  , 存在一个函数  , 使得  , 并且: 

EPlazy( f , f )
Varµ( f )

=
EP′ ( f ′, f ′)
Varµ′ ( f ′)

.

引理 15 的证明见第 5.2节. 现在我们来证明引理 14.

WΩ =
{
f :Ω→ R | Varµ[ f ] , 0

}
WΩ′ =

{
f :Ω′→ R | Varµ′ [ f ] , 0

}
WΩ

WΩ′ f ∈WΩ

证明: 定义   以及  . 根据引理 15, 存在一个从   到

 的映射 h, 对于任何  , 我们有: 

EPlazy( f , f )
Varµ( f )

=
EP′ (h( f ),h( f ))
Varµ′ (h( f ))

,

h( f ) = f ′ f ′ h (WΩ) h (WΩ) ⊆WΩ′其中,  ,   是引理 15中的函数. 我们使用   来表示 h的像空间. 由于  , 有以下关系: 

1−λ2
(
Plazy

)
= inf

f∈WΩ

EPlazy( f , f )
Varµ[ f ]

= inf
f ′∈h(WΩ)

EP′ ( f ′, f ′)
Varµ′ ( f ′)

⩾ inf
f ′∈WΩ′

EP′ ( f ′, f ′)
Varµ′ ( f ′)

= 1−λ2 (P′) . □

 5.2   证明引理 15

I = (G = (V,E),λ) I ′ = (G′ = (V ′,E′) ,λ′) =

Trans(I,k) v ∈ V G′ v1,v2, . . . ,vk

为了证明引理 15, 我们定义函数 g. 回想一下   是原始的硬核模型实例, 
 是转化后的实例. 对于任意顶点  , 图   中有一个包含顶点   的团.

g :Ω′→Ω σ′ ∈Ω′ σ = g (σ′)定义 4. 设   是一个函数, 使得对于任何  ,   构造如下: 

∀v ∈ V, σv ≜

 1, 如果存在1 ⩽ i ⩽ k使得σ′ (vi) = 1

0, 否则
.

τ ∈Ω g−1(τ) ⊆Ω′ τ对于任意  , 我们使用   来表示   的原像, 则以下性质成立.
引理 16. 函数 g是一个从 Ω'到 Ω的映射, 并且满足如下条件.

σ ∈Ω● 对于任意  , 都有:  ∑
σ′∈g−1(σ)

µ′(σ) = µ(σ) (18)

X′ ∼ µ′ g (X′) ∼ µ这意味着如果  , 那么  .
σ,τ ∈Ω σ′ ∈ g−1(σ)● 对于任意  , 任意  , 都有:  ∑

τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′) = Plaxy (σ,τ) (19)

(
X′t

)
t⩾0

(
g
(
X′t

))
t⩾0这意味着如果   是马尔可夫链 P', 那么   是马尔可夫链 Plazy.

G = (V,E) G′ = (V ′,E′) v1,v2, . . . ,vk

Cv {u,v} G′ Cu Cv σ′ ∈Ω′ ⊆ {0,1}V

S ′ (σ′) ≜ {v ∈ V ′ | σ′v = 1} G′ Cv S ′ (σ′)

{u,v} Cu S ′ (σ′) g (σ′)

σ ∈Ω |σ|
∑

v∈V
σv w(σ) ≜ λ|σ| Z ≜∑

σ∈Ω
w(σ) I = (G = (V,E),λ) σ′ ∈Ω′ |σ′|

∑
v∈V′
σ′v

w′ (σ′) ≜ (λ′)|σ
′ | = (λ/k)|σ′ | Z′ ≜

∑
σ′∈Ω′

w′ (σ′) I ′ = (G′ = (V ′,E′) ,λ′ = λ/k)

σ ∈Ω g−1(σ) ⊆Ω′ σ′ ∈ g−1(σ) σv = 1 Cv vi

σ′vi
= 1 σv = 0 Cv vi σ′vi

= 0

证明: 根据定义 3, 对于图   中的任意顶点 v,   中都存在一个包含顶点   的 k-团
. 对于图 G中的任意边  , 在   中,   和   中的所有顶点对都是相邻的. 对于任意配置  , 集

合   是   中的一个独立集, 这意味着如果   中的某个顶点在   中, 那么对于 G中的所

有边  ,   中的任意顶点都不在   中. 根据 g的定义, 很容易看出   表示 G中的一个独立集. 这意味着

g 是一个从 Ω′到 Ω 的映射. 对于任意配置   , 我们用    表示   , 它的权重定义为   . 让  

 表示硬核模型实例   的配分函数. 对于任意配置  , 我们用   表示  , 它

的权重定义为  . 让   表示硬核模型实例   的配分

函数. 固定配置  . 考虑集合  . 假设  . 如果  , 那么团   中有且只有一个顶点   满足

; 如果  , 那么对于   中的所有顶点  , 都有  . 因此, 我们有: 
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
∣∣∣g−1(σ)

∣∣∣ = k|σ|

∀σ′ ∈ g−1(σ),w′ (σ′) =
(
λ

k

)|σ| .
σ ∈Ω对于任意  , 有: 

w(σ) = λ|σ| = k|σ| ·
(
λ

k

)|σ|
=

∑
σ′∈g−1(σ)

w′ (σ′) .

由于 g是从 Ω′到 Ω的映射, 我们有: 

Z′ =
∑
σ′∈Ω′

w′ (σ′) =
∑
σ∈Ω

∑
σ′∈g−1(σ)

w′ (σ′) =
∑
σ∈Ω

w(σ) = Z.

σ ∈Ω这意味着, 对于任何  , 有: 

µ(σ) =
w(σ)

Z
=

∑
σ′∈g−1(σ)

w′ (σ′)

Z′
=

∑
σ′∈g−1(σ)

µ′ (σ′) .

σ,τ ∈Ω σ⊕τ ≜ {v ∈ V | σv , τv} σ τ

σ′ ∈ g−1(σ) |σ⊕τ|
然后, 证明公式 (19). 固定两个配置  . 令   表示   和   之间的不一致顶点集. 固定

一个配置  . 我们考虑以下 3种情况 (以   分类).

|σ⊕τ| > 1 Plazy(σ,τ) = 0 Plazy τ′ ∈ g−1(τ)

|σ′⊕τ′| ⩾ |σ⊕τ| > 1 P′ (σ′, τ′) = 0

● 假设  . 在这种情况下,  , 因为   每一步只更新一个顶点. 固定一个配置  . 很

容易验证  . 因此  , 最后一个性质成立.

|σ⊕τ| = 1 v ∈ V σv = 1 τv = 0 u ∈ V\{v}

σu = τu Plazy (σ,τ) =
(1− r)

n(1+λ)
n = |V | P′ σ′ ∈ g−1(σ)

Cv vi σ′vi
= 1 P′ σ′ τ′ ∈ g−1(τ) P′ vi vi

r ≜ 1− 1+λ
k+λ |V

′| = kn

● 假设   . 这里有两种情况. 首先假设存在一个顶点   , 使得   ,  , 且对所有   ,

. 在这种情况下, 根据公式 (17), 有  , 其中  . 考虑链  , 回顾此前, 我们有  .

在团   中恰有一个顶点  , 使得  . 在链   中, 从   移动到   的唯一可能性是   选择顶点   并将 

的值更新为 0. 记为  ,  . 因此, 我们有:
  ∑

τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′) =
1

kn (1+λ′)
=

1
n(k+λ)

=
1− r

n(1+λ)
= Plazy(σ,τ).

v ∈ V σv = 0 τv = 1 u ∈ V\{v} σu = τu

Plazy (σ,τ) =
(1− r)λ
n(1+λ)

P′ σ′ ∈ g−1(σ) Cv vi σ′vi
= 0 P′

σ′ τ′ ∈ g−1(τ) P′ Cv vi vi

现在假设存在一个顶点  , 使得  ,  , 且对所有  ,  . 在这种情况下, 根据公式 (17),

有  . 考虑链  . 回顾此前, 我们有  . 所有团   中的顶点   都满足  . 在链   中,

从   移动到   的唯一可能性是   选择团   中的一个顶点   并将   的值更新为 1. 因此, 我们有:  ∑
τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′) =
kλ′

kn (1+λ′)
=

λ

n(k+λ)
=

(1− r)λ
n(1+λ)

= Plazy(σ,τ).

|σ⊕τ| = 0 σ = τ P′ P′ (σ′, τ′) > 0

|σ′⊕τ′| ⩽ 1 P′ (σ′, τ′) > 0 |g (σ′)⊕g (τ′)| = |σ⊕g (τ′)| ⩽ 1 P′
● 假设  , 这意味着  . 注意马尔可夫链   每一步只更新一个顶点. 因此,   当且仅当

. 这意味着  , 当且仅当  . 由于   是随机矩阵, 所以:  ∑
τ′∈Ω′

P′ (σ′, τ′) =
∑
τ′∈Ω′

|σ⊕g(τ′)|⩽1

P′ (σ′, τ′) =
∑
τ′∈g−1(σ)

P′ (σ′, τ′)+
∑
τ∈Ω
|σ⊕τ|=1

∑
τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′) = 1.

同样, Plazy 也每一步只更新一个顶点, 我们有:  ∑
τ∈Ω

Plazy(σ,τ) = Plazy(σ,σ)+
∑
τ∈Ω
|σ⊕τ|=1

Plazy(σ,τ) = 1.

因此, 可以证明:  ∑
τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′) = Plazy (σ,τ), ∀τ ∈Ω with |σ⊕τ| = 1.

∑
τ′∈g−1(σ)

P′ (σ′, τ′) = Plazy (σ,σ)通过对比, 我们得出  .

Varµ[ f ] , 0 f :Ω→ R f ′ :Ω′→ R现在证明引理 15. 给定一个满足   的函数  , 定义   为: 
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∀σ′ ∈Ω′, f ′ (σ′) = f (g (σ′)) (20)

f ′ = f ◦g于是,  . 我们将证明以下两个性质成立, 这意味着引理 15成立.

EP′ ( f ′, f ′) = EPlazy( f , f ).● 

Varµ′ ( f ′) = Varµ( f ).● 
根据公式 (4)中的定义, 我们有: 

EP′ ( f ′, f ′) =
1
2

∑
σ′ ,τ′∈Ω′

µ′ (σ′) P′ (σ′, τ′) ( f ′ (σ′)− f ′ (τ′))2

  (
g将Ω′映射到Ω

)
=

1
2

∑
σ,τ∈Ω

∑
σ′∈g−1(σ)
τ′∈g−1(τ)

µ′ (σ′) P′ (σ′, τ′) ( f ′ (σ′)− f ′ (τ′))2

 

(根据 f ′的定义) =
1
2

∑
σ,τ∈Ω

∑
σ′∈g−1(σ)
τ′∈g−1(τ)

µ′ (σ′) P′ (σ′, τ′) ( f (g (σ′))− f (g (τ′)))2

=
1
2

∑
σ,τ∈Ω

( f (σ)− f (τ))2
∑

σ′∈g−1(σ)

µ′ (σ′)
∑
τ′∈g−1(τ)

P′ (σ′, τ′)
 

(根据公式(18)和(19)) =
1
2

∑
σ,τ∈Ω

µ(σ)Plazy(σ,τ)( f (σ)− f (τ))2 = EPlazy( f , f ).

类似地, 对于方差, 根据公式 (3), 我们有: 

Varµ′
[
f ′
]
=

1
2

∑
σ′ ,τ′∈Ω′

µ′ (σ′)µ′ (τ′) ( f ′ (σ′)− f ′ (τ′))2

=
1
2

∑
σ,τ∈Ω

( f (σ)− f (τ))2
∑

σ′∈g−1(σ)

µ′ (σ′)
∑
τ′∈g−1(τ)

µ′ (τ′)

=
1
2

∑
σ,τ∈Ω

µ(σ)µ(τ)( f (σ)− f (τ))2 = Varµ[ f ]. □

 6   总　结

将点替换成 k-团是传统计算复杂性规约证明中常见的 gadget. 本文通过在图上考虑这种 gadget 证明了 Glauber
dynamics (吉布斯采样算法)在硬核模型临界点前的快速收敛. 类似的结果此前已知的证明需要用到高等数学工具

且都很复杂. 本文给出了一个简单且初等的证明, 为硬核模型上 Glauber dynamics 的收敛现象提供了一种新的理

解方式.
目前, 我们的方法暂时无法推广至 Ising模型等其他吉布斯分布, 因为该证明使用了一个关键性质, 即硬核模

型进行 k-变换 (见定义 3)之后仍然是硬核模型. 对于 Ising模型, 这一性质并不成立. 如何推广当前的方法, 为一般

的吉布斯分布的高效采样的临界行为给出组合证明, 是一个未来值得探索的方向.
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 附录 A. Block dynamics 分析

在本附录中, 我们证明引理 9. 我们将在一般情形下证明以下引理.
0 < δ < 1 I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ)

66
δ
⩽ ℓ ⩽ n

引理 A1. 令   是一个常数. 令   是一个 n-顶点的硬核模型实例. 对于任何整数

, ℓ-block dynamics Pℓ的谱隙至少为:
 

1−λ2 (Pℓ) ⩾
(
ℓ

2n

) 67
δ

.

I ∈ F(δ) n ⩾ ∆ ⩾
12000
δ

ℓ =
⌊ n
32e
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ℓ ⩾

66
δ

(
2n
ℓ

)67/δ

⩽ 35067/δ µ

I µ Λ ⊂ V σΛ ∈ΩΛ
u,v ∈ V\Λ

引用引理 9 是引理 A1 的一个推论. 在引理 9 中, 实例    满足    且   . 可以验证

. 因此, 弛豫时间最多为  . 现在我们来证明引理 A1. 首先引入一些定义. 设   为硬核模型

实例   的吉布斯分布. 设 Ω 为   的支持. 固定任意的   和任意的 Λ 上的可行配置  . 对于任意不同的

, 定义 u对 v的 (两两)影响为: 

ΨσΛµ (u,v) ≜ PrX∼µ [Xv = 1 | Xu = 1,XΛ = σΛ]−PrX∼µ [Xv = 1 | Xu = 0,XΛ = σΛ] (A.1)

u ∈ V\Λ ΨσΛµ (u,u) = 0 ΨσΛµ ζ0, ζ1, . . . , ζn−2 ∈ [0,1]

0 ⩽ k ⩽ n−2
V

k

 σΛ ∈ΩΛ
λmax

(
ΨσΛµ

)
n− k−1

⩽ ζk µ (ζ0, ζ1, . . . , ζn−2)

对于任意的  , 令  . 矩阵   是文献 [6] 中的影响矩阵. 令   为一个实数

序列. 如果对于所有整数  , 对于所有属于   的子集 Λ, 对于在 Λ 上的任意可行配置  , 都有

, 那么分布   被称为   -谱独立 [6].

0 < δ < 1 I ∈ F(δ) µ

µ (ζ0, ζ1, . . . , ζn−2) 0 ⩽ i ⩽ n−2 ζi =min
{⌈

32
δ

⌉
1

n− i−1
,1

}定理 A1[8]. 令   为一个常数. 令   为一个有 n个顶点的硬核模型实例, 其吉布斯分布为  . 分布

 是   -谱独立的, 其中对于  ,  .

ζ0, ζ1, . . . , ζn−2 ∈ [0,1] {0,1}V

µ (ζ0, ζ1, . . . , ζn−2) µ

定理 A2[9]. 令 V为一个大小为 n的基底集合. 令   为一个实数序列. 对于任何在   上的

分布  , 只要该分布是   -谱独立的, 那么对于任何 1≤ℓ≤n, ℓ-block dynamics Pℓ在   上的谱隙至少为: 

1−λ2 (Pℓ) ⩾

∑n−1
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k=0
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,
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, Γ0 ≜ 1其中, 对于  ,  .
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证明: 设  . 固定整数ℓ, 使得  . 我们假设  , 否则, 如果不存在这样的ℓ, 引理显

然成立 .  通过一些计算 ,  可以验证对于任意   ,  总是有  

. 因此, 结合定理 A1和定理 A2, 有:
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其中, 我们利用了   这一事实, 并且标 ( )等式可以从方程   中获得.  □

 附录 B. 小度数实例的分析

在本节中, 我们证明引理 5.

I = (G = (V,E),λ) ∈ F(δ) µ ∆ ⩽
8
δ

1
2∆
⩽ λ ⩽ λc(∆) λ <

1
2∆ I

Λ ⊆ V σ ∈ {0,1}Λ v ∈ V\Λ

证明: 令   为一个硬核模型实例, 其吉布斯分布为  . 令   表示图 G的最大度数. 不

失一般性, 假设  . 如果  , 那么   满足 Dobrushin 条件, 根据命题 1, 引理成立. 如果对于任意

, 任意合法的  , 任意  , 都有: 

∀c ∈ΩσV\Λ, µσv (c) ⩾ b,
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那么我们说   满足 b-边缘有界. 注意到  , 由于硬核模型实例的自规约性, 可以取顶点 v两跳邻域上的最坏

情况, 从而说明   在   时是 b-边缘有界的. 令  . 不失一般性, 我们假设  . 否

则  . 在这种情况下, 我们使用命题 2, 在   上 Glauber动力学的谱间隙至少为:
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66
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考虑   上的ℓ-block dynamics, 其中  . 因为  ,  . 根据引理 A1,   上ℓ-block dynamics 的

谱隙至少为  . 这意味着 Gibbs分布   满足方差的均匀块分解 (uniform block factorization)[9], 其中常

数  . 结合文献 [9]中的引理和事实, 可以证明 Glaube dynamics的谱隙至少为:
 

b4

18log(1/b)CUBn
=

1
C′′0 (δ)n

,其中C′′0 =
(

1
δ

)O(1/δ)

.

这样就证明了引理 5.  □
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