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摘　要: SAT 求解的 CDCL 算法被广泛应用于软硬件验证领域, 重启策略是其中的核心组件之一. 目前, 主流的

CDCL求解器采用了“热重启”技术, 保留了变元序、赋值倾向、学习子句等主要搜索信息, 且重启频率极高. 热重

启技术会使 CDCL重启之后更倾向于搜索重启前的搜索空间, 有可能会长期陷于一个不利的局部区域, 缺乏探索

性. 首先对现有的 CDCL算法进行测试, 证实了在不同的初始搜索设置下, 主流 CDCL求解器的求解时间有巨大的

扰动. 为了利用上述观察, 提出一种遗忘搜索信息的“冷重启”技术, 即阶段性的遗忘变元序、赋值倾向、学习子句,
实验证明了该技术可以有效地提高主流 CDCL算法的性能. 同时, 也进一步拓展了其并行版本, 每个线程探索不同

的区域, 提高了并行算法的性能. 此外, 冷重启技术主要改进了串并行求解器可满足实例的求解能力, 为设计可满

足导向的 SAT求解器提供了新的改进思路. 通过引入并行冷重启技术, PaKis求解器可满足性实例的 PAR2打分

平均改进 41.81%. 基于相关技术设计的并行 SAT求解器 ParKissat-RS以领先亚军 24%的大幅领先优势取得国内

首个国际 SAT竞赛并行组冠军.
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Abstract:  The  CDCL  algorithm  for  SAT  solving  is  widely  applied  in  the  field  of  hardware  and  software  verification,  with  restart  being
one  of  its  core  components.  Currently,  mainstream  CDCL  solvers  often  employ  the  “warm  restart”  technique,  which  retains  key  search
information  such  as  variable  order,  assignment  preferences,  and  learnt  clauses,  and  has  a  very  high  restart  frequency.  The  warm  restart
technique  tends  to  make  CDCL  solvers  more  inclined  to  visit  the  search  space  that  is  explored  before  restarts,  which  may  lead  to  being
trapped  in  an  unfavorable  local  search  space  for  a  long  time,  lacking  exploration  of  other  regions.  This  study  first  tests  the  existing  CDCL
algorithms  and  confirms  that  under  different  initial  search  settings,  the  runtime  for  mainstream  CDCL  solvers  exhibits  significant
fluctuations.  To  leverage  this  observation,  the  proposed  “cold  restart”  technique  forgets  search  information,  specifically  by  periodically
forgetting  variable  order,  assignment  preferences,  and  learnt  clauses.  Experimental  results  demonstrate  that  this  technique  can  effectively
improve  mainstream  CDCL  algorithms.  In  addition,  this  study  further  extends  its  parallel  version,  where  each  thread  explores  different
search  spaces,  enhancing  the  performance  of  the  parallel  algorithm.  Moreover,  the  cold  restart  technique  primarily  improves  the
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performance  of  sequential  and  parallel  solvers  on  satisfiable  instances,  providing  new  insights  for  designing  satisfiable-oriented  solvers.
Specifically,  the  proposed  parallel  cold  restart  technique  improves  the  PAR2  score  of  PaKis  on  satisfiable  instances  by  41.81%  on  average.
The  parallel  SAT  solver  named  ParKissat-RS,  which  integrates  the  proposed  ideas,  wins  the  parallel  track  of  the  SAT  competition  with  a
significant margin of 24% over the runner-up.
Key words:  satisfiability problem (SAT); cold restart; information forgetting

命题逻辑可满足性问题 (satisfiability problem, SAT) 是判断给定的命题逻辑公式可满足性的判定问题. 作为

第 1个被证明的 NP-完全问题, SAT是计算机科学和数理逻辑的基础问题, 其重要性也被包括 Knuth在内的多位

图灵奖得主高度评价 [1]. 冲突驱动的子句学习技术 (conflict-driven clause learning, CDCL)是目前求解 SAT问题的

最主要方法, 它是一种深度优先的系统搜索算法, 并因拓展了非时序回溯和子句学习两种剪枝技术而得名 [2].
CDCL在大量的学术 [3]和工业问题中得到应用, 如电子设计自动化领域 [4]、软硬件测试 [5,6]、模型检查 [7]、密码分

析 [8]、智能调度 [9]等.
CDCL 维护了一棵二叉搜索树, 树上每一个节点会引出最多两个边, 代表对某一个布尔变元赋值为“真”或者

“假”, 树上从根节点出发的任一路径代表着一组变元赋值, 一般当前访问的分支所代表的部分赋值会被存放于一

个栈中 [1]. 伴随着重启 [10−13]、赋值启发式 [14,15]、子句管理 [16]、化简 [17]、混合求解 [18]等技术的不断进步, CDCL求

解器的性能相比早期版本, 得到了大幅改进 [19].
重启策略是 CDCL的核心组件之一, 对于 SAT求解器的高效性贡献巨大. 1997年, Gomes等人 [20,21]发现一些

系统性的回溯算法, 在求解一些随机可满足实例时, 对搜索顺序引入一定的随机性, 会使求解时间发生巨大的扰

动, 呈现出一种有趣的重尾分布现象. 因此, 重启技术被引入于系统搜索算法来防止求解器长时间陷入一个没有解

的搜索空间 [22]. 后来, 重启技术也被证明可以用来提升不可满足实例的求解能力, 相关的解释有两种: 一方面, 重
启可以被用来压缩赋值栈的大小, 以改进决策变元的顺序 [23]; 另一方面, 有证据表明重启可以帮助求解器得到质

量更高的学习子句 [24].
目前 CDCL的重启策略聚焦于判断何时中断当前的搜索, 然后清空当前赋值后重新搜索 [10]. 为此, 学者们提

出了大量的重启技术. 其中一个比较著名的重启策略叫作 Luby重启, 它会根据一组固定间隔序列进行重启, 属于

静态重启算法 [13]. 此外, Luby重启策略在一类特殊的 Las Vegas随机算法上, 已经被证明是最优的重启策略 [25]. 另
一方面, 动态重启算法则会利用求解过程中的信息来判断重启时机. 例如, Glucose-style重启策略统计了最近学习

子句的平均文字块距离 (literal block distance, LBD), 当其明显差于全局的平均 LBD值时, 则选择重启 [11]. Biere等
人 [10]也基于该算法提出了一套基于指数加权平均 (EMA)的重启策略. 目前主流的 CDCL求解器通常实现了多种

重启策略, 并定期切换 [16,26]. 在主流的重启策略下, CDCL求解器的重启颇为频繁——求解器有时会每秒重启数百次.
主流的重启技术可以被视作“热重启”, 因为它们只会在重启时撤销变元的赋值, 并保留搜索过程中的全部信

息. 其中主要包含: 分支启发式中变元的打分 (变元序)、相位启发式中变元的期望赋值 (赋值倾向)和用于局部剪

枝的学习子句 (学习子句)这 3类重要的搜索信息.
一方面, 热重启的使用减少了之前计算开销的浪费, 但另一方面也会让 CDCL在重启后快速回到重启前的搜

索区域, 有可能会使搜索陷入一个不利的搜索方向, 缺乏对于其他搜索空间的探索性. 因此, 本文对如何合理地遗

忘搜索信息来增加算法的探索性, 以进一步提升 CDCL串并行算法的性能展开了讨论, 并给出了一系列有趣的结果.
首先, 本文通过实验表明, 虽然目前主流的 CDCL算法执行了大量的重启, 但是在不同的搜索顺序下, 求解同

一实例的时间变化巨大. 该现象的存在提示我们要对当前的“热重启”技术进行补充, 合理地利用不同搜索顺序下

运行时间的差异性, 通过更加彻底的重启, 来增加算法的探索性, 以提升算法的整体求解能力.
因此, 本文对于“重启时是否需要遗忘掉一些搜索信息?”这一未探索的关键问题开展讨论, 提出“冷重启”的概

念, 并研究 3种不同的冷重启技术及其变种版本. 其中, “冷重启”指的是在重启之后会遗忘掉搜索信息的重启策略.
第 1种冷重启策略会在重启后重置变元的打分为随机值, 被称为遗忘变元序 (记为 FO (forgetting order)); 第 2种
冷重启策略会在重启后重置变元的相位为随机相位, 被称为遗忘赋值倾向 (记为 FP (forgetting phase)); 第 3种冷

重启会在重启之后遗忘所有子句数据库中学习子句, 被称为遗忘子句 (记为 FC (forgetting clause)).
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本文在 3 个代表性的 CDCL 求解器上实现了本文的冷重启技术. 3 个求解器分别为 CaDiCaL-watch-sat[27]、
MapleLCMDistChronoBT-DL[28]和 kissat-MAB[29]. 实验结果表明, 结合冷重启和热重启可以帮助改进 CDCL求解

器, 甚至有时可以获得显著的提高. FO和 FP策略可以帮助同时改进 CDCL求解器的可满足性求解能力和不可满

足性求解能力, 可使基础求解器分别整体多求解出 6.5和 5.3个实例. FC策略主要可以改进 CDCL求解器的可满

足性求解能力, 但会使不可满足性求解能力显著下降. 考虑了多种冷重启的复合策略在可满足实例上, 可平均多求

解 7.3个实例, 且最优策略几乎均为 FO+FC. 通过对于遗忘子句 LBD加以约束, 只遗忘 LBD大于给定阈值的学习

子句, 我们发现, 当求解目标为提高可满足性实例的求解能力时, 我们应该将该阈值设置得尽可能小. 通过对 3种
技术的组合测试, 本文发现 FO有最优的综合提高能力.

进一步, 本文在具有最优性能的串行冷重启技术 FO上, 实现了其并行版本, 并集成于两个代表性的并行求解

器 (P-mcomsps[30]和 PaKis[31])中, 实验表明并行 FO技术可以帮助提高并行 CDCL求解器的性能. 并行 FO可以更

好地利用 CDCL在不同搜索顺序下的运行时间差异. 为了更深入探索并行冷重启技术的提升潜力, 本文基于 kissat-
MAB求解器和并行 FO技术, 形成的并行求解器即可拥有令人吃惊的可满足性求解能力和加速比, 如 PaKis求解

器可满足性实例的 PAR2打分平均改进了 41.81%. 此外, 基于串行 FC冷重启相关的分析, 本文设计了一种简单的

子句共享机制, 只在线程间共享 LBD≤2 的学习子句, 从而形成了一个可以在可满足性求解能力上超过主流求解

器的算法. 本文提出的并行冷重启方法, 相比于主流的多样性并行方法, 有更好的拓展性. 在 64 线程的环境以内,
该方法的加速比效率持续提升.

本文围绕 CDCL算法的冷重启技术提出了如下 3个研究问题 (RQ).
RQ1: 对主流的热重启 CDCL 求解器的启发式进行扰动, 其运行时间是否存在剧烈的扰动?
RQ2: 重启之后的搜索信息是否应该被保留?
RQ3: 是否可以借助冷重启的互补优势, 设计一套高效的并行求解器?
本文第 1节介绍相关基础知识. 第 2节对现存基于热重启的 CDCL算法的重尾现象进行实证研究. 第 3节基

于上述实验结论, 提出 3种不同类型的冷重启技术, 并研究多种冷重启技术的混合冷重启技术以及特性. 第 4节进

一步提出并行冷重启技术并研究相关的信息交互机制. 最后总结全文.

 1   基础知识

本节给出了可满足性问题的基础知识.

 1.1   可满足性问题与 CDCL 框架

V = {V1,V2, . . . ,Vn} ⊤ ⊥ v

v ¬v

给定一组由布尔变元组成的集合  , 其中每一个变元只能被赋值为真 ( )或者假 ( ). 变元 

的正文字由变元本身表示  , 负文字则由其否定表示  . 子句 (clause) 为文字的析取组成. 合取范式 (conjunctive
norm form, CNF)由子句的合取组成. 可满足性问题 (SAT)为判断给定的命题逻辑公式可满足性的判定问题. SAT
求解器是求解 SAT问题的工具, 一般输入为 CNF公式.

目前主流的 SAT求解器均基于 CDCL框架 [2]. CDCL会迭代地执行布尔约束传播 (BCP)推理, 并根据推理过

程中的冲突归结出新的学习子句用于剪枝和回退. 若冲突出现在原始子句则返回不可满足. 若 BCP无法推出矛盾

则会进入分支组件, 选择一个未赋值变元并赋值, 然后再重复 BCP. 若推理无矛盾且所有变元均已赋值则返回可

满足. CDCL是一个回溯算法, 学习子句可以用于剪枝搜索空间, 变元选择顺序和赋值倾向则影响算法的分支搜索

顺序. 三者对于 CDCL算法的性能影响巨大 [1].

 1.2   可满足性问题求解技术

● 变元排序启发式. CDCL 的变元分支启发式会根据搜索历史信息, 优先选择近期最有可能产生冲突的未赋

值变元 [32]. SAT求解器为每一个变元维护一个分数, 并采用堆或者优先队列进行排序 [26]. 变元的打分依据主要为

变元参与到冲突的频率和时间. 例如经典的 VSIDS启发式 [15,33]会优先选择经常参与最近高质量学习子句中的变

元, LRB启发式 [14]会优先选择赋值期间参与冲突分析比率 (学习率)比较高的变元, VMTF启发式 [34]会贪心地选

择参与最近一次冲突的变元.
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● 变元赋值倾向启发式. CDCL的赋值倾向被称为一个变元的相位 (phase). 最常用的技术为相位存储 (phase
saving)技术 [35], 即将变元赋值为最近一次的赋值, 若该变元从未赋值, 则赋值为默认值. 近期的 SAT求解器进一

步集成了相位重置 (rephase)技术 [18,26], 会定期将变元的相位重置为较深搜索分支下的部分赋值 (靶相位)[36], 局部

搜索的高一致性赋值 [18]等.
● 学习子句管理技术. CDCL的学习子句会帮助剪枝搜索空间, 但是过多的子句会给推理查询带来负担. 目前

主流的 SAT 求解器会定期地删除掉一部分质量差的学习子句. 代表性的技术有 Oh 等人 [16]提出的 3 层子句管理

技术. 该技术根据子句的 LBD将学习子句分为 3组, 第 1组高质量子句不会被清除, 第 3组质量差的学习子句会

被定期减半, 中间一组的学习子句会根据使用频率决定是否需要移动到其他两组.
● 重启技术. 最顶级的 CDCL求解器实现了多种重启技术, 并会在求解过程中定期在高频重启和低频重启之

间切换, 但是即便是低频重启, 频率有时也可以达到每秒钟数百次. 重启时, 为了保证算法的完备性, 求解器只会清

空变元赋值, 并保留所有学习子句, 变元序和赋值倾向. 为了提高重启的效率, 一些重启后赋同样值的变元不会清

空赋值. 以上所有的技术均会使得重启前后的搜索空间高度相似, 不利于空间的探索. 本文称主流的重启技术为

“热重启”, 代表技术有 Luby重启 [13], Glucose-style重启 [11]及其 EMA的改进版本 [10].
● 并行求解技术. 顶尖的并行 SAT 求解算法可以分为分治法和多样性算法. 分治法的代表技术为 cube-and-

conquer技术 [37], 它会使用前瞻求解器把原始问题拆分为众多子问题并在不同的线程上分别求解这些子问题. 应用

该技术取得了多个数学问题上的突破 [38,39], 但是该技术存在严重的负载不均衡问题, 且在国际 SAT比赛上的表现

显著弱于基于多样性的方法. 另一方面, 基于多样性的方法 [23,30,31,40]会在不同线程上采用不同的求解器或者参数,
共同求解同一个问题. 该方法利用了不同技术间的互补性, 并在线程间共享部分高质量的学习子句. 历年 SAT比

赛并行组的冠军多为基于该技术研制的求解器. 但是, 多样性方法的求解能力受最优参数限制, 且由于优质参数数

量有限且需要提前对参数间互补性进行调研, 故其大规模拓展能力受限.

 1.3   实验环境设置

本文所有的实验均在一台高性能的服务器上运行, 该服务器包含 2块 AMD EPYC 7763中央处理器, 主频为

2.45 GHz, 总计 128个实际物理核心. 机器的内存为 1 TB, 操作系统为 Ubuntu 20.04 LTS (64 bit).
实验数据集合为 2020年与 2021年国际 SAT竞赛的标准测试实例集合, 分别简称为 SC20和 SC21. 每组数据

集包含 400个来自工业和学术背景的实际问题. 求解器的运行设置与国际 SAT比赛保持一致, 即每个串行求解器

或并行求解器的线程独占一个 CPU物理核心, 每一个实例的运行截止时间为 5 000 s.
对于每一个求解器, 本文汇报其在某一实例集合下的可满足实例求解数目 (#SAT), 不可满足实例求解数目

(#UNS)和全部求解数目 (#ALL = #SAT + #UNS). 求解器的打分采用平均 PAR2打分机制, 即求解器求解所有实

例的平均求解时间, 其中超时实例的求解时间算作截止时间的 2 倍. 在同一组实例集合下, 平均 PAR2 打分越小,
求解器性能越好. 由于官方没有提供具体可满足实例和不可满足实例, 本文汇总了本文以及 SAT比赛上所有求解

器的求解结果, 形成了对应的子实例集合, 用于分别计算可满足和不可满足实例的 PAR2打分.
Tt T1/Tt

t

给定一个测试实例, 若一个并行求解器使用 t线程求解的运行时间为  , 其加速比为  . 本文在统计一组

实例上的平均加速比时, 只考虑了单线程和   线程均可以求解的实例, 并去除了两者可以在 1 s内求解的实例, 这
种过于简单的实例会由于操作系统调度开销导致加速比统计出现特别明显的误差. 另外, 为了考虑未求解实例, 本
文也汇报了不同线程下求解器的 PAR2, 作为性能改进的参考.

本文的代码和所有实验结果开源于 GitHub仓库 (https://github.com/shaowei-cai-group/cold-restart).
本文选取了 3个系列的代表求解器作为基准串行求解器.
● MapleLCMDistChronoBT-DL V3.0 (简记为Maple-DL)[28]: 该求解器是Maple系列求解器的一个改进版本,

该系列求解器由不同团队开发. 自从首个以Maple冠名的求解器MapleCOMSPS提出以来, 该系列求解器在国际

SAT竞赛中取得冠军 4次. Maple-DL为该系列在 SAT比赛中夺冠的最新版本.
● CaDiCaL-watch-sat (简记为 CaDiCaLWS)[27]: 该求解器基于 CaDiCaL系列求解器开发, 拥有更好的性能. 获

得了 2021年和 2022年 SAT比赛 CaDiCaL Hack的冠军.
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● kissat-MAB[29]: 最近几年的 SAT比赛冠军多基于 kissat求解器 [26]进行开发, 本文选择的求解器为 2021年
SAT比赛的冠军求解器, 基于该技术的求解器在后面几年的竞赛中也被证明有高效的性能及稳定性.

本文选取了两个具有代表性的并行求解器作为基准并行求解器. 由于本文提及的技术被集成于 2022年之后的

所有 SAT比赛的冠军求解器之中, 因此, 本文没有选择 ParKissat-RS系列求解器 [41]或其改进版本作为基准求解器.
● PaKis[31]: 该求解器是第 1个基于 kissat研制的并行求解器. 它基于多样性技术研制, 其目标是探索具有最优

可满足实例求解能力的互补参数.
● P-mcomsps[30]: PaInleSS系列并行求解器曾经取得国际 SAT比赛并行组的 4次冠军, 代表了目前综合性能

顶级的并行 SAT求解器. 本文选取的 SAT求解器为 2021年夺冠的版本. 该求解器也是基于多样性并行技术.

 2   热重启 CDCL 求解器运行时间的差异性

早期学者对 SAT等组合优化问题开展研究时, 发现基于 DPLL框架 (CDCL的前身)的回溯搜索算法存在一

种很有意思的现象: 求解器的性能会随着部分启发式的轻微扰动, 求解时间发生巨大的变化, 并发现运行时间的分

布满足重尾分布. 为了解决该问题, 2000年左右, Gomes等人 [20−22]提出对 DPLL求解器定期完全重启, 并在分支顺

序上引入一定的扰动, 来消除该现象并提高求解器的运行效率.
随后, 为了不浪费之前的搜索过程, 学者们提出了各式各样的重启算法, 并默认保留所有的搜索信息. 其中主

要保存的信息有变元序, 赋值倾向和学习子句. 我们称这类重启技术为“热重启”. 例如 2003年研制的著名 CDCL
求解器MiniSat会在重启后保留上述信息 [15].

随着热重启技术普及, CDCL求解器的重启频率日益提高, 并衍生了很多加速重启的技术. 相关技术虽然提高

了 CDCL求解器的求解性能, 但是代价是会使得求解器对启发式特别敏感, 例如对变元排序和赋值倾向等启发式.
由于其变元搜索顺序和赋值倾向均无变化, 故集成了热重启技术的 CDCL 求解器在重启之后更倾向于进入重启

前的搜索空间.
因此, 本节将深入探索以下问题.
RQ1: 对主流的热重启 CDCL求解器的启发式进行扰动, 其运行时间是否存在剧烈的扰动?
如果 RQ1成立, 则可以借助该现象, 引入彻底重启技术, 通过增加探索性, 来改进求解器的性能.

 2.1   不同初始搜索顺序下的运行时间差异

Tbaseline

变元搜索顺序是 CDCL的核心启发式之一. 为了研究变元序对于运行时间的影响, 本文选择了 kissat-MAB[29]

作为研究对象. 默认情况下, kissat-MAB会按照内部变元标号顺序作为初始变元搜索顺序. 另外, 本文从 SC20标
准测试实例集合中, 选择出 kissat-MAB可以在 5 000 s (同 SAT比赛标准一致)内求解的实例, 作为测试数据集. 其
中, 本文称某实例在 kissat-MAB默认配置下的求解时间为  .

{o1,o2, . . . ,o100}
oi Tsample (oi) Tsample (oi)

oi Tbaseline/Tsample (oi)

对于选中的每一个实例, 我们均随机生成了 100组变元的随机序列  , 并作为 kissat-MAB的初始

变元顺序. 然后, 本文统计了在所有采样的变元序   下的运行时间, 记作  . 然后, 对于   非超时的

序列  , 本文计算了改变初始搜索顺序后, 运行时间的加速比  , 该指标可以用于衡量 kissat-MAB
运行时间的扰动情况. 该值大于 1表示有加速, 小于 1表示有性能衰退.

Tbaseline

图 1 给出了 kissat-MAB 在求解所选实例时, 100 个采样顺序的加速比. 图中每一列代表一个实例, 并按照

 的大小进行排列. 图上的点表示某实例对应的加速比. 为了增加图片的可读性, 图中省略了 10 min 以内可

以求解的简单实例的求解情况, 并将纵坐标的加速比数值以对数刻度呈现. 图 1(a)和 (b)分别展示了可满足实例

和不可满足实例的求解情况.
根据图 1的数据可以得到以下结论.
对于可满足性实例, CDCL求解器的运行时间对于初始变元序的变化十分敏感. 在随机采样的变元序的帮助

下, 33%的可满足实例的运行时间, 出现了 32倍以上的加速. 此外, 通过随机采样的变元初始序, kissat-MAB可以

求解 33个在默认变元序下无法求解的可满足实例.
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对于不可满足实例, CDCL求解器运行时间的差异性相对较小. 从图 1(b)可知, 通过扰动 kissat-MAB的初始

变元序, 不可满足实例的求解时间变化通常在   倍以内.
  

 

T
b

as
el

in
e

T
sa

m
p

le

T
b

as
el

in
e

T
sa

m
p

le

103

102

101

100

1

5

00

10−1

(a) 可满足实例 (b) 不可满足实例

32×

1×

0.125×

4×

1×

0.25×

0.2

图 1　不同初始变元搜索顺序下的运行时间扰动图
 

 2.2   不同初始赋值倾向下的运行时间差异

变元赋值倾向 (相位) 是另一个对 CDCL 的搜索顺序有巨大影响的启发式. 我们同样也研究了随机相位对于

求解器性能的影响. 实验按照与第 2.1节相似的方法和设置执行, 并将实验的结果进行了总结. 其中初始相位的结

果与图 1 中初始变元序的时间扰动图类似, 故不再过多赘述.
为了更加客观地呈现时间的变化情况, 表 1中分别给出了在随机初始变元序和初始相位采样下, 时间变化的

统计数据. 本文根据可满足性将实例进行了分类, 并统计了每一个实例在 100次采样下的求解情况. 对于每一个实

例, 我们统计了 100次采样中基求解器可以求解, 但是扰动后无法求解的采样比例, 并将实例集合上的均值汇报于

“失败”列. 类似地, 我们也统计了相较于基求解器来说, 加速比超过 2倍、4倍、10倍和 32倍采样的平均比例 (加
速比率列), 以及求解速度变慢 0.5倍和 0.254倍的平均比率 (衰退比率列).
 
 

表 1　随机初始采样实验结果总结 (%)
 

实验
实例集合
(实例数) 失败

加速比率 衰退比率

2× 4× 10× 32× 0.5× 0.25×

随机初始变元序实验

SAT (151) 3.58 25.72 12.37 4.72 1.14 25.21 15.03
UNSAT (121) 2.1 1.7 0.06 0.0 0.0 7.78 5.22
ALL (272) 2.92 15.03 6.89 2.62 0.63 17.46 10.67

随机初始相位实验

SAT (151) 3.71 25.29 13.23 3.87 1.03 21.95 10.91
UNSAT (121) 1.02 2.95 0.79 0.03 0.0 5.31 2.2
ALL (272) 2.51 15.35 7.7 2.17 0.57 14.54 7.03

 

此外, 最近顶尖的 CDCL求解器普遍采用了一种相位重置技术 (rephase)[18,36], 该技术会定期地更新变元的相

位, 并优先将相位更新为 CDCL 搜索的较深的赋值倾向, 或者更新为局部搜索中取得的一致性较高的完全赋值.
尽管相位重置技术会引入一定概率的随机性, 但是采用了该技术的 CDCL 求解器的运行时间仍然存在明显的运

行时间扰动.
相位重置技术中定期更改相位为高一致性赋值会大幅提高性能, 于是本文进一步测试是否高一致性的初始赋

值会使得 100次采样中出现求解性能更高的加速比. 我们尝试利用单元传播技术来构建高一致性的初始解, 该技

术类似于 Knuth[42]的“warm-up”的想法, 也类似于“ReasonLS”系列求解器 [18]中为局部搜索求解器赋值的技术. 本文

同样为每一个实例, 随机产生 100组高一致性赋值, 并统计了其求解的运行时间.
虽然该方法有更好的加速比稳定性, 但是, 该方法并不能产生比随机初始赋值更好的加速比. 该技术失败的原

因有可能是高一致性赋值使得搜索方向有更高的趋同性, 缺乏了探索性.

 2.3   热重启 CDCL 观察总结

本节对随机初始变元序和随机初始相位展开了细致的实验, 发现可满足实例上的运行时间扰动明显要高于不

可满足实例上的运行时间扰动. 对于每一个实例, 我们计算了这 100次运行时间的变异系数 (coefficient of variation,
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CV), 即一组数据的标准差与该组数据平均数的比值. CV值越高说明该组数据的离散程度越高. 我们进一步计算

了实例集合上所有数据 CV的均值.
对于不同的初始随机变元序的运行时间, 可满足实例集合上的平均 CV 值为 71.5%, 不可满足实例集合上的

平均 CV值为 27.2%. 对于不同的初始随机相位的运行时间, 可满足实例集合上的平均 CV值为 71.8%, 不可满足

实例集合上的平均 CV值为 36.8%.
于是, 我们可以得到如下的观察结论, 并回答了 RQ1.
观察 1. 目前主流 CDCL的性能 (运行时间)对于初始变元序和初始赋值倾向十分敏感, 尤其是对于可满足实例.
对于可满足问题, 分支启发式直接决定了算法搜索的大方向; 对于不可满足问题, 启发式影响了冲突归结产生

学习子句的顺序和质量, 影响了对搜索空间的剪枝效率. 热重启倾向于使用重启前的启发式信息, 使 CDCL 处于

一个不利于求解的上下文时, 难以跳出当前搜索空间去探索其他区域, 因此会出现求解时间的大幅扰动. 此外, 对
于可满足实例, SAT求解器会在遇到第 1个解时退出, 因此求解时间对搜索启发式更加敏感.

 3   串行冷重启技术

很多组合优化问题的算法, 引入一定的随机噪声都会使得求解时间发生明显的变化 [21,43]. 早期学者普遍采用

重启技术增加算法的探索性, 以提升算法求解速度. 然而, 顶尖的 CDCL 求解器通常使用了一种高频热重启的策

略, 保留了所有搜索信息. 即, 重启后保留用于剪枝的学习子句的同时, 保留基于冲突历史的变元排序打分 [44], 保
留变元回退前的赋值倾向 [35]. 因此, 当前的 CDCL求解器倾向于重启之后快速地回到之前的搜索区域.

通过第 2节的实验, 现存的 CDCL算法仍然存在运行时间严重的不稳定现象, 这极有可能是目前 CDCL普遍

采用热重启策略导致的. 为了减少求解器长时间卡在一个不利的搜索空间的概率, 本节提出了本文研究的核心问

题, 并给出了 4项研究观察.
RQ2: 重启之后的搜索信息是否应该被保留?
本文称主流 CDCL 普遍采用的重启策略为热重启, 并保留了 3 种主要的搜索信息: 变元的搜索顺序 (通过保

留变元打分)、变元赋值倾向 (通过保留变元相位)和学习子句. 对称地, 本文称在重启之后遗忘掉所有搜索信息的

重启策略为“完全冷重启”, 且遗忘掉部分搜索信息的重启策略为“部分冷重启”技术. 为了方便区别于主流 CDCL
中的技术, 上述两种策略都统称为“冷重启”技术.

本节, 我们首先研究了 3 种单独的基础冷重启策略 (表 2), 然后进一步研究三者的组合冷重启技术 (见第

3.4节).
 

表 2　遗忘变元序、遗忘赋值倾向和遗忘学习子句的冷重启结果汇总
 

数据集合 求解器 种类 #SAT PAR2 (SAT) #UNS PAR2 (UNS) #ALL PAR2 (ALL) p

SAT比赛2020年
数据集合 (400个实例)

Maple-DL

默认 107 5 043.39 113 3 095.50 220 5 078.55 －

+FO 113 (+6) 4 846.62 111 (−2) 3 175.93 224 (+4) 5 014.36 1E6
+FP 114 (+7) 4 731.01 111 (−2) 3 179.28 225 (+5) 4 960.39 8E5
+FC 114 (+7) 4 869.95 105 (−8) 3 620.68 219 (−1) 5 190.05 1E6

CaDiCaLWS

默认 123 4 247.01 120 2 853.88 243 4 608.88 －

+FO 126 (+6) 3 998.46 123 (+3) 2 704.77 249 (+6) 4 435.03 1E6
+FP 130 (+7) 3 891.82 122 (+2) 2 796.81 252 (+9) 4 418.14 3E5
+FC 125 (+2) 4 110.95 112 (−8) 3 298.22 237 (−5) 4 708.32 6E5

kissat-MAB

默认 151 2 510.49 121 2 557.91 272 3 670.18 －

+FO 159 (+8) 2 226.81 122 (+1) 2 515.19 281 (+9) 3 518.92 8E5
+FP 156 (+5) 2 363.07 122 (+1) 2 591.20 278 (+6) 3 614.02 1E6
+FC 158 (+7) 2 278.36 109 (−12) 3 421.98 267 (−5) 3 879.05 7E5

SAT比赛2021年
数据集合 (400个实例) Maple-DL

默认 115 3 458.14 143 3 076.04 258 4 163.22 －

+FO 120 (+5) 3 270.75 146 (+3) 3 067.84 266 (+8) 4 084.84 1E6
+FP 118 (+3) 3 279.54 144 (+1) 3 054.42 262 (+4) 4 082.84 1E6
+FC 115 3 520.02 132 (−11) 3 637.65 247 (−11) 4 449.51 1E6
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3种单独的冷重启策略如下.
● FO冷重启: 重启之后遗忘所有变元排序启发式中的变元打分.
● FP冷重启: 重启之后遗忘所有相位保留启发式的存储内容.
● FC冷重启: 重启之后遗忘所有子句管理数据库中的学习子句.
本文在实现的过程中, 并没有直接将热重启全部替换为冷重启. 预实验表明, 在如此高的重启频率下, 完全采

用冷重启技术会使得求解器的性能大幅衰退. 因此, 本文选择在保留主流求解器中高频热重启的前提下, 混合低频

冷重启技术以增加算法的探索性.
事实上, 冷热重启的结合技术与搜索算法中的一个热门话题在本质上有一定联系: 如何处理好算法利用

(exploitation)和探索 (exploration)两者间的均衡. 其中热重启与利用相关, 冷重启与探索相关.
本文旨在以最简单的形式将冷重启技术插入在热重启算法中, 因此我们在设计混合策略时, 主要考虑如何设

置一个合理的冷重启间隔.

r

n r ⩾ p×n

p

冷重启间隔设置: 本文选用了一种常见的线性递增间隔, 属于静态重启间隔的范畴. 令   表示算法自从上一次

冷重启到现在遇到的所有冲突次数,   为算法累计执行的冷重启次数. 则当   时, 算法就会执行一次冷重启.
其中   是唯一需要调节的参数.

本文选择冲突次数作为标准, 是因为 CDCL求解器普遍使用冲突作为一种运行时间刻度的单位, 且热重启也

同样采用该标准. 在统一标准下, 求解器执行冷重启的次数正相关于热重启的执行次数. 在本文的设置下, 一般求

解器执行冷重启的次数不会超过 10次, 例如 kissat-MAB+FO执行冷重启的次数最多为 3次; 相比之下, 热重启技

术执行次数一般为冷重启执行次数的 3–4个数量级.

p p 105

106 105

参数调节: 本文提及的技术只包含一个超参  . 对于每一组实例集合和求解器, 参数   的取值范围会从   –

 之间进行简单的人工调参, 且参数的调节精度为  , 即总计有 10种选择. 对于每一个求解器及一组实例集合,

每一种冷重启技术均会选择出一个最优的参数, 并汇报于表 2中的“p”列. 参数的调节目标是达到最优的综合性能,

且所有的参数均以科学计数法表示. 更精细的参数调整有潜力带来更好的实验结果, 例如提高一倍精度的情况下,

kissat-MAB+FC在 6.5E5及 7.5E5均可唯一求解出一个其他参数下无法求解的实例. 本文主要聚焦于规律的观察

总结, 因此未设置复杂的预测调参技术来进行优化.

 3.1   遗忘变元序的冷重启技术 (FO)

变元的分支打分启发式会为每一个变元分配一个浮点数分数或者时间戳, 每次遇到冲突时会对这两个值更

新. 每一次 FO 冷重启被执行时, 若启发式维护了浮点打分, 则 FO 会将每一个变元的打分重置为 [0, 1] 之间的随

机值, 然后将变元打分增加量设置为 1, 并更新维护变元排序的数据结构 (一般为堆); 若启发式维护了时间戳, 则

FO会重置时间戳, 产生一组随机赋值顺序并按照上述顺序重新加入数据结构 (一般为优先队列)[26]. 上述两种操作

既可以保证变元可以产生一组随机序列, 也可以使得随机扰动的影响被控制在一次冲突以内.
本文在 3个基础求解器上实现了 FO冷重启技术, 实验结果被汇总于表 2.

表 2    遗忘变元序、遗忘赋值倾向和遗忘学习子句的冷重启结果汇总 (续) 
数据集合 求解器 种类 #SAT PAR2 (SAT) #UNS PAR2 (UNS) #ALL PAR2 (ALL) p

SAT比赛2021年
数据集合 (400个实例)

CaDiCaLWS

默认 126 2 667.20 144 2 999.09 270 3 811.46 －

+FO 132 (+6) 2 483.37 144 2 994.74 276 (+6) 3 735.90 8E5
+FP 132 (+6) 2 501.37 143 (−1) 3 049.62 275 (+5) 3 768.62 3E5
+FC 130 (+4) 2 557.67 138 (−6) 3 251.08 268 (−2) 3 884.82 6E5

kissat-MAB

默认 142 1 654.57 147 2 714.55 289 3 274.09 －

+FO 143 (+1) 1 624.87 152 (+5) 2 555.97 295 (+6) 3 188.47 4E5
+FP 142 1 655.81 150 (+3) 2 634.91 292 (+3) 3 237.56 1E6
+FC 143 (+1) 1 677.60 137 (−10) 3 339.01 280 (−9) 3 573.68 7E5

张昕荻 等: CDCL算法的冷重启技术 1641



从结果中可以得知, 定期执行 FO 冷重启可以提升求解器的求解性能, 尤其是对于可满足实例. 具体地, 通过

引入 FO, 3个基求解器平均在 SC20和 SC21实例集合上, 求解数目分别平均提高 6.3和 6.7个实例. 对于可满足

实例, 上述数据分别为 5.7和 4.0个. 可满足实例的求解性能提升主要归功于不同初始搜索顺序下巨大的运行时间

扰动, 在求解时, 定期的切换搜索空间, 可以帮助求解器减少卡死在某不利的搜索空间的概率.
根据实验结果, 我们同样也发现 FO的引入也有助于改进不可满足实例的求解能力, 这对于 kissat-MAB求解

器尤为明显. 一个合理的解释为, CDCL的 UNSAT证明可以看作启发式寻找冲突归结路径的技术, 而冷重启可以

帮助 CDCL找到一个更优的冲突归结路径 [23].
观察 2. 遗忘变元序的冷重启技术可以帮助求解器同时提高可满足和不可满足实例的求解能力.

 3.2   遗忘赋值倾向的冷重启技术 (FP)

变元赋值倾向和选择顺序都主要作用于算法的搜索方向. 本节的 FP 技术主要作用于相位保存 [35]技术. 每次

FP重启被执行时, 本文均会将 CDCL变元的相位随机重置为 0或 1.
本文采用了与第 3.1节类似的实验设置, 实验结果也同样被汇报于表 2.
实验结果表明, FP冷重启技术可以帮助 CDCL提高综合求解能力. 借助 FP冷重启, Maple-DL、CaDiCaLWS

和 kissat-MAB平均在两组实例集合上, 各自平均多求解了 4.5、7.0和 4.5个实例. 同时, FP的实验结果与 FO的

实验结果整体上类似, 算法的综合性能改进主要归功于 FP在可满足实例上的提高.
观察 3. 遗忘赋值倾向的冷重启技术可以帮助求解器大幅提高可满足实例的求解能力, 小幅度提高不可满足

实例的求解能力.

 3.3   遗忘学习子句的冷重启技术 (FC)

与变元序和相位主要作用于搜索顺序上不同, 学习子句在 CDCL求解器中主要的作用为帮助剪枝, 过多的学

习子句会影响求解器的推理速度.
本文设计了一种简单的学习子句遗忘策略. 我们选中的 CDCL求解器均为学习子句维护了一个数据库, 并设

计了相关的管理算法. 每次执行 FC冷重启时, 求解器会清空学习子句数据库中所有的学习子句.
实验结果同样被汇报于表 2 中, 从中可以得知, FC 冷重启总是会使得不可满足实例的求解性能衰退. 但是,

FC冷重启技术有时可以帮助求解器提升可满足实例的求解性能. 事实上, FC可以帮助本文选择的所有 3个求解

器提高求解性能. 例如, 在 SC20实例集合上, FC冷重启可以帮助Maple-DL和 kissat-MAB分别多求解 7个实例.
这个结果让人十分吃惊. 主流的 CDCL求解器维护了一个子句管理组件, 并会定期地删除一部分质量较差的学习

子句, 来减少推理负担. 本文有关于 FC冷重启的实验表明, 定期删除全部子句数据库的学习子句对于可满足实例

有巨大的收益. 这从另一方面说明, 在设计一个可满足性问题导向的 CDCL 求解器时, 目前学习子句起到的作用

有待考虑, 且子句管理组件需要进一步的改进.
本文从两个方面对学习子句的作用进行了更深入的研究, 并尝试解释 FC对于可满足性实例有效的原因.

 3.3.1    FC冷重启中学习子句的 LBD阈值研究

为了更好地理解学习子句在 CDCL中的作用, 本节为 FC添加了一组补充实验, 以探究不同 LBD质量的学习

子句对于求解效率的影响.
ρ

> ρ

ρ

ρ = 0

对于 FC冷重启, 我们设置了一个遗忘学习子句的阈值  , 并在冷重启时选择性地遗忘掉学习子句数据库中所

有 LBD   的学习子句. 在 3层学习子句管理技术的工作中, Oh[16]认为 LBD > 5的学习子句在 CDCL求解过程中

被使用的概率和能起到的作用都极小. 因此, 我们沿用之前的经验, 分别将阈值   设置为 0, 1,…, 5, 并在冷重启时

将高质量的学习子句保留下来. 其中,   表示的是默认版本的 FC.
p

p = 7×105

本节选用 kissat-MAB[29]作为基求解器, 并选用 SC20与 SC21实例集进行评估. 冷重启的参数   始终保持与默

认的 FC版本一致, 即  . 实验结果被汇总于表 3.
根据实验结果, 可以得到如下的结论.
(1)遗忘更多的学习子句通常意味着更好的可满足实例求解能力和更差的不可满足实例的求解能力.
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⩽ 3(2)保留 LBD   的学习子句能帮助求解器取得最优的综合性能. 实际上, 很多主流的学习子句管理算法也会

将 LBD = 3作为学习子句分组的标准 [16].
 
 

表 3　遗忘变元序、遗忘赋值倾向和遗忘学习子句的冷重启结果汇总
 

实例集合 遗忘子句 #SAT PAR2 (SAT) #UNS PAR2 (UNS) #ALL PAR2 (ALL)

SAT比赛2020年标准
测试实例集合 (400个实例)

LBD > 0 158 2 278.36 109 3 421.98 267 3 879.05
LBD > 1 155 2 385.65 115 3 082.32 270 2 689.80
LBD > 2 153 2 428.49 120 2 622.74 273 2 513.30
LBD > 3 154 2 405.37 120 2 578.99 274 2 481.17
LBD > 4 153 2 447.50 122 2 494.85 275 2 668.17
LBD > 5 153 2 495.89 121 2 542.93 274 2 516.38

SAT比赛2021年标准
测试实例集合 (400个实例)

LBD > 0 143 1 677.60 137 3 339.01 280 3 573.68
LBD > 1 144 1 626.29 141 3 072.62 285 2 403.80
LBD > 2 142 1 708.98 142 2 924.58 284 2 362.45
LBD > 3 143 1 742.83 151 2 636.28 293 2 223.13
LBD > 4 140 1 748.33 149 2 669.04 289 2 243.28
LBD > 5 138 1 840.09 150 2 643.33 288 2 271.89

 

 3.3.2    学习子句的使用效率研究

为了回答我们的猜测, 我们对学习子句的使用情况进行了研究. CDCL算法中子句一般只有推理和参与冲突两

种用途. 单元子句一般会直接用于固定一个变元, 不会加入子句管理数据库, 因此, 本节选择 LBD介于 2–7的所有

学习子句, 并追踪它们参与推理和冲突的次数. 当一条子句在 BCP中参与推出了一个变元的赋值, 则它被认为参与

了一次推理; 当一条子句参与到一次冲突和新学习子句的产生, 则它被认为参与了一次冲突. 搜索过程中一条学习

子句的 LBD会经常发生变动, 为了方便数据统计, 一条学习子句的 LBD被算作是该子句产生时的 LBD数值.
本文统计了不同 LBD的学习子句参与冲突和推理的次数, 并根据 LBD = 2的数据进行标准化, 然后将数据汇

总于表 4. 由表中的数据可知, 算法中学习子句的使用效率在“LBD = 2”和“LBD = 3”之间发生了巨大的衰退, 其他

相邻列之间的衰退则明显较小.
 
 

表 4　不同 LBD学习子句使用次数的标准化数据
 

类型 LBD = 2 LBD = 3 LBD = 4 LBD = 5 LBD = 6 LBD = 7
参与冲突 1.0 0.264 1 0.188 7 0.138 1 0.100 4 0.067 0
参与推理 1.0 0.189 9 0.128 9 0.083 3 0.044 7 0.021 5

 

观察 4. 遗忘学习子句的冷重启技术总是会使得不可满足实例求解性能变差, 但通常会 (不全是)使得可满足

实例求解性能提高. 另一方面, 尽可能多地保留学习子句有利于不可满足的证明, 但不利于可满足实例的证明, 这
是由于低质量学习子句虽然可以用于剪枝搜索空间, 但其利用率较差.

 3.4   遗忘多种类型信息的冷重启技术

第 3.1–3.3节分别对 3种单独的冷重启技术进行了讨论, 本节则进一步对复合冷重启开展研究, 即在重启时遗

忘多种搜索信息的冷重启技术. 混合冷重启策略有如下的 4种复合形式.
● FO+FP: 重启时, 求解器会随机打乱变元序, 并随机重置相位.
● FO+FC: 重启时, 求解器会随机打乱变元序, 并清空学习子句数据库.
● FP+FC: 重启时, 求解器会随机重置相位, 并清空学习子句数据库.
● FO+FP+FC: 重启时, 求解器会随机打乱变元序, 随机重置相位, 并清空学习子句数据库.

∆SAT ∆UNS ∆ALL

表 5 汇报了复合冷重启的实验结果, 给出了每一个求解器的最优复合配置和对应的求解数目变化情况. 在
SC20 和 SC21 实例集合上, 对于每一个求解器, 本文分别在  、  和   这 3 列中报告了其在 SAT、UNS
和 ALL上最优的求解效果变化情况, 和对应的最优复合配置 (C列). 表格中仅汇报求解数量最多的一种策略, 若
有多种策略取得最优求解数目, 则汇报 PAR2最小的复合配置.
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表 5　复合策略冷重启技术的最优配置及参数
 

实例集合 求解器 CSAT ΔSAT p (SAT) CUNS ΔUNS p (UNS) CALL ΔALL p (ALL)

SAT比赛2020年标准
测试实例集合 (400个实例)

Maple-DL +FO+FC +8 1E6 +FO+FP −1 4E5 +FP +5 8E5
CaDiCaLWS +FO+FC +12 8E5 +FO +3 1E6 +FP +9 3E5
kissat-MAB +FO+FC +10 4E5 +FO +1 8E5 +FO +9 8E5

SAT比赛2021年标准
测试实例集合 (400个实例)

Maple-DL +FO +5 1E6 +FO +3 1E6 +FO +8 1E6
CaDiCaLWS +FO+FC +6 1E6 +FO+FP +1 1E6 +FO +6 8E5
kissat-MAB +FO+FC +3 4E5 +FO +5 4E5 +FO +6 4E5

 

实验结果表明, 复合冷重启策略可平均使得求解器多求解 7.3个可满足实例, 5个不可满足实例, 整体多求解

7.17个实例. 且根据 6组样本的统计信息, FO+FC最有希望提高可满足实例的求解效率 (5/6), FO最有希望提高不

可满足实例的求解效率 (4/6)和全部实例的求解效率 (4/6).
实验结果表明, 对于可满足和不可满足实例, 各自存在对应的最优配置, 总结如下.
观察 5. FO+FC复合冷重启策略有最优的可满足实例求解能力; 单独的 FO冷重启策略能达到最优的不可满

足实例求解和整体求解能力.

 3.5   细分实例求解性能分析

根据之前的实验结果, FO冷重启有最优的综合性能, 这使我们对其在细分实例集合上的表现产生了兴趣. 本
文将 SC20和 SC21上的实例按照来源做了详细的分类. 对于所有细分实例的实验结果可以于本文的 GitHub仓库

获得. 在此, 本文对实验数据进行了总结, 其中#k表示某组细分实例集中的实例个数.
(1) 冷重启更适用于“hypertree 分解” (#14), “滑动瓷砖拼图” (#13), 一些如“最小 super-permutation问题” (#13)

等旅行商问题和一些染色问题. FO可以帮助基求解器在这些家族中至少多求解出 2个实例.
(2) 另一方面, FO在“原像攻击密码学问题”(#11) 用例上表现较差, 会少求解 2 个实例.
(3) 对于一些类型的实例来说, FO的引入会使得基求解器产生一定的互补性, 例如 kissat-MAB 和 kissat-MAB

+FO在“电路乘法” (#13)这组实例都可以求解 8个实例, 但其中 4个有求解能力的互补性. 这也启示我们, 利用不

同冷重启变元顺序之间显著的互补性, 有潜力据此设计一个更进一步的算法. 实际上, 本文后续章节利用了该特

点, 研究了并行冷重启方法.

 4   并行冷重启技术

冷重启的引入有助于提升求解器的综合求解能力, 但是第 3.5 节中提到冷重启技术引入后, 求解器也会在某

些实例上产生互补性或者产生退化现象. 这是因为冷重启会增加求解器的探索性, 但并不能保证重启之后进入的

新搜索空间有更好的搜索性质. 例如, 冷重启可能会中断一些求解器时间占据较长的分支, 这些分支虽然难以找到

可行解, 但实际上该分支已经是所有分支中距离真正解比较近的一个分支.
由于探索新分支所带来的风险性, 串行冷重启技术无法消除运行时间的变化. 实验表明, kissat-MAB+FO 的

CV值与 kissat-MAB的 CV仅有 5.57%的差距. 此外, 重尾现象也是 CNF求解时间难以预测的重要因素, 该问题

已困扰 SAT领域数十年. 既然难以克服, 则可从另一角度考虑, 利用运行时差异来帮助更高效的求解.
除了混合冷热重启之外, 另外一种方法为, 利用不同参数下冷重启的互补优势来设计一个并行冷重启策略. 本

节选择综合性能最好的 FO冷重启技术作为研究案例, 介绍了并行冷重启技术, 并用于改进主流的求解器性能. 此
外, FC冷重启的并行版本本质上等同于子句共享, 本节也对相关技术展开了分析.

RQ3: 是否可以借助冷重启的互补优势, 设计一套高效的并行求解器?
本节主要探讨以上的研究问题, 并给出了一项观察结论.
按照搜索信息对于 CDCL的作用, 我们可以将第 3节的冷重启技术分为两类. 第 1类是可以为搜索引入多样

性的 FO和 FP冷重启技术, 另一类是负责搜索空间剪枝的 FC冷重启技术. 本节分别对两类技术展开了其并行版

本的讨论.
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首先, 第 4.1节从 FO、FP以及 FO+FP的并行拓展版本中, 我们选择 FO作为代表, 设计了并行 FO冷重启技

术展开讨论. 并行 FO冷重启技术的实现方法与串行 FO冷重启的技术实现类似, 区别在于, 并行 FO在不同线程

上使用了不同的随机种子. 该技术可以视为多样性并行求解器中的一种多样性引入策略.
并行 FO冷重启技术的实现: 对于 n线程的并行 SAT求解器, 每一个线程的随机种子依次设置为 0, 1,…, n–1,

并同时执行串行 FO技术. 若其中任一线程完成求解, 则并行算法立刻停止其他线程的求解并返回该求解结果.
借助类似的方法, 我们可以简单地实现并行 FP冷重启和并行 FO+FP复合冷重启技术. 本文选择单独展开对

FO技术讨论的原因有两个. 一方面 FO拥有最佳的串行冷重启综合性; 另一方面, 拓展实验表明, 通过 3种技术均

可以得到同样的实验结论, 且并行 FP和并行 FO+FP的实验效果没有并行 FO的实验提升明显.
然后, 从本质上讲, 将完全 FC 冷重启技术并行化, 类似于线程间不共享学习子句, 即无子句共享技术, 于是,

本文的第 4.2节根据串行的实验结果展开了并行子句共享的讨论.

 4.1   并行 FO 实验评估与加速比分析

本文在 PaKis[31]和 P-mcomsps[30]两个具有代表性的并行 SAT求解器上, 实现了并行 FO冷重启技术, 形成了

PaKis+FO(p)和 P-mcomsps+FO(p)两个包含并行 FO技术的并行求解器. 本文用尾缀 (p)表示该求解器为并行求

解器, 默认在 32线程下运行. 为了保证对比的公平性, 本文也将 PaKis的基础求解器由 kissat-sc20[26]替换为性能更

好的 kissat-MAB[29], 实验表明, 两个版本的性能相当.
表 6给出了相关的实验结果, 其中 PaKis+FO(p)和 P-mcomsps+FO(p)的冷重启参数分别设置为 6E5和 4E5.

实验结果表明, 并行 FO技术可以帮助并行算法提高综合求解能力, 并显著提升了可满足性实例的求解性能. 具体

地, 在可满足实例集合上, P-mcomsps+FO(p) 的 PAR2 相比 P-mcomsps(p) 的打分改进了 13.7%; PaKis+FO(p) 的
PAR2打分相较于 PaKis(p)的打分改进了 41.81%.
  

表 6　并行 FO冷重启策略在两个主流并行 SAT求解器上的实验结果
 

实例集合 求解器 #SAT PAR2 (SAT) #UNS PAR2 (UNS) #ALL PAR2 (ALL)

SAT比赛2020年标准
测试实例集合 (400个实例)

P-mcomsps(p) 158 2 169.01 140 843.34 298 2 872.74
P-mcomsps+FO(p) 160 (+2) 2 112.08 141 (+1) 813.09 301 (+3) 2 834.36

PaKis(p) 176 1 005.26 130 1 801.21 306 2 671.46
PaKis+FO(p) 181 (+5) 800.08 130 1 776.44 311 (+5) 2 564.32

SAT比赛2021年标准
测试实例集合 (400个实例)

P-mcomsps(p) 143 1 332.89 179 725.23 322 2 220.39
P-mcomsps+FO(p) 149 (+6) 1 002.65 178 (–1) 778.81 327 (+5) 2 113.21

PaKis(p) 155 472.05 164 1 705.67 319 2 331.96
PaKis+FO(p) 158 (+3) 173.68 166 (+2) 1 678.34 324 (+5) 2 249.03

 

t

加速比是衡量一个并行技术最常见的指标. 为了更好地测试 FO的性能, 排除其他原因的影响, 本文基于 kissat-
MAB和并行 FO技术实现了一个多样性并行求解器, 记作 kissat-MAB+FO(p). 本文计算了该求解器在 SC20实例

集合上, 不同核心数目 ( )下, 求解器可满足实例, 不可满足实例以及全部实例的求解数量, 以及对应的 PAR2打分

和平均加速比.
表 7 中给出了 kissat-MAB+FO(p) 的不同版本在 1–64 线程下的求解情况. 从表 7 中数据可知, 仅利用并行

FO技术带来的多样性, 即可获得一个不错的可满足实例求解能力, 相比之下, 不可满足实例的求解能力提升不明

显. 基于并行 FO 技术的求解器求解结果更加稳定. 本文选用了 SC21 实例集 (包含 400 个数据), 使用 32 线程的

kissat-MAB+FO(p), 以不同时间种子运行 5次, PAR2均值的最高最低分差距为 1.6%, 求解个数差距最多为 2.
从表 7中数据可知, 该技术的并行拓展性较强, 随着核心数量的增多, 实例求解数量和加速比不断提高, PAR2

打分不断降低. 仅依赖 FO(p)技术, 64线程版本相比单核心版本, 求解数量整体提升 13.2%, PAR2打分改进 27%,
平均加速比达到 16.0 倍; 若考虑简单子句共享技术 (第 4.2 节详细讨论), 64 线程版本相比单核心版本, 求解数量

整体提升 18.4%, PAR2打分改进 40.8%, 加速比达 24.8倍.
并行 FO 与其他多样性生成方法的对比讨论: 正如前文介绍, 并行冷重启技术可以在客观上被看作一种基于

多样性的并行方法. 前人的多样性生成方法主要是采用互补的不同求解器或者同一求解器的不同互补性参数配
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置 [23,30,31,40]. 与之前的多样性方法类似, 并行 FO技术也会通过在不同线程上沿不同的求解方向搜索, 据此产生具

有互补性的配置.
  

表 7　并行 FO冷重启的加速比分析
 

kissat-MAB+FO(p)版本 t #SAT PAR2 (SAT) #UNS PAR2 (UNS) #ALL PAR2 (ALL)
平均加速比

SAT UNS ALL

kissat-MAB+FO(p)

1 151 2 510 121 2 558 272 3 670 1.0 1.0 1.0
2 161 1 986 123 2 440 284 3 376 4.2 1.13 2.8
4 168 1 477 123 2 404 291 3 120 12.5 1.16 7.5
8 176 1 190 125 2 317 301 2 951 10.0 1.18 6.1
16 177 1 024 124 2 320 301 2 872 15.0 1.22 8.9
32 182 766 125 2 209 307 2 707 26.8 1.32 15.5
64 183 667 125 2 231 308 2 668 27.5 1.35 16.0

⩽
kissat-MAB+FO(p)+子句共享

(LBD   2)

1 151 2 510 121 2 558 272 3 670 1.0 1.0 1.0
2 162 1 958 126 2 159 288 3 259 3.5 1.3 2.5
4 167 1 618 127 1 984 294 3 032 7.5 1.9 5.0
8 171 1 329 129 1 723 300 2 797 9.4 2.9 6.5
16 178 924 133 1 436 311 2 498 17.0 4.6 11.5
32 180 770 131 1 493 311 2 445 22.1 6.6 15.4
64 184 583 133 1 354 317 2 304 29.0 9.4 20.5

⩽
kissat-MAB+FO(p)+子句共享

(LBD   3)

1 151 2 510 121 2 558 272 3 670 1.0 1.0 1.0
2 163 1 859 128 1 987 291 3 148 2.6 1.6 2.2
4 167 1 603 130 1 785 297 2 951 5.8 2.2 4.2
8 173 1 197 131 1 556 304 2 672 10.2 3.4 7.2
16 178 911 134 1 316 312 2 447 20.7 5.2 13.9
32 177 948 135 1 169 312 2 410 20.0 8.0 14.7
64 182 662 140 891 322 2 171 35.5 11.0 24.8

 

(1) 并行 FO多样性产生方法是一种轻量级, 易于实现, 且可以支持所有 CDCL算法的策略. 相比之下, 基于参

数的多样性策略需要人工选择不同的互补参数, 且不同求解器的参数种类和数量都不同.
(2) 并行 FO多样性策略的产生不会影响求解器的综合性能. 根据前人的观点, 随机扰乱测试实例会小幅扰动

求解器的性能, 但不会影响求解器的排名 [45]. 相比之下, 基于参数的方法, 有可能会使得部分求解器的性能变弱,
不利于求解.

(3) 并行 FO有良好的拓展性和动态适应性. 基于该方法可以很快地将一个串行 CDCL求解器拓展到任意核

心数目的并行求解器上. 当使用的核心数目场景发生变化时, 无需修改代码. 且基于本文方法的求解器, 加速比在

到达 64核心时, 仍然在持续增高, 有进一步增长的潜力. 相比之下, 面对不同线程数, 之前的方法需要人工选择参

数并调参, 甚至会面临参数数量不足以分配给所有线程的情形.

 4.2   并行 FO 的共享子句选择

⩽ ρ ⩽ ρ

目前, 基于多样性的并行 SAT求解器通常采用子句共享技术在线程之间交互学习子句, 用于剪枝高维度搜索

空间, 以减少不同的线程重复搜索同一空间的概率. 此外, 在多个线程之间“共享学习到的子句”的思想类似于当前

热重启之间“保留高质量的学习子句”的想法. 即清空所有子句的 FC技术的冷重启技术类似于不采用子句共享技

术; 保留质量在 LBD   学习子句的 FC冷重启技术类似于线程间共享一部分 LBD   的学习子句.
这引起了我们对研究“FC中学习子句的阈值规律是否也适用于并行子句共享”的兴趣.

⩽ 3

⩽ 2 ⩽ 3

根据表 3 的结果, LBD   的学习子句具有最高的综合性能收益. 本文在 PaInleSS 框架 [30]的帮助下, 分别在

kissat-MAB+FO(p)的基础上, 实现了线程间简单的子句共享技术, 分别仅简单共享 LBD   和 LBD   学习子句

的子句.
⩽ ρ子句共享技术的实现: 每一个线程均设置一个读入共享内存和一个输出共享内存. 每个线程会收集 LBD 

的学习子句, 存储于该线程的输出共享内存. 每隔 0.75 s, 每个线程的输出共享内存会将收集到的学习子句分发给
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其他线程的输入共享内存中, 并最多一次共享 1 500个文字. 每次线程内部重启的时候, 算法会将输入共享内存中

的学习子句读入内部学习子句数据库和相关数据结构中.
表 7汇总了不同核心下的求解性能和对应的加速比, 从中, 我们可以得到如下的实验结果.
(1) 学习子句在串行 FC冷重启技术中与在并行子句共享中发挥的作用类似.
(2) 子句共享可以进一步提高不可满足实例的求解性能, 但是对于可满足实例几乎没有影响, 甚至在某些实例

上会产生阻碍.

⩽ 2

(3) P-mcomsps求解器中实现了一种动态阈值的学习子句共享技术, 会根据文字共享数量对阈值进行动态更

新 [30]. 根据实验结果, 我们发现该版本与 LBD   的版本具有类似的性能, 并可以得到类似的结论.
整体来看, 基于并行 FO和简单的子句共享策略足以开发一个以可满足性实例求解导向的高性能并行求解器.

基于本节的观察结论, 可以得到如下的观察, 并回答了 RQ3.
观察 6. FO 冷重启技术有助于帮助并行 SAT 求解器更高效、便捷地产生互补配置, 这显著地提升了可满足

实例的求解性能, 但是对于不可满足实例的改进较弱. 子句共享技术的引入显著地提高了不可满足实例的求解性

能, 但对于可满足实例求解性能的改进有限.

 5   相关工作

Gomes 等人 [21,22]最早发现了组合优化回溯算法运行时间的重尾分布现象, 并引入了随机性和重启技术.
1998 年, 他们为基于 DPLL 的 SAT 求解器引入了一定的随机性平均打破机制, 并引入了线性增长间隔的重启策

略. CDCL求解器 Chaff[33]提出了著名的 VSIDS分治策略, 并为赋值决策过程添加了一定的瞬时随机性, 但是它会

在重启时维持当前的变元选择顺序. 与上述工作不同的是, 本文的冷重启策略会彻底将变元选择顺序洗牌.
自从 CDCL算法提出以来, 学者们对 GRASP[2]等求解器展开了研究, 发现在重启之后记录学习子句可以减少

一定的运行时间 [43]. 这种做法迅速地成为 CDCL 求解器的标准配置, 尽管后续衍生了多种学习子句管理启发式,
但是据我们所知, 没有一个串行 CDCL求解器会和本文的 FC冷重启一样, 即在重启的过程中遗忘所有学习子句

数据库中的学习子句.
除此之外, 大部分有关于重启的技术主要聚焦于何时进行重启 [10−13,15,16,44]. 但是所有相关技术均为热重启技

术. 与本文最为相关的技术为目前流行的相位重置技术, 其中会以一部分概率将相位重置为随机值, 类似于本文

的 FP冷重启技术. 然而, 本文系统地提出了 3种冷重启技术及相关复合冷重启技术, 详细针对该问题展开了讨论,
并探讨了相关的并行冷重启拓展.

目前主流的并行 CDCL求解器普遍利用不同的求解器或参数设计多样性引入技术 [23,30,31,40]. 本文提出的并行

FO 技术是一种更便捷高效的多样性引入技术. 事实上, 基于本文中相关技术研制的 SAT 并行求解器 ParKissat-
RS[41], 拓展了预处理器技术, 参加了 SAT比赛 2022年并行主赛道, 并以领先第 2名 24%的大幅优势取得了冠军.
同时, 其改进版本 PRS[46]蝉联了 2023年并行赛道的冠军.

 6   总　结

主流的 CDCL 求解器在重启时普遍保留了所有搜索信息的热重启技术, 这会使得重启之后更倾向于保持之

前的搜索方向. 本文通过实验探讨了该现象, 发现主流 CDCL 方法存在明显的运行时间的扰动. 本文提出定期执

行冷重启技术, 遗忘一部分搜索信息, 以通过增加算法的探索性来提高 CDCL 的求解效率. 本文冷重启的并行拓

展版本, 进一步利用互补性优势, 为并行 SAT求解器提出了一种简洁、高拓展性的多样性引入机制. 此外, 详细的

实验证明了方法的有效性.
未来, 我们将尝试利用更加先进的技术来设计一套动态冷重启交互机制, 面向具体的实例, 研究更智能的冷重

启间隔预测方法. 该工作为定制化 CDCL 的发展提出了一个有趣的发展构想. 同时, 本文的方法可以被视为一种

特殊的求解器, 它以可满足性求解能力为导向. 并且我们也准备对 CDCL 求解器内部的其他组件进行重新审视,
以进一步提升其专用性.
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