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摘　要: 并发与可扩展性是绝大多数复杂系统的关键性质. 作为并发建模的常用语言, Petri网被大量应用于众多领

域. Petri网的数学抽象, 即向量加法系统是计算机科学中的重要研究对象, 向量加法系统的可达性问题的算法与复

杂性刻画是过去 50 年理论计算机科学中最重要的问题之一. 对向量加法系统可达性问题的复杂性下界研究进行

系统而全面的总结与阐述, 主要内容包括: (1) 向量加法系统的定义、等价模型、向量加法系统的可达性问题; (2) 向

量加法系统可达性问题复杂性的研究进展; (3) 固定维度的可达性问题的下界证明方法及其之间的联系 ; (4) 当前的

研究瓶颈及有待解决的问题、未来的研究方向与挑战.
关键词: Petri 网; 向量加法系统; 可达性; 计算复杂性

中图法分类号: TP301

中文引用格式: 陈蔚骏, 傅育熙, 龙环. 向量加法系统可达性问题复杂性下界研究综述. 软件学报, 2026, 37(1): 1–33. http://www.jos.
org.cn/1000-9825/7441.htm
英文引用格式: Chen WJ, Fu YX, Long H. Survey on Complexity Lower Bound Research for Reachability Problem in Vector Addition
Systems. Ruan Jian Xue Bao/Journal of Software, 2026, 37(1): 1–33 (in Chinese). http://www.jos.org.cn/1000-9825/7441.htm

Survey on Complexity Lower Bound Research for Reachability Problem in Vector Addition
Systems

CHEN Wei-Jun1, FU Yu-Xi2, LONG Huan2

1(School of Software, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)
2(Department of Computer Science and Engineering, Shanghai Jiao Tong University, Shanghai 200240, China)

Abstract:  Concurrency  and  scalability  are  fundamental  properties  of  most  complex  systems.  As  a  widely  used  formalism  for  modeling
concurrency,  Petri  nets  have  been  applied  across  various  fields.  Their  mathematical  abstraction,  the  vector  addition  system  (VAS),  has
become  a  central  object  of  study  in  theoretical  computer  science.  The  reachability  problem  of  VAS,  along  with  its  algorithmic  and
complexity  characterizations,  has  been  regarded  as  one  of  the  most  fundamental  and  long-standing  challenges  in  the  field  over  the  last  50
years.  This  study  presents  a  comprehensive  survey  of  the  research  on  the  complexity  lower  bounds  of  the  VAS reachability  problem.  The
definitions  of  VAS,  their  equivalent  models,  and  the  core  verification  problem,  the  reachability  problem,  are  introduced.  Known
completeness  results  concerning  the  complexity  of  the  reachability  problem  are  reviewed.  For  the  fixed-dimension  case,  proof  frameworks
based  on  multiplication  triples  and  amplifiers  are  outlined,  and  the  state-of-the-art  achievements  as  well  as  core  proof  techniques  are
summarized. Finally, the current research bottlenecks, major open problems, and future challenges are discussed.
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20世纪中叶, 随着信息技术的进步, 通常的串行模型在为现实中各类复杂系统建模时常无法很好地满足可扩

展的需求. 为了解决此类问题, 1962年 Petri[1]提出了一种网络建模方法. 他放弃了全局的状态控制而是使用许多子
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模块配合局部操作来完成所有信息的传递和处理. 该方法指出了一条形式化研究异步系统的途径, 即如今为人所

熟知的 Petri网模型. Petri网是一种图形化数学工具, 原始 Petri网的描述非常简单: 一个带权重的有向二分图, 其
中的两类节点分别是库所 (place)和变迁 (transition), 库所和变迁之间的有向弧标示了有限个令牌 (token)迁移规

则. 任何时刻各库所的令牌数称为该时刻下 Petri网的标识 (marking). 遵循迁移规则的标识变化体现了对应 Petri
网上计算的运行过程. 这一简单的模型可以用于刻画和研究各种类型数据的信息处理系统. 由于其形式简洁且建

模能力强大, 除了作为描述和分析并发与分布式系统的工具以外 [2,3], Petri网理论还被广泛移植到生物、商务、化

学、过程建模、软件设计、人工智能等多个领域中 [4−10].
同样是出于研究并行程序与计算的目的, Karp等人 [11]于 1969年提出了向量加法系统 (vector addition system,

VAS)这一概念, 并随后被 Hopcroft与 Pansiot扩展成为带状态的向量加法系统 (vector addition system with states,
VASS)[12]. 尽管 Petri网和 VASS分别倾向于对实际问题的建模工作与对并行程序的形式化分析, 二者却是完全等

价的. 两者的转换也是直接的: 用 VASS中的向量来表示 Petri网中的库所集合, 用向量的加法来表示 Petri网上的

变迁. 这种等价性使得实践中与 Petri 网相关的诸多问题最终都可归约为 VASS 模型上的验证问题. 相对于 Petri
网的图形化描述而言, VASS模型在数学上更加简洁, 这在简化问题分析难度的同时也赋予了 VASS重要的理论

和应用价值. 为此本文将聚焦于讨论向量加法系统上的验证问题, 特别是其中可达性问题的下界.
对给定的模型, 形式化验证是要考察该模型是否满足某个或某些给定的性质. 一方面, 在形式化验证中, 常见

的验证问题包括: 系统的正确性、安全性和可靠性等. 另一方面, 前面提到, Petri网被广泛地应用在多个领域的建

模中. 从而对领域中具体对象上的具体问题就可以用 Petri网上的相应算法和结论. VASS是对 Petri网模型的进一

步数学抽象. VASS模型最主要的验证问题如下.
● 可达性问题 (reachability): 判定给定的初始格局和目标格局之间是否存在可达的路径.
● 有界性问题 (boundedness): 给定初始格局, 判定其可达的格局集合是否是有限的.
● 可覆盖性问题 (coverability): 给定初始格局和目标格局, 判定是否能够从初始格局迁移到某个比目标格局大

的格局.
以上 3个验证问题本身蕴含了很多具体、现实的算法问题. 比如通信系统的安全性可以归约到回答从初始格

局出发能否到达某个“不安全”格局, 即可达性问题; 再比如计算系统的正确性, 可以归约到该系统能否达到或超越

某些目标值, 其本质就是可覆盖性问题.
针对上述问题的算法复杂性研究主要涵盖如下两方面内容: 其一是上界研究, 即找到尽可能快的验证算法; 其

二是下界研究, 即讨论该问题至少需要多少时间资源. 可达性、有界性和可覆盖性这 3个问题间亦存在深刻的内

在联系. 事实上, 有界性问题和可覆盖性问题都可以被有效归约到可达性问题. 换言之, 从计算复杂性的角度, 可达

性问题是相关验证问题中最困难、最有挑战性的. 就研究历史而言, 早在 20世纪 70年代, 有界性问题与可覆盖性

问题就被证明是 EXPSPACE-完备的 [13], 但关于可达性问题的复杂性刻画却一度停滞了 40余年, 直到在 2021年
IEEE Symposium on Foundations of Computer Science (FOCS)会议上, 来自华沙大学的 Czerwiński[14]和波尔多大学

的 Leroux[15]两个研究团队才各自独立证明了一般 VASS模型的可达性问题是 Ackermann-完备的. 即便如此, 人
们对固定维度下的 VASS以及关于维度的参数复杂性依然缺乏清晰的认识. 需要强调的是, 由于现实建模使用的

VASS其维度往往是由具体应用所决定的, 是一个固定参数, 因此固定维加法向量模型在应用上有重要价值, 其精

确的下界研究是相关形式化建模的理论基础. 相应地, 固定维加法向量模型可达性问题的下界研究也是近年理论

计算机科学领域最活跃、最受关注的问题之一. 在国内, 上海交通大学的张文博等人 [16]和杨启哲 [17]曾做过此方面

的调研, 但受当时领域内对该问题认识的限制, 在内容上前者主要围绕上界问题展开, 缺乏对下界的讨论, 后者虽

有对下界的基本讨论, 但未包含最新的、在固定维模型上的突破性研究.
历年来, 相关研究者们发展并建立了许多精妙的证明技术和归约技巧, 积累了丰富的研究成果. 但这些研究工

作往往比较分散, 缺乏对相关研究技术和思路的系统梳理和总结. 鉴于此, 本文对 VASS可达性问题复杂性下界的

关键证明技术进行一个全面的总结, 以期对后续研究有所启发. 特别地, 我们详细分析了若干核心技术之间的内在

逻辑, 据此将近 50年的研究成果联为一体, 并进一步揭示了这些技术的本质优势和局限. 本文旨在从更高的角度
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去理解和分析相关研究, 在此基础上我们也指出了下界研究工作下一步最可能的突破方向.
本文第 1节形式化定义向量加法系统、可达性问题及一些重要的等价模型. 第 2节总结低维 VASS可达性问

题的完备性结论和核心研究技术. 第 3 节陈述 d-VASS 可达性问题关于维度的参数复杂性下界和相关技术. 第 4
节总结近年来固定维 VASS可达性问题的研究进展. 第 5节对未来研究方向进行展望和总结.

 1   预备知识

本节给出加法向量系统及可达性问题的形式化定义, 定义向量加法系统的等价模型 (即计数器程序), 并介绍

与本文相关的复杂性类. 注意, 本文涵盖大量数学证明, 故后续章节中使用了较多的数学符号, 其各自的含义在相

关上下文中均有对应解释. 同时, 为了进一步帮助读者了解本文乃至 VASS研究领域的符号使用惯例, 我们也在附

录 A中给出主要符号对照表, 供读者参考.

 1.1   向量加法系统

N, Z Nω := N∪{ω} ω u, v
d ∈ N u ∈ Nd d [d] := {1,2, . . . ,d} [d]0 := [d]∪

{0} u i i ∈ [d] u(i) ∥u∥ =maxi∈[d] |u(i)| 0d

d 0

本文用   分别表示自然数集与整数集, 定义  , 其中,   是最小的极限序数.   通常用于表示

向量,   通常用于表示向量维度, 例如,   表示一个   维的自然数向量. 定义  , 
. 向量   的第   个元素 ( )表示为  , 其无穷范数定义为  . 用   表示全零向量, 常将下标

 略去而直接写作  .
V = (d,A) d A ⊆ Zd

V Nd u, v a ∈ A

u+ a = v u a v u
a→V v, u

a→ v u0
a1→

u1
a2→ . . . an→ un u0

π→ un π = a1 . . . an ∈ A∗ π u0
π→ un un

u0 u0→V un π

一个向量加法系统 (VAS)是一个二元组  , 其中,   指定了该系统的维度,   为有限集, 表示系统

的迁移规则 (transition). 系统   某时刻的格局 (configuration)用   中的向量表示. 给定格局  , 若存在   使得

, 称   可通过规则   一步迁移到  , 记作   在上下文清晰时也简写为  . 有限长的迁移序列 

 常称作运行 (run), 简记作  , 其中,  . 若有某个动作序列   使得  , 称   是

从   出发可达的, 记作  , 此时   称作可达性证据 (witness).
V = (d,Q,T ) d Q

T ⊆ Q×Zd ×Q α = (p,u) ∈ Q×Nd

p (u) p (u) , q (v) t = (p, a,q) ∈ T u+ a = v p (u) t q (v) p (u)
t→ q (v)

α0
t1→ α1

t2→ . . . tn→ αn α0
π→ αn π = t1 . . . tn ∈ T ∗ α0→V αn V αn

α0 d d-VAS d-VASS

带状态的向量加法系统 (VASS) 可用三元组   表示. 其中,   指定了系统的维度,   为有限的状态

集, 有限集   是系统迁移规则. VASS的格局   记录系统的状态和向量值, 有时也写作

. 给定格局  , 若存在   使得  , 称   可通过规则   迁移到  , 记作  .

同理称   为 VASS的一次运行, 并简写作  , 其中,  . 用   表示   中 

从   出发可达. (带状态的)   维向量加法系统常记作   ( ).
k V1 = (2, {a1, a2}) a1 = (−1,1) , a2 = (k,−1) u = (m,0)

u→V1 (km,0) π = am
1 am

2 u
a2→ (m+ k,−1) N2

例 1: 给定非负整数  , 定义 2-VAS  , 其中,  . 给定格局  , 容易验

证  , 对应的证据为  . 需注意,   不是一个合法迁移, 因为所有格局都必须是   中

的向量. 本例说明, 2维 VAS可完成数乘计算.
V2 = (3, {p,q} , {t1, t2, t3, t4})例 2: 定义 3-VASS  , 其中, 

t1 = (p, (−1,1,0) , p) , t2 = (p, (0,0,0) ,q) , t3 = (q, (k,−1,0) ,q) , t4 = (q, (0,0,−1) , p) .

V2 α0 = p (1,0,n)

πm = tm
1 t2tm

3 t4 α0

为了更直观地表示迁移关系, 我们将   表示为图 1 中带标签的多重有向图. 给定初始格局  , 考
虑形如   的规则序列, 易知从   出发有如下运行: 

α0

πk0−−→p (k,0,n−1)
πk1−−→p
(
k2,0,n−2

) πk2−−→ . . .
πkn−1−−−→p (kn,0,0) .

  

p q

(0, 0, 0)

(0, 0, −1)

(k, −1, 0)(−1, 1, 0)

V2图 1　   的有向图表示
 

此 VASS是取自文献 [12]的经典例子, 说明了 VASS在可达性意义下能完成指数运算.
Q显然 VAS可被看作状态集   是单元集的特殊 VASS. 因此所有 VAS的行为都可以使用一个对应的 VASS来
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模拟. 关于 VAS与 VASS两大模型的关系, Hopcroft等人 [12]在 1979年证明了如下命题.
命题 1[12]. 任意 d-VASS都可以被一个 (d + 3)-VAS模拟.

3此命题的证明思路是为原来 VAS中的向量额外增加   个维度用于编码状态信息, 构造过程是高效的. 基于此

命题, 后文将集中讨论 VASS上的可达性问题.

 1.2   VASS 可达性问题

一般 VASS可达性问题的形式化定义如下.

一般 VASS可达性问题 (general VASS reachability)

V = (d,Q,T ) p (u) ,q (v) ∈ Q×Nd输入: 一个 VASS  , 两个格局  ;

p (u)→V q (v)?输出: 是否有 

此处“一般 (general)”指的是不对输入的 VASS模型的维度加任何限制. 此问题的复杂性已有完备性结论. 出
于应用及理论两方面的动机, 目前本领域主要聚焦于固定维度 VASS的可达性问题, 其表述如下.

d-VASS可达性问题 (d-VASS reachability)

d-VASS V = (d,Q,T ) p (u) ,q (v) ∈ Q×Nd输入: 一个    , 两个格局  ;

p (u)→V q (v)?输出: 是否有 

d注意, 此处   是一个固定的参数. 例如研究 2-VASS可达性问题时, 所有输入的 VASS实例都必须是 2维的.

V = (d,Q,T )

p,q ∈ Q p (0)→V q (0)

V、p (u)、q (v) V ′ =
(
d,Q∪ {qs,q f

}
,T ′
)

qs、q f Q

T ′ = T ∪ {(qs,u, p) ,
(
q,−v,q f

)}
p (u)→V q (v) qs (0)→V′ q f (0)

可以进一步限制初始和目标格局的向量都为 0, 从而将以上两个问题的表述简化为: 仅输入   与状

态  , 判断是否有  . 显然这是一般可达性问题的特例, 但其复杂性与原问题相等: 给定一个原可

达性问题实例  , 我们可以高效地构造  , 其中,   是不在   中的新状态, 且

. 这使得   当且仅当  . 为此, 在讨论 VASS 可达性问题复杂

性下界时, 我们约定使用简化版的表述.

V = (d,Q,T ) |Q|、 |T | Q、T

t = (p, a,q) ∈ T ∥t∥ := ∥a∥ ∥T∥ :=max
t∈T
∥t∥

V

研究可达性问题的复杂性时, 我们需要分析算法运行时间或空间与问题规模的关系. 这需要严格定义 VASS
向量常用的两类编码方案, 它们将直接影响复杂性结论. 给定  , 令   分别表示   集合的大

小. 对于  , 定义它的范数为其中向量的范数, 即  , 同时定义  . 根据不同进制,

VASS   的规模分别表示如下.
V |V |1 := |Q|+d · |T | · ∥T∥● 在一进制编码 (unary encoding)下,   的规模  .
V |V |2 := |Q|+d · |T | · ⌈log(∥T∥+1)

⌉● 在二进制编码 (binary encoding)下,   的规模  .

+1 −1

V2 |Q| = 2, |T | = 4, ∥T∥ = k |V2|1 = 12k+2 |V2|2 = 12
⌈
log(k+1)

⌉
+2

直观上, 二进制编码在各类算法研究中都是常用方案; 而在一进制编码下 VASS可以在多项式时间内转换为

对应的迁移规则只允许对某一维度   或   的受限 VASS, 后者则与自动机 (automaton)联系紧密 [18], 因此其也是

研究的主要对象之一. 以例 2中的   为例, 有  , 从而  ,  .
由此可见, 同一个 VASS在从二进制转换为一进制编码后长度有一个指数量级的放大. 对低维度 VASS而言这样

的放大将会对复杂性产生较大影响, 特别是导致二进制编码下的可达性问题严格难于一进制编码下的可达性问题;
而高维度和一般 VASS的复杂性远高于指数复杂性谱系, 此时编码方式对复杂性没有影响, 不必再加以区分.

 1.3   计数器自动机、计数器程序

除了 VASS和 Petri网模型外, 在理论研究中人们也提出了诸多和 VASS等价的、更方便研究的模型. 本节介

绍最常用的一种, 其特点是可读性强. 其他一些等价模型将会在相关章节再分别讨论.

P = (I1, . . . , In) I1, . . . , In

计数器机器 (counter machine, CM) 或计数器自动机 (counter automaton, CA) 本质上是一个指令的有限序列

, 其中,   只能为下面 5类指令 (可带标签).
x a a x1) 加法: “   +=  ;”. 这里的   指代某一常量,   是某个变量, 一般称为计数器.
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x− a2) 减法: “   =  ;”. 同上.
L L′ . . . L L′3) 非确定跳转: “goto   (or   or  );”. 其中,  ,   等是有限个指令的标签.

x,y,z, . . . x x,y,z, . . .4) 测零: “zero?  ;” 对单个计数器   或一组计数器“   ”测零.
5) 停机: “halt;”. 表示程序运行至此停机, 只在程序末出现一次.

P = (I1, . . . , In) X α = I (u) I

u : X→ N x ∈ X α x

α (x) := u (x) f (x1, . . . , xn) α ( f ) := f (α (x1) , . . . ,α (xn))

α0 = I1
(
0|X|
)

P < 0

0

R : α0

Ii1→ α1 . . .
Iik→ αk = Iik+1 (u)↛ P Iik+1 R R

α0→P αk

若某计数器机器   使用的计数器集合为  , 则它的格局形如  , 描述了下一条执行的指令 

和当前所有计数器的取值函数   (本质上也是一个有限维向量). 给定计数器  ,   中   的取值可直接表

示为  , 这种写法还可以拓展到函数   上, 定义  . 计数器机器的语义

如下: 初始时  , 顺序执行   中指令; 若某次减法操作对应的计数器值   或测零时指定的计数器值不

为   , 则终止执行; 若遇到 goto 语句, 则非确定地选择一个分支执行. 最终得到一个极大的有限长的迁移序列

, 称作   的一次执行 (execution), 若   = halt, 则称   为完全的 (complete), 记作  :

; 否则称其为部分的 (partial). 通常我们只会针对程序 (或片段) 的某个执行讨论其初始格局和终止格局,
此时对应指令已被隐式地确定, 后文中均直接省略. 不包含任何测零指令的计数器机器又称作计数器程序 (counter
program, CP).

P d

若某次完全执行的终止格局为 0, 则称这是一个 0-执行. 可以在计数器程序模型上定义可达性问题 (CP
reachability): 给定某计数器程序  , 判定其是否存在 0-执行. 类比 d-VASS的概念, 我们将使用   个计数器的机器

(程序)分别称作 d-计数器机器 (程序), 在这些模型上同样可以类似地定义对应的可达性问题. 下面的命题阐述了

d-VASS与 d-计数器程序的等价性.
命题 2. d-VASS可达性问题与 d-计数器程序可达性问题可以在对数空间内互相归约.

V2

P1 p (1,0,n)→V2 p (kn,0,0) P1

此命题的证明较为简单: 直接为 d-VASS构造对应的 d-计数器程序, 反之亦然. 例如, 例 2中的   可以通过此

方法转换为图 2左侧的计数器程序   使得   当且仅当   存在 0-执行.
 
 

a +=1; c += n ;

p : goto
1t or

2t or end;

1t : a -=1; b +=1; goto p ;

2t : goto q ;

3t : a += k ; b-=1; goto q ;

4t : c -=1; goto p ;

q : goto
3t or

4t ;

end: a -= nk ; halt;

a +=1; c += n;

loop

loop a -=1, b +=1;

loop a += k, b -=1;

c -=1;

a -= nk ;

halt;

P1 P2

V2图 2　   的等价计数器程序
 

为了提高程序的易读性, 文献中常引入一些语法糖.

P1 P2

● loop 指令: 非确定地将循环体重复执行若干次. 它可以使用 goto 语句实现, 因此并不影响计数器机器或程

序的计算能力. 使用这一语法糖, 我们可以将   改写成图 2右侧的程序  .
s1 s2 s1 s2 s1, s2● “do   or  ;” 语句: 非确定地执行语句   或  , 这里,   可以是 skip, 即什么操作都不做.
i 1 n M M n O(n |M|)● “for  :=   to    ;” 语句: 将   重复   次, 本质上这是一段   长的程序.

t = (p,zero-testi,q)

p (u) , q (v) p (u)
t→ q (v) v = u u (i) = 0

最后, VASS还有一种带测零操作的变体, 它们的迁移规则集合中允许形如   的规则. 给定格

局  ,   当且仅当   且  . 显然, 此模型和计数器机器是等价的.

 1.4   归约、复杂性类、完备性

本节主要介绍后文中涉及的复杂性理论的相关前置知识.
 1.4.1    归约与完备性

t (n) TIME (t (n)) NTIME (t (n))

O(t (n)) FTIME (t (n)) FNTIME (t (n))

O(t (n)) s (n) SPACE (s (n))

我们假定读者对图灵机 (Turing machine)、时间函数、空间函数等传统复杂性理论的重要概念均有基础的了

解, 本文仅做一些记号上的约定. 给定时间函数  , 我们用   和   分别表示为所有确定、非

确定图灵机在   时间内可判定的判定问题集合,   和   则分别对应它们的计算版本,
即所有确定 (非确定) 图灵机在    时间内可计算的函数集合. 给定空间函数   , 我们用    和

陈蔚骏 等: 向量加法系统可达性问题复杂性下界研究综述 5



NSPACE (s (n)) O(s (n)) 表示所有确定、非确定图灵机在   空间内可判定的问题集合. 在此基础上, 一些经典的复杂

性类定义如下: 

NL = NSPACE
(
log n

)
, P =

∪
c∈N

TIME (nc), NP =
∪
c∈N

NTIME (nc), PSPACE =
∪
c∈N

SPACE (nc) (1)

k-exp (n) := 2.
..2n}

k times若考虑形如   的函数, 则还可以定义如下的复杂性谱系:
 

k-EXP = TIME
(
k-exp (nc)

)
, k-EXPSPACE =

∪
c∈N

SPACE
(
k-exp (nc)

)
(2)

在复杂性理论中, 我们通常用多项式时间归约 (reduction)比较问题的相对难度, 其形式化定义如下.
A,B f x ∈ A

f (x) ∈ B A B A⩽pB

定义 1. 给定问题  , 若存在一个多项式时间可计算函数 (polynomial-time computable function)  使得 

当且仅当  , 则称   能多项式时间归约到  , 记作  .

A⩽LB A B

⩽

将归约函数限制为多项式时间可计算函数可以保证构造过程的高效性, 但有时我们也会考虑其他形式的归约

函数, 届时将以不同的下标加以区别, 例如   表示可以使用一个对数空间可计算函数将问题   归约到问题  .
在给定某归约   的基础上, 我们给出完备性 (completeness)的定义.

C A B ∈ C B ⩽ A A C- C-hard
A ∈ C A C- C-complete

定义 2. 给定复杂性类   和问题  , 若对任意  , 都有  , 则称问题   是   难的 ( ); 若进一步有

, 则称问题   是   完备的 ( ).

P、NP、PSPACE、k-EXP、k-EXPSPACE ⩽p

⩽L A ∈ C C A A C- C A

A C- C- A ⩽ B B C C
C- C-

直观上, 完备问题刻画了一个复杂性类中“最难的问题”. 一般而言, 定义完备性时需要指定归约的类型: 在定

义   的完备问题时通常使用多项式时间归约  , 在定义 NL-完备问题时

则使用对数空间归约  . 若问题  , 我们称   是   的复杂性上界; 若   是   难的, 我们称   是   的复杂性下界.
由于本文主要聚焦于 VASS的复杂性下界, 因此会涉及较多归约相关的证明. 值得注意的是, 复杂性下界具有传递

性: 若问题   是   难 (包括   完备), 且在对应归约下  , 则问题   也是   -难. 因此, 我们无须考虑   中的所有

问题, 只需从   难或   完备问题出发进行归约即可.
下面列出几个经典复杂性类上的完备问题, 便于后文归约.
● 子集和问题. 子集和问题是经典的 NP-完备问题, 其定义如下.

子集和问题 (subset sum)

S = {a1, . . . ,an} ⊆ N c ∈ N输入: 集合  , 目标  ;

T ⊆ S
∑

a∈T
a = c?输出: 是否存在子集   使得 

∀, ∃ ∃
C ∃

● 子集和博弈 (subset sum game)问题. 子集和博弈问题本质上是一个双人博弈: 两个玩家   依次选数,   玩

家的目标是使得所选数之和为某个给定的自然数  . 问题是:   玩家是否有必胜策略? 该问题形式化描述如下.

子集和博弈问题 (subset sum game)

A1,B1,E1,F1, . . . ,An,Bn,En,Fn,C ∈ N输入: 自然数  ;

∀x1 ∈ {A1,B1}∃y1 ∈ {E1,F1} . . .∀xn ∈ {An,Bn}∃yn ∈ {En,Fn}
∑n

i=1
(xi+ yi) =C输出:  . 是否为真?

⩽LTravers证明了 PSPACE-完备问题 TQBF   subset sum game, 同时该问题自身也在 PSPACE 中, 从而有如下

引理.
引理 1[19]. 子集和博弈问题是 PSPACE-完备的.

s (n)● 图灵机 s(n)-空间接收问题 ((s(n))-space TMSAT). 这是一类平凡的问题, 其难度与   相关.

图灵机 s(n)-空间接收问题

M x 1n输入: 图灵机  , 输入  , 参数  ;
M x s (n)输出:   在输入   上是否能够在   空间内接收?
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∪
c∈N

SPACE (s (nc)) L ∪
c∈N

SPACE (s (nc))- s (n)

⟨M, x,1n⟩ M

s (n) M x 1
∪
c∈N

SPACE (s (nc))- s (n) = n

任何   中的问题   都可以多项式时间归约到对应的图灵机 s(n)-空间接收问题, 这说明了图灵

机 s(n)-空间接收问题在多项式归约下是   难的. 若   是空间可构造的, 图灵机 s(n)-有界问题还

有一个变体, 即 s(n)-有界图灵机问题 (s(n)-Bounded Automata): 给定输入  , 其中,   是一个能且仅能使用

 空间的图灵机, 判定   在输入   上是否能输出  . 该问题同样是   难的. 例如, 当   时, 该

问题即是著名的 PSPACE-完备问题: 线性有界自动机接受问题 (LBA).
3

cs(n) c

f (n)

3 x、y、z cs(n)- M′ M a M

a M x 1 M′

● f(n)-有界计数器机器可达性问题. 此问题为 s(n)-有界图灵机问题在计数器机器中的推广. 易知,   个计数器

可以模拟一个图灵机: 其中, 两个计数器分别以数的形式记录图灵机磁头左右两端的, 剩下一个用于辅助模拟图灵

机的迁移. 特别的对于一个 s(n)-有界图灵机, 模拟过程中计数器的值永远不会超过  , 常数   和图灵机使用的符

号表有关. 常把执行过程中所有计数器之和不超过   的计数器机器称作 f(n)-有界的 (f(n)-bounded). 故可以使用

 个计数器   的   有界计数器机器   模拟一个 s(n)-有界图灵机  . 不妨设终止后   给出了   的输出, 令
 −=1, 其他计数器循环递减, 最终执行“zero? a, b, c;”, 则   在   上输出   当且仅当   存在完全执行. 定义如下.

f(n)-有界计数器机器可达性问题 (f(n)-BCM reachability)

1n 3 M输入:   和仅使用   个计数器的 f(n)-有界计数器机器  ;
M输出:   是否存在完全执行?

s (n) = 2n f (n) = 22n
上述讨论中令  ,  , 可以得到如下引理.

22n -引理 2.   有界计数器机器可达性问题是 EXPSPACE-难的.
n f (n) M

M f (n)

此外, 图灵机 s(n)-空间接收问题也可以推广到计数器机器模型上: 给定参数  , 函数   和计数器机器  , 若
 的某完全执行中所有格局的计数器值之和不超过  , 则此次执行称为 f(n)-有界执行. 定义如下计数器机器

f(n)-有界可达性问题 (CM f(n)-bounded reachability).

计数器机器 f(n)-有界可达性问题

1n 3 M输入:   和仅使用   个计数器的计数器机器  ;
M输出:   是否存在 f(n)-有界 0-执行?

该问题难度与图灵机 s(n)-空间接收问题一致.
n M

f (n)

● 计数器机器 f(n)-时间可达性问题 (CM f(n)-reachability). 给定参数   后, 若计数器机器   的某次执行恰好使

用了   次测零语句, 我们将此次执行称作 f(n)-时间执行, 定义如下新问题.

计数器机器 f(n)-时间可达性问题

1n 3 M输入:   和仅使用   个计数器的计数器机器  ;
M输出:   是否存在 f(n)-时间执行?

∪
c∈N

TIME ( f (nc))-

计数器机器 f(n)-时间可达性问题和 f(n)-有界可达性问题分别对应图灵机的时间和空间复杂性. 类似地, 我们

可以证明该问题在多项式归约下是   难的.

 1.4.2    快速增长复杂性类

ELEM =
∪
k∈N

k-EXP

{Fι}ι {Fι}ι

回顾 VASS的研究历史, 可达性问题之所以在很长一段时间处于开放状态, 其难度不仅在于算法设计、问题

归约等方面, 还在于对基本复杂度类认识的不足. 事实上, 经典的算法问题一般位于人们认识比较充分的复杂性

类, 如 NL、P 等; 其次是指数时间复杂性谱系 k-EXP 以及初等复杂性类  . 过去对 VASS的研究

工作表明, 可达性问题不太可能位于指数时间谱系中 [14]. 然而 ELEM 没有完备问题, 无法直接进行归约; 人们又对

该谱系之外的问题和复杂性类缺乏了解. 为了解决这一状况, Schmitz[20]提出了一族基于序数 (ordinal)的快速增长

函数   和对应的复杂性谱系  . 该谱系成为研究 d-VASS可达性下界的基础. 本节简单给出这类函数和谱系

陈蔚骏 等: 向量加法系统可达性问题复杂性下界研究综述 7



的形式化定义.

Nω

{Fι}ι∈Nω d Fd : N→ N
由于已知一般 VASS 可达性问题是 Ackermann-完备的, 这里只给出基于   的快速增长函数 (fast-growing

function)  . 首先对于自然数  , 归纳定义   如下: 

F0(x) = x+1 (3)
 

Fd+1 (x) = F(x+1)
d (x) (4)

f (k) f k ω Fω : N→ N Fω (x) = Fx+1 (x) F1 (x) = 2x+1 F2 (x) =

2x+1 (x+1)−1 F3 (x) tower (x) = 2.
..2x}

x times

Fω (x)

其中,   表示将函数   复合   次. 对于极限序数  , 定义   为  . 例如,  ; 

 是一个指数量级的函数 ;    的表达式已经十分复杂了 ,  是一个达到  

量级的非初等函数 (elementary function);   是非原始递归 (primitive-recursive function)的 Ackermann函数.
在上述定义的基础上, 可以定义如下两种函数类: 

Fι =
∪
c∈N

FTIME
(
F(c)
ι (n)

)
, F<ι =

∪
ι′<ι
Fι′ (5)

F1 = F0 F2 = F<3

F<ω {Fι}ι

易知,   是线性时间可计算的函数;   表示初等函数类 FELEM (前文中的 ELEM 是对应的判定

问题类);   表示原始递归函数类 FPR. 此谱系    一般称为扩展 Grzegorczyk 谱系 (extended Grzegorczyk
hierarchy), 由于谱系中的层级均无对应的完备问题, 它依然不是刻画复杂性的良好选择, 仅作为快速增长复杂性谱

系的中间定义引入.

{Fι}ι Fι =
∪

p∈F<ι
TIME (Fι (p (n))). p {Fι}ι

ι ι ⩾ 3 TIME NTIME SPACE

p Tower = F3 Ackermann =

Fω {Fι}ι Fι-
F<ι

Schmitz的关键贡献在于定义了快速增长复杂性谱系  , 其中,   函数   在谱系 

中层级低于  . 注意, 当   时将定义中的   替换成   或   不会改变所定义的复杂性类, 因为此时

 已覆盖所有初等函数, 而对应选项之间的转换却只涉及至多指数量级的放大. 一般令  , 
, 这也解释了前文中相关记号的含义. 引入复杂性类   的主要原因是这些类均有完备问题. 在定义   难问题

时通常使用   时间归约, 结合第 1.4.1节的内容, 有如下引理.

ι ⩾ 3 ι (n) - Fι (n) - Fι-引理 3. 当   时, 计数器机器   有界可达性问题、计数器机器   时间可达性问题是   难的.

ι ⩾ 3 M 2 x, y

2x3y 22Fι (n) Fι (n) - 22Fι (n) -
22Fι (n) Fι

(
poly (n)

)
Fι (n) -

当   时, 可以将上述问题的输入   限定为只使用   个计数器的机器, 因为我们可以将原来的   编码为

, 这是一个   量级的数值. 因此图灵机   空间接收问题可以初等归约到计数器机器   有界可达性问

题上, 且   远小于  . 计数器机器   时间可达性同理, 故有如下推论.

ι ⩾ 3 2 Fι (n) - Fι (n) -
Fι-

推论 1. 当   时, 只使用   个计数器的计数器机器   有界可达性问题、计数器机器   时间可达性问

题也均为   难的.

 2   1-VASS 和 2-VASS 的完备性结论

本节梳理加法向量模型上已有的完备性结论, 重点聚焦于下界证明技术. 需要指出的是, 迄今 VASS模型上关

于可达性问题复杂性的完备性结论屈指可数: 除了前文提到的 Ackermann-完备性, 只有关于 1 维 VASS 和 2 维

VASS的结论. 表 1总结了已有的完备性结论.
 
 

表 1　VASS可达性问题的完备性结论
 

编码方案 1-VASS 2-VASS 一般情形

一进制编码 NL-完备 NL-完备
Ackermann-完备

二进制编码 NP-完备 PSPACE-完备

 

关于一般 VASS可达性问题 (Ackermann-完备)可以基于维度得到更精细的参数复杂性结果, 更多细节将在

第 3节讨论. 参考第 1.2节的分类方式, 我们按一进制和二进制编码方案对 1维 VASS和 2维 VASS的可达性问

题复杂性分别进行讨论.
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 2.1   一进制编码下的可达性问题

⩽L ⩽p

⩽L ⩽L ⩽L

1维 VASS和 2维 VASS可达性下界相对容易. 例 2中给出了如何将 VASS转换为带向量标签的多重图. 事
实上传统有向图可以看作是 0-VASS模型实例 (即只有状态迁移关系); 类似地, d-VASS模型亦可看作 (d+1)-VASS
模型的实例. 如前所述, 我们用  、  分别表示对数空间归约和多项式时间归约, 用 PATH表示图上的可达性问

题. 则有: PATH   0-VASS reachability   1-VASS reachability   2-VASS reachability. 其中, PATH是著名的 NL-完备

问题, 它给出了这些问题的下界.
在上界方面, Blondin等人 [21]证明了如下引理.

V = (2,Q,T ) p (u)→V q (v) (|V |1+u+ v)O(1) π ∈ T ∗

p (u)
π→ q (v)

引理 4 [21]. 对任意 2-VASS  , 若   , 则存在长度为    的证据    使得

.

V p (u) q (v) π

V、u、v

此引理表明在 2-VASS   中, 若从初始状态   可以到达某个状态  , 则一定存在一个“短”的可达证据  ,
其长度是关于   的一进制编码长度的多项式. 这个结论使得我们可以用非确定图灵机猜测一条长度受限的

运行, 并检验该路径是否是合法的可达路径, 并且此过程至多需要使用对数量级的空间. 因此一进制编码下的

2-VASS可达性问题在 NL 中. 这也是 Blondin等人在该项工作中的主要贡献. 这些结论总结如下.
定理 1[18]. 一进制编码下, 1-VASS和 2-VASS的可达性问题都是 NL-完备的.

 2.2   二进制编码下的可达性问题

二进制编码下, 低维 VASS可达性证据长度及用于归约的问题如表 2所示. 其中, 1-VASS的证据长度数据来

自文献 [22], 2-VASS的证据长度数据来自文献 [21].
 
 

(⩽ 2) -VASS表 2　二进制编码下   可达性证据长度及用于归约的问题
 

关键算法性质 (普通或测零) 1-VASS 2-VASS
证据长度 2poly(n) 2poly(n)

归约问题 子集和问题 子集和博弈

 

 2.2.1    上界证明技术

此部分完备性结论的上界证明较为复杂精细, 由于本文主要聚焦于 VASS可达性问题复杂性下界, 故在此仅

对证明思路做简要概述, 读者可以参考原文 [23]及一些综述 [16]进一步了解相关证明细节.

π

N

引理 4本质上是一个与编码方案无关的命题. 若我们将 2-VASS可达性问题中的所有向量编码为二进制, 则
证据    的长度是问题输入规模的指数量级. 同理使用非确定图灵机逐步猜测-验证方法, 可证该编码方案下

2-VASS 可达性问题在 PSPACE 中. 然而, 这一简单的思路不适用于 1-VASS 的可达问题上界的推导. 这是因为

1-VASS 并不能得到比指数更好的可达证据长度上界. 要证明该问题在 NP 中, 需要寻找更简洁的证据表示方法.
Haase等人的思路 [23]是将 VASS看作流图 (flow graph)并使用 Parikh像 (Parikh image)来表示一条路径. 该方法仅

记录每条边出现的次数 (而不记录具体的出现次序). 要注意的是, 一个满足欧拉条件的 Parikh像可以导出一段迁

移序列, 但并不保证一定能导出一条“合法”的 VASS的运行: 还需要判断该过程中向量值是否始终落在自然数集

合   中. 仅有满足某些特定条件的 Parikh像可以高效地验证是否存在一条对应的证据, 这类 Parikh像被称作可达

证书 (reachability certificate).

π1 ◦π2 ◦π3

πi

|Q|

直观上, 1-VASS有独特的算法性质: 向量仅有一个维度, 这使得各类操作无须考虑维度之间的相互影响. Haase
等人 [23]借此证明了 1-VASS 具有可泵性 (pumpability), 并进一步说明每个可达的问题实例都存在形如 

的证据. 其中, 各   的长度至多为指数, 并均可以通过可达证书表征. 因此最终非确定算法只需猜测 3段对应的可

达证书并进行高效验证即可, 这证明了 1-VASS 可达性问题在 NP 中. 值得注意的是, Haase 等人的证明是基于

1-计数器机器进行的. 而由抽屉原理, 测零 1-VASS 中一次没有重复格局的运行至多进行    次测零. 即测零

1-VASS可达性问题可以转换为线性个 (无测零) 1-VASS的可达性问题. 故在只有一个计数器的情形下, 能否测零

不影响可达性问题的复杂性.
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 2.2.2    二进制编码下 1-VASS可达性问题的 NP-难归约

本节介绍下述引理的证明技巧, 同时解释了为何引理中二进制编码这一条件是必要的.
引理 5[23]. 二进制编码下的 1-VASS可达性问题是 NP-难的.
证明: 思路是归约经典 NP-完备问题“子集和问题”, 其定义参见第 1.4.1节. 子集和问题中所有自然数用二进

制编码. 文献 [19] 中给出了从子集和问题到 1-VASS可达性问题的对数空间归约. 这里我们展示一种更便捷的归

约到 1-计数器程序的构造方法.

⟨S ,c⟩ f (⟨S ,c⟩)给定子集和问题实例  , 构造对应的程序   如图 3所示.
 
 

for i := 1 to n

do x +=
i
a ; or skip;

x -= c; halt;

P图 3　从子集和问题到 1-计数器程序的归约 
 

a1, a2, . . . , an, c

ai

程序中的   即原子集和问题中的参数. 注意, 为了保证归约的高效性, 此构造中 1-计数器程序也

应采用二进制编码方案 (否则原问题中的   转换为对应的一进制编码需要花费指数时间).

P x

T ⊆ S
∑

a∈T
a− c ⩾ 0 βT βT (x) =

∑
a∈T

a− c

⟨S ,c⟩ T0 ⊆ S
∑

a∈T0
a− c = 0 βT0 (x) = 0 P

T ⊆ S
∑

a∈T
a− c , 0 P ⟨S ,c⟩ ∈

subset sum f (⟨S ,c⟩) ∈ 1-CP reachability. O
(∑n

i=1
log(ai)+ log (c)

)
f

subset sum⩽L1-CP reachability.

   仅使用了一个计数器   , 故是一个 1-计数器程序. 该程序的任意一次执行等价于非确定选择一个子集

, 若   则该执行是完全的且终止格局   满足  , 否则该执行是部分的. 显然, 若

实例   为真, 则存在子集   使得  , 程序中对应的执行路径是完全的且最终  , 即 

存在一个 0-执行; 若该问题实例为假, 则所有子集    都有   , 即    不存在 0-执行. 综上, 

 当且仅当   此程序的长度为  , 归约   可在对数空间完

成, 即有   根据计数器程序和 VASS的等价性即知: 1-VASS可达性问题是 NP-难的.
需要指出的是, 经典的 NP-完备问题有很多, 但子集和问题与 VASS模型都与自然数以及加减法运算有关, 二

者之间的关联较为紧密, 因此归约较简单. 结合第 2.2.1节给出的上界可得如下定理.
定理 2[19]. 二进制编码下普通和测零 1-VASS可达性问题都是 NP-完备的.

 2.2.3    二进制编码下 2-VASS可达性问题的 PSPACE-难归约

∀
正如子集和问题对应于 1-VASS可达性问题的复杂性下界, 2-VASS的 PSPACE-难证明源自归约子集和博弈

问题 [19]. 然而子集和博弈到 2-VASS可达性问题的归约是非平凡的, 主要困难在于对   玩家, 需要使用仅有的两个

计数器模拟其所有可能选择的分支. 为了完成归约, 研究者引入了两个中间模型, 即有界计数器自动机 (bounded
counter automaton, BCA)和计数器栈自动机 (counter-stack automaton, CSA). 这些模型都有各自等价的数学描述和

程序表示, 后续会根据具体情况选择合适的表示方式. Fearnley等人 [24]和 Blondin等人 [21]的证明路线如下: 

subset sum game⩽Lb-Safe CSA reachability⩽L1-BCA reachability⩽L2-VASS reachability (6)

 2.2.3.1    有界 1-计数器自动机

M = (Q,b, δ) Q b ∈ N
δ ⊆ Q×Z× [b]0

2×Q M p (x) ∈ Q× [b]0 p (x)
t→q (y)

t = (p,y− x, lb,ub,q) ∈ δ lb ⩽ x ⩽ ub lb ub

lb = ub = 0

有界 1-计数器自动机 (1-BCA)是一个 3-元组  , 其中,   是一个有限状态集,   是一个计数器的

全局上界,   是有限的迁移规则集合.   的格局形如  , 若迁移   成立, 则

一定存在   使得  . 直观上, 1-BCA 可以判断计数器的值是否大于   或小于  , 自
然也可以完成测零 (令  ), 故其可达性问题至少是 NP-难的.

Q× (N∩ [0,b])

lb、ub M = (Q,b, δ) t = (p,a, lb,ub,q) ∈ δ
V

实际上, 1-BCA可以直接看作一个格局在   中的 1-VASS (有界 1-VASS). 换言之, 其迁移规则中

的局部上下界参数   不是必须的. 给定  , 若有规则  , 我们可以用如下的有界

1-VASS   的运行替代: 

π−→= (p,−lb,p0)−−−−−−→ (p0 ,lb,p1)−−−−−→ (p1 ,b−ub,p2)−−−−−−−→ (p2 ,ub−b,p3)−−−−−−−→ (p3 ,a,q)−−−−→ (7)

p (x)
t→Mq (y) t x− lb ⩾ 0, x+b−ub ⩽ b, x+a = y p (x)

π→V q (y) p (x)
π→V q (y)

0 ⩽ x− lb ⩽ b, 0 ⩽ x+b−ub ⩽ b, x+a = y p (x)
t→Mq (y) V

若  , 则   满足    , 于是  ; 反之若  , 则一定有

, 于是  . 此过程为每条迁移引入 4个中间状态, 最终   状态数
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|Q|+4 |δ| 5 |δ|是  , 迁移规则有   条, 总体是一个线性的放大. 因此二者可对数空间互相归约, 故有以下引理.
1-BCA reachability⩽L2-VASS reachability.引理 6[24]. 

⟨M = (Q,b, δ) , ps, pt⟩ δ Q×Z×Q

2 ⟨V = (2,Q,T ), ps (0,b) , pt (0,b)⟩ T = {(p, (a,−a) ,q) : (p,a,q) ∈ δ} p (x)
(p,a,q)−−−−→M q (y)

p (x,b− x)
(p,(a,−a),q)−−−−−−−→V q (y,b− y)

ps (0,b)→V pt (0,b) ps (0,b)→V pt (0,b) ps (0)→M pt (0)

证明: 给定 1-BCA可达性实例  , 由上述讨论知   可以直接定义为   的有限子集. 构
造   -VASS可达性实例  , 其中,  . 显然, 

当且仅当  , 如果原问题实例是可达的, 对该可达的证据逐步应用这一观察即可知有

. 反之, 若  , 将每一步向量投影到第 1 维即可得到  . 若两问题采

用的编码方案相同, 此归约可在对数空间完成. 证毕.
 2.2.3.2    计数器栈自动机

M = (Q,d, δ) Q d ∈ N δ

M p (u) ∈ Q×Nd t = (p,E, I,R,q) ∈ δ p (u) , q (v) p (u)
t→M q (v)

计数器栈自动机是一个 3-元组  , 其中,   是有限状态集,   是计数器数量,   是有限迁移规则

集.   的格局形如  , 迁移规则形如  . 给定格局  ,   当且仅当下

述条件成立.
E : [d]→ N i ∈ dom (E) u (i) = E (i) E ( j)

j ⩽ i ⩽ d E (i)

●   是偏函数, 指定了对某些维度的测量, 对于每个   都有  ; 若   有定义, 则对

任意  ,   也有定义.
R ⊆ dom (E) 0 i ∈ R v (i) = 0●   指定了需要置为   的计数器, 对于每个   都有  .
I ∈ Nd d i < R v (i) = u (i)+ I (i)●   指定了   个计数器的增量, 对于每个   都有  .

d u k

k C (u) =
∑d

i=1
u (i)ki−1 k = 16, d = 3

上述规则本质上是为了模拟 1-BCA的行为. 事实上, 给定   个计数器构成的栈  , 可以选择一个充分大的   按

照   进制用单个计数器记录下  . 图 4以   为例展示了这一编码过程的直观解释.
 
 

01 01 10 01 01 01C=

C3 C2 C1

图 4　CSA的直观解释
 

t = (p,E, I,R,q) p (u)
t→ q (v) dom (E) { j, j+1, . . . ,d}给定规则  , 若   成立, 易知   一定形如  , 定义:

 

lb =
∑
j⩽i⩽d

E (i)ki−1, ub = lb+ k j−1−1 (8)

lb ⩽C (u) =
∑

j⩽i⩽d
E (i)ki−1+

∑
i∈[ j−1]

ciki−1 ⩽ ub a =
∑

i<R
I (i)ki−1−

∑
i∈R

E (i)ki−1 C (u)+a =C (v)

p (C (u))
(p,a,lb,ub,q)−−−−−−−→ q (C (v)) t ∈ δ

δ′ B = kd M′ = (Q,B, δ′) k

p (u) i ∈ [d] u (i) ⩽ b k = b

M′ M′

则一定有   . 令   , 则有   .

最终可知, 可用 1-BCA 中的迁移   模拟原 CSA 中的迁移. 对所有   构造对应的迁移构

成集合  , 并令  , 我们可以得到一个 1-BCA  . 需要注意的是,   的选取十分重要, 否则计数器栈

有上溢的风险, 导致编码不是一一对应的. 因此, 在归约中我们仅考虑一类特殊的 CSA, 它运行中任意可达的格局

 都满足对任意  ,  , 此性质称为 b-安全的 (b-safe). 这样只需在上述证明中取   即可保证这样

的 CSA都能够被   模拟.   的构造过程可在对数空间完成, 即有如下引理.
b-Safe CSA reachability⩽L1-BCA reachability引理 7[24].  .

综合引理 1、引理 6、引理 7, 为了证明 2-VASS可达性问题是 PSPACE-难的, 还需证明下述引理.
subset sum game⩽Lb-Safe CSA reachability引理 8[24].  .

x A x

x A x A1, B1, E1,

F1, . . . , An, Bn, En, Fn, C xi (i ∈ [n]) yi∑n

i=1
(xi+ yi) =C ai, bi, ei, fi (i ∈ [n]) c

证明: 这里使用 CSA的程序表示, 我们在计数器程序中额外引入形如“assert   =   reset  ;”的断言语句, 表示

若计数器   值为常量   则把   置零, 否则终止该次执行, reset 动作也可省略不做. 给定子集和博弈问题实例 

, 我们需要遍历博弈中   的所有可能取值, 随后判定是否存在对应的一组   满足

. 为此我们可以使用一组计数器   记录遍历过程中选择的分支,   用于累加选择

的数, 即构造下面形式的语句.
∀playi = ai c Ai bi c Bi   do   +=1,   +=  ; or   +=1,   +=  ;

∃playi = ei c Ei fi c Fi   do   +=1,   +=  ; or   +=1,   +=  ;

Pplay最终博弈阶段的程序如图 5中的   所示.
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play: for i :=1 to n

i
∀play ; 

i
∃play ;

assert c =C reset c ;

for i := n to 1

i
reset

halt;

Pplay Preset

图 5　子集和博弈问题对应的 CSA程序
 

i ∈ [n] ai, bi ai = 1 ∀ Ai ei, fi Pplay∑n

i=1
(xi+ yi) =C ∃

对于每个  ,   仅有一个非零, 例如若   则   玩家该步选择了  ;   的情况类似. 若   能执行

完毕, 则寻找到了使得   成立的一组数, 即   玩家通过一轮博弈.

∀ 2n随后, 我们需要合理重置进程使得最终恰好能够遍历   玩家的   种不同选择. 定义如下程序模块.
ei 2n−i fi ei, fireseti=do assert   =  ,   =0 reset  ;
ei fi 2n−i ei, fi　　   or assert   =0,   =   reset  ;
ai 2n−i bi　　   do assert   =  ,   =0; goto play;
ai 2n−i bi 2n−i ai bi　　   or assert   =  ,   =   reset  ,  ;

Preset P Pplay Preset .重置阶段的程序如图 5中的   所示. 最终完整的程序   由   顺序复合上   构成 

P R

R R1,R2, . . .

接着证明该构造的正确性: 易知   的任意一次执行   总会因为重置阶段的 goto play 语句不断地回到程序的

起点, 我们可以以此为断点将   划分为若干段从 play处开始的执行“   ”. 注意以下事实.
j = 0
(
mod 2n−i) R j R j

R R 2n

● 若  , 则   一定成功执行了 reseti 中的语句, 否则   会因为不满足断言而中断.借此可以推断

若   为完全的执行, 则   恰好可以分割为   段.
R = R1, . . . ,R2n j ∈ [2n] j(2) j(2)

i 0 R j ai j(2) i 1 R j bi ai,bi

R

● 对于一次完全的执行  , 可以将每段执行的下标   编码为 n-比特二进制数  . 若   从左

起第   位为  , 则说明博弈阶段   增加了  ; 若   从左起第   位为  , 则说明博弈阶段   增加了  . 结合   的含

义可知,   恰好遍历博弈树的所有分支.
R j ∃ j R ∃● 若   的执行没有中断, 则   玩家能够赢得   对应的分支. 若   是完全的, 则   玩家有必胜策略.

n上述事实均可通过对   归纳进行证明, 其证明细节在此不再赘述, 感兴趣的读者可以参考文献 [19].

∀x1 ∈ {A1,B1} ∃y1 ∈ {E1,F1} . . .∀xn ∈ {An,Bn} ∃yn ∈ {En,Fn}
∑n

i=1
(xi+ yi) =C ⇐⇒ P

a1, b1, e1, f1, . . . , an, bn, en, fn, c P

P b = 2n+∑
i∈[n]

(ai+bi+ ei+ fi) P P

综上,   存在 0-执行. 将计数器

按照   的顺序从小到大编号, 使得   中对某一计数器进行断言时, 编号更大的计数器

值都已知 (为 0), 这满足 CSA 的迁移规则要求, 从而   等价于一个 CSA. 由于所有计数器的值都不超过 

, 因此   是 b-安全的. 若   使用二进制编码, 则此构造能在对数空间完成. 证毕.

现公式 (6) 中的所有归约已完成证明, 注意, 引理 8 的证明要求 CSA 必须是二进制编码的, 故后续归约使用

的 BCA及 2-VASS也必须是二进制编码的. 由引理 1可得如下引理.
引理 9[21]. 二进制编码下的 2-VASS可达性问题是 PSPACE-难的.
结合第 2.2.1节给出的上界, 最终得到如下定理.
定理 3[21]. 二进制编码下的 2-VASS可达性问题是 PSPACE-完备的.

 3   d-VASS 的下界证明技术

本节先对一般 VASS可达性问题的 Ackermann-完备性及其关于维度的参数复杂性结论做一个简要的回顾,
随后分节讨论几个重要的下界证明技术及各自的启发和局限.

Fω3

Fω2 Fω
d ⩾ 3 Fd+4 Fω3

20世纪 80–90年代, Mayr等人 [25]、Kosaraju等人 [26]、Lambert等人 [27]、Sacerdote等人 [28]就此问题进行了大

量深入的研究, 提出并简化了判定 VASS可达性问题的算法, 即著名的 KLMST分解算法. 2015年, Leroux等人 [29,30]

给出了 KLMST 算法的首个上界结论, 证明了一般 VASS 可达性问题在    中. 通过对原算法的不断优化, 在
2017 年和 2019 年, 上界先后被降到了   

[31]和   
[32]. 其中, 文献 [32] 的主定理是一个关于维度的精细结论, 即:

对于任意的  , d-VASS 可达性问题在   中. 相较于最初的   上界, 此结论是一个巨大的提升, 但仍远未达

到最优. 2024年, 国内研究者 Fu等人 [33]基于几何维度 (geometric dimension)的概念进一步改进了 KLMST算法,
并得到了目前关于 d-VASS可达性问题的最优上界.
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d ⩾ 3 Fd定理 4[33]. 对于任意的  , d-VASS可达性问题在   中.
此结论对复杂性上界的刻画十分优美, 但遗憾的是目前没有相匹配的下界. 事实上, 理论计算机科学界对

VASS可达性问题的复杂性下界的研究由来已久. 一方面, 早在 1976年该问题可判定性尚且未知时, Lipton[34]就给

出了 EXPSPACE-难的下界归约. 但由于问题复杂, 下界研究随后沉寂了 40余年. 新的突破始于 2020年, Czerwiński
等人 [35]借鉴 Lipton 的证明方法开创了一套普适性强的归约流程, 并给出了首个非初等的 Tower-难下界. 该工作

发表于 Journal of the ACM. 接着在 2021 年, Czerwiński 等人 [14]和 Leroux[15]通过巧妙地改进流程细节, 为一般

VASS可达性问题提供了匹配的 Ackermann 下界, 一个开放多年的复杂性问题至此得到解决. 另一方面, d-VASS
可达性问题的参数化下界更具挑战性. 经过研究者 [36−38]的不断努力, 目前最先进的结果如下.

d ⩾ 3定理 5[36]. 对于任意的  , (2d + 3)-VASS可达性问题是 Fd-难的.
除了结论之外, 改进过程本身亦有重要的参考价值, 接下来我们将总结自 1976年以来人们为解决下界问题所

提出的研究方法, 指出不同方法的使用范围和局限性, 以期对未来的相关工作有所启发.

 3.1   Lipton 证明技术

Lipton给出了 VASS可达性问题的第 1个非平凡复杂性下界——EXPSPACE-难. 其原方法是基于并行程序

(parallel program)进行的, 文献 [16] 中对此有详尽的描述, 在此不再赘述. 在第 3.1.1节中, 我们将基于更为现代的

计数器程序方法给出一个全新的证明, 并在第 3.1.2节分析 Lipton方法的局限性及其对后续研究工作的启发.

 3.1.1    EXPSPACE-难归约

22n -
22n-BCM M

P

M

本节介绍 Lipton的证明思路. 首先, 我们需要选择合适的问题用于归约. 引理 2表明   有界计数器机器可达

性问题是 EXPSPACE-难的, 本节正是从此问题出发进行归约. 给定一个    , 我们接着将其归约到一个计

数器程序  . 由于计数器机器和计数器程序唯一的区别在于前者可以测零, 但后者不具备此能力, 故归约的关键在

于: 如何使用一个程序模拟   中的每一次测零? 事实上, 后续每一次下界提高的背后都蕴含着模拟测零技术的

改进.

x 0 ⩽ x ⩽ b b b

x ⩽ 0 x = 0 b

22n 220
, 221
, . . . , 22n

在第 2.2.3.1 节我们曾提到一种简单的测零技术: 当已知计数器   满足   时, 只需执行“x+=  ; x−=  ;”
程序. 若该语句顺利执行, 定有  , 从而  . 当上界   充分小 (关于输入规模成指数量级)时, 可以高效构造出

这条语句. 但显然   不符合此情形. 最终, Lipton 巧妙地通过递归构造出了上界序列  .

Ai = 22i xi xi xi+ xi = Ai

xi+ xi = Ai yi+ yi = Ai si+1+ si+1 = Ai+1 si+1 Ai+1 = A2
i si+1 Ai+1

xi, yi Pi

定义  , 构造过程中为了保证某个计数器   是 Ai-有界的, 只需定义辅助计数器   使得   即可.

假设已有  ,  ,  , 需要对   测零, 又观察到有  . 为了实现   +=   的效

果只需用   构造图 6中程序   所示的双层循环.

 
 

loop

ix +=1, ix -=1;

loop

iy +=1, iy -=1,

1ir + +=1, 1ir + -=1;

zero-test ( iy );

zero-test ( ix );

loop

iy -=1, iy +=1,

is +=1, is -=1;

1�lagy i+ =
goto zt i ;

ry i : skip ;

loop

ix +=1, ix -=1;

loop

iy +=1, iy -=1,

1is + +=1, 1is + -=1;

reset ( iy ) ;

reset ( ix ) ; goto end;

zt i : zero-test ( is ) ;

do �lagy i -=1, goto ry i ;

or �lagxi -=1, goto rxi ;

end: halt

Pi reset zero-test (Si+1)

;

;

图 6　Lipton的模拟测零技术
 

xi = yi = si+1 = 0 xi = yi = Ai, si+1 = Ai+1

xi、yi、si xi、yi yi

xi 4i

yi yi yi、yi si、si yi = 0, yi = Ai

在初始   的情形下, 此段程序可以执行完全, 最终  . 但此段程序有两个问

题: 其一, 它没有恢复   的状态, 无法用   进行下一次测零; 其二, 它是递归构造的, zero-test( )和 zero-
test( )各需要使用两对辅助计数器, 使得最终整个程序需要使用   个计数器, 这显然是无法高效完成的. 为此, 可
以将 zero-test( )替换成图 6中的 reset( ), 将   的值记录到   的同时重置为  , 随后通过 zero-
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si yi xi si zti flagxi

flagyi rxi ryi si+1

test( )等效实现对   的测零; zero-test( )同理. 因为有两处会跳转到 zero-test( )的入口   处, 这里分别用 

和   作为信号, 确保完成测零后准确跳转回对应的位置 (  或  ). 最终完整的程序如图 6 中 zero-test( )
所示.

si+1 si+1 si+1 xi+1 xi+1 = Ai+1

xn+ xn = An

注意到, 若我们将 zero-test( )中的“   +=1;   −=1;”这一句替换成“   +=1;”, 最终可以构造出  .
至此, 我们足以完成测零的模拟和对   的递归构造. 如下定理成立.

定理 6[34]. 一般 VASS可达性问题是 EXPSPACE-难的.

22n - ⟨M,1n⟩ a、b、c

a = b = c = An xi、xi、yi、yi、si、si flagxi flagyi i ∈ [n−1]

P M a a a

a a、a a M P

P 8n−2

22n -BCM ⩽p

证明: 给定   有界计数器机器可达性实例  , 不妨设其使用的计数器为  . 用前文阐述的方法构

造出  , 此过程需要使用辅助计数器  、  和   ( ). 随后用计数器

程序   模拟   的每条语句, 并将测零语句替换成对应的模块, 例如“zero?   ” 应该替换为“zero-test( ); zero-test( );”
(只使用 zero-test( )会对调   的值, 需要使用 zero-test( )对调回来). 易知若   有完全运行则   也有完全运行,
否则   会在某次模拟测零的过程中终止执行. 同时, 最终的程序只使用   个计数器, 整体长度至多存在一个多

项式的放大, 因此可以在多项式时间内构造完毕, 从而有   reachability   CP reachability. 最终由引理 2得
出结论: 一般 VASS可达性问题是 EXPSPACE-难的. 证毕.
 3.1.2    Lipton 方法的局限性与启发

Lipton给出了一般 VASS可达性问题复杂性的首个非平凡下界, 他的证明方法是开创性的. 但后继研究表明,
这种方法有较大的局限性. 本节将详尽分析其局限性与相应改进思路.

P

P

P a M P

● 技术局限. 回顾定理 6证明中所有模拟测零模块的行为都是完全确定的, 以至于最终并不需要判定“   存在

0-执行”这么强的条件, 只需判定   存在完全执行即可. 换而言之, 我们实际上证明的是: 一般 VASS的可覆盖性问

题是 EXPSPACE-难的. 另外, 在程序   末尾添加“loop   +=1;” 语句可以使得若   存在 0-执行当且仅当   停机后

终止格局的取值情况有无限种, 于是一般 VASS的有界性问题也是 EXPSPACE-难的. 1978年, Rackoff[13]给出了

可覆盖性问题和有界性问题的上界, 故有如下命题.
命题 3[13,34]. 一般 VASS的可覆盖性问题和有界性问题都是 EXPSPACE-完备的.

换言之, Lipton的证明思路存在 EXPSPACE“壁垒”: 无法使用类似的归约方法得到任何严格更难的复杂性下

界 (如 Tower-难). 但由于可达性问题上下界之间差距巨大, 人们倾向于相信其一定具有严格更高的下界. 为了得

到这样的突破, 我们须在归约时构造一类行为并非完全确定的程序, 使其执行完全后至少有一个计数器的值无法

确定. 换言之, 我们须通过判定这些计数器最终的取值是 0来保证程序中所有模拟测零是成功的; 若我们的程序不

满足此性质, 则此次构造能够证明出的下界一定不比 Lipton的高.
● 正面启发. 从 Lipton的证明中还可以提炼出一种模拟测零的思路.

x x+ x = f (n) f (n)1) 构造不变量: 若需要对   进行模拟测零, 维护形如   的不变量是有帮助的, 其中,   与用于归约

的问题有关.

x、y

s s

2) 复用计数器: 多次模拟测零时, 不能为每一次模拟单独写一个独立的程序片段, 否则可能会造成使用的计数

器数量超指数量级. 我们更应当思考如何去复用计数器, 例如对   测零时, 可以通过类似 reset的模块将它们的

值统一记录到某个计数器   上, 通过对   的模拟测零间接实现原目的.

x+ x = f (n) x x s

x、x M m s

s ⩽ 2m f (n) s = 2m f (n) x = f (n)

M m s = 2m f (n) M

结合上述两点, 我们可以观察到: 若已构造出  , 每次对   测零时我们不妨将   的值转移到   上. 注
意, 此过程会对调   的值, 为了恢复原值我们需要再操作一次. 假设待模拟机器   一共进行了   次测零且   初

始化为 0, 则完全执行后都应当满足  , 同时若   则说明每次测零时   都成立, 即原机器

 的   次测零都成功了. 最终, 通过判定停机后   是否成立即可说明   是否存在 0-执行.

2m f (n) m

x+ x = f (n) s = 2m f (n)

s s s = 0 m ∈ N
s = 2m f (n) m M M

上述方法依然存在问题: 首先,   往往是个大数, 无法在归约的时候直接构造出来; 其次,   的精确值大

部分情况下都是未知的. 针对第 1 点的解决方案是: 既然可以构造  , 我们不妨初始化  , 每次

转移不是增加    而是减少   , 最终判定    是否成立即可. 而后者要求我们必须能够针对无限个    构造出

, 这样总会有充分大的   可以覆盖   的测零次数, 随后我们在   停机前添加若干次测零使得最终总测
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m零次数恰好是   即可, 其代价是需要引入一个辅助计数器记录剩余可用测零次数. 但即便是在最新的工作里, 常数

个计数器的代价也并不算高.
至此, 我们得到了一套相当完善的测零方法. 归约中的关键步骤仅剩以下两步.

x、x f (n)1) 构造一对计数器  , 使其总和等于某给定函数  .
m ∈ N f (n) m、2m f (n)2) 对任意   和给定的  , 构造一对值分别等于   的计数器.

事实上, 后续所有工作中几乎都涉及了此测零方法和上述步骤的变体. 在接下来的几节, 我们将会看到此方法

的具体应用以及研究者是如何通过不断改进这一技巧得到更好的下界的.

 3.2   下界证明框架

x = f (n) m、2m f (n)

Czerwiński等人 [35]形式化了第 3.1.2节中的想法, 他们将实现步骤 1) 的程序模块称作放大器 (amplifier); 放大

器构造出的计数器   和步骤 2) 中值分别为   的计数器共同称为乘法三元组 (multiplication triple).
后续工作 [14,15,35−38]均沿用了相同的思路, 但不同研究者的定义方式不同, 这对该方法未来的改进与推广十分不利.
我们将在第 3.2.1节中严格给出三元组和放大器的一般定义, 随后在第 3.2.2节介绍了基于二者的通用模拟测零技

巧与下界证明框架, 并在后文中以此框架统一地梳理近些年的进展.
 3.2.1    乘法三元组与放大器

本节给出乘法三元组和放大器的定义, 相关文献中具体使用的不同定义均与此等价. 乘法三元组可以推广到

更一般的情形: 任给一个三元不变量 inv, 我们均可按照如下方式定义一个 inv-三元组.
inv : N3→ N τ = (a,b,c,A,B,X) A,B ∈ N X

a,b,c ∈ X a = A, b = B, inv (A,B,c) = 0 x ∈ X\{a,b,c} x = 0

定义 3. 给定函数  , 一个 inv-三元组形如  , 其中,  ;   是计数器的有限集;
 是 3个计数器, 它们满足   且对任意   都有  .

A τ B

c a、b inv
inv inv (A,B,C) =C−AB

直观上,   代表   允许的测零次数的 2倍, 需为偶数;   代表待测零计数器值应当满足的上界, 通常是某个增长

超过指数量级的函数;   用于在每次模拟中记录下待测零计数器的信息, 故应和   保持某些不变量关系  . 若
 定义为  , 对应的 inv-三元组即乘法三元组, 本节仅讨论乘法三元组.

X = {x1, . . . , xk} P X

τ = (a,b,c,A,B,X) x ∈ Z ⊆ X x = 0

α β P α β

考虑某个使用计数器   的程序  , 由于乘法三元组确定了   中所有计数器的值, 后文有时直接用

 来指定初始或终止格局. 此外, 若某次完全执行后对任意计数器   都有  , 则此次执

行称为 Z-执行. 若某次 Z-执行初始格局为  , 终止格局为  , 则称   可以从   出发 Z-计算出  .

f (n) ⩾ n Ampl = (P,X, (a′,b′,c′) , (a,b,c) ,Z)定义 4. 给定  , 一个 f(n)-放大器是一个 5-元组  .

P X ⊇ Z∪{a,b,c}∪ {a′,b′,c′}●   是一段计数器程序, 它使用的所有计数器集合为有限集  .

a,b,c,a′,b′,c′ ∈ X a′、b′、c′ a、b、c Z , ∅●   是计数器;   称为放大器的输入;   称为放大器的输出;   是一组控制计

数器.

As,B ∈ N (a′,b′,c′,As,B,X) At ∈ N (a,b,c,

At, f (B),X)

● 若存在   ,  使得    构成一个乘法三元组 ,  则任意 Z-执行后存在    使得  

 构成一个乘法三元组.

A,B ∈ N As ∈ N τs = (a′,b′,c′,As,B,X)

τt = (a,b,c,At, f (B) ,X) At ⩾ A

● 对任何   , 存在   , 使得: 若    构成一个乘法三元组, 则从该格局出发可以

Z-计算得到某个   使得  .

Z Z

Z , ∅ {a,b,c}、 {a′,b′,c′}、Z c′ ∈ Z

引入控制计数器集合   可弥补 Lipton方法的局限: 将通过判定   中计数器的取值是否为 0来“控制”程序终止

于某个希望的格局. 为此   是必须的. 注意,   不必互斥, 一般而言至少有  . 事实上这

3组计数器的复用程度往往对 d-VASS复杂性下界有显著影响.
 3.2.2    通用模拟测零技术

第 1.4.1节定义了计数器机器 f(n)-有界可达性问题, 基于乘法三元组和放大器, 我们有如下引理.

f (n) Ampln = (Pn,Xn, (a′,b′,c′) , (a,b,c) ,Zn) Pn

poly (n)

引理 10. 给定   , 若存在一族 f(n)-放大器    使得其中程序    长度为

, 则有如下结论.

⩽p1) CM f(n)-bounded reachability   VASS reachability.

|Xn| n d ⩽p2) 当   是个与   无关的常数   时, CM f(n)-bounded reachability  (d + 3)-VASS reachability.
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M、1n M x,y,z < X

X′n = Xn∪{x,y,z} P′
证明: 给定计数器机器 f(n)-有界可达性问题实例  , 不妨假定   使用的计数器是   (我们总能通

过重命名达到这个目的), 构造使用计数器   的程序  , 如图 7所示.
  

b′ += n ;

loop a′ +=1, c′ += n ;

nP ;

M ′ ;

loop

zero-test ( x ) ;

do half-zero-test ( x ) or skip ;

loop b -=1;

loop y -=1, x +=1, c -=1;

loop z -=1, y +=1, c -=1;

loop b -=1, z +=1, c-=1;

a -=1

loop b +=1, z -=1, c -=1;

loop z +=1, y -=1, c -=1;

loop y +=1, x -=1, c -=1;

a -=1;

P′ zero-test (x)

;

;

M图 7　使用放大器和乘法三元组模拟   的执行
 

P′   可以划分为 3个阶段.
a′ = As c′ = Asn

P τs =
(
a′,b′,c′,As,n,X′n

)
.Ampln f (n) Pn x、y、z

Xn
′ τs τt =

(
a,b,c,At, f (n) ,X′n

)
1) 初始化阶段. 第 1 个 loop 语句构造了一个平凡的乘法三元组, 若其完全执行后  , 则一定有  ,

因此执行   前的初始格局是   是一个   -放大器, 它的程序   不改变   的值,
可以看作计数器集合为   的 f(n)-放大器, 因此从   出发可以 Zn-计算出某个  .

M′ M M x k M′ x k b k x

k x k b k b x+ y+ z+b M′ τt

x = y = z = 0, b = f (n) t x+ y+ z+b = f (n)

M M′

α
zero-test(x)−−−−−−−→ β c、a 0 ⩽ ∆c ⩽ 2(α (y)+α (z)+α (b)) = 2( f (n)−α(x)) ∆a = 2 ∆c =

2 f (n) α (x) = 0 α、β a、c

2) 模拟阶段.   由   变换而来. 首先对于   中形如   +=   的语句, 则   中需转换为   +=  ;   −=  ; 形如   −=
 的语句, 则转换为   −=  ;   +=  , 即借用计数器   辅助维持   总量不变. 注意, 执行   前的格局   满足

, 因此每次执行完模拟后都有  . 其次, 对跳转语句的模拟是平凡的, halt 语
句直接忽略. 最后, 考虑    中形如“zero? x”的语句, 在    中需转换为图 7 中 zero-test(x) 所示的程序模块. 设

, 则计数器    的减少量分别满足   ,  . 注意, 

 当且仅当  , 并且此时   在除了   的计数器上取值是一致的, 此情况称作一次完全的模拟.
a M′

a

x x a

x、y、z、b

3) 结束阶段. 乘法三元组中   的值指定了对应的模拟测零次数, 若   中未完成对应次数的模拟测零, 我们则

需要在结束阶段非确定地循环若干次测零模块来完成对   的清零. 随后非确定地选择执行 1 次或 0 次模块 half-
zero-test( ), 即 zero-test( ) 的前 4 行, 此处是为了使得即便   的值为奇数也能被置零. 最终, 使用循环语句将

 清零.
M k R A = 2k Ampln As

Pn τs =
(
a′,b′,c′,As,n,X′n

)
τt =
(
a,b,c,At, f (n) ,X′n

)
At ⩾ A P′ R′

As Pn τs Pn τt R′ R

R x+ y+ z ⩽ f (n)

M′ β β(a) = At −2k, β (c) = (At −2k) f (n) At −2k

a = c = 0 Pn a、b、c a、b、c

正确性分析. 假设   存在一个使用了   次测零的 f(n)-有界 0-执行  , 令  , 由   的性质可知: 存在 

使得   能够从   出发 Z-计算出   使得  . 考虑   的执行  , 它在初

始化阶段恰好循环   次, 使得执行   前初始格局恰好是  , Z-执行完程序   可以构造出  . 随后用   模拟  , 因
为   中每个格局都满足  , 这是可以做到的. zero-test 模块的性质保证存在一条路径使得最终执行完

 后的格局   满足     , 让结束阶段循环恰好   次且每次模拟测零都是完全

的, 则最终  . 由于执行完   后,   外计数器的值为 0且不再改变, 计数器   也被清零了, 可以

确定终止格局为 0.
P′ R′ R′ As τs =

(
a′,b′,c′,As,n,X′n

)
Z Pn R′ Pn

Z At τt =
(
a,b,c,At, f (n) ,X′n

)
a,c = 0 At/2

β (c) = 0 β

R′ M′ M R R′ x+ y+ z ⩽ f (n)

R

反之, 假设   存在一个 0-执行  , 则在初始化阶段,   对某个   构造出了  . 由于模拟阶

段和结束阶段不改变   中计数器的值, 因此这些计数器在执行完   后就为 0. 由此可知,   中对应程序   的部分

是   执行, 存在   使得执行后格局为  . 最终  , 因此模拟阶段和结束阶段共进行了 

次模拟测零和至多 1次半模拟测零, 得到满足   的格局  , 从而每一次模拟测零都是完全的, 且对应的待测

零计数器确实是 0. 考虑   对应程序   的部分, 可以诱导出一个   的完全执行  ; 因为   维持了  ,
因此   是 f(n)-有界的.

M P′ P′ |Xn|+3

⩽p |Xn| n d

⩽p

综上,   存在 f(n)-有界 0-执行当且仅当   存在 0-执行.   使用了   个计数器, 整体上是多项式长的, 因
此 CM f(n)-bounded reachability   VASS reachability. 当   是个与   无关的常数   时, 该结论可以更精细地表述

为 CM f(n)-bounded reachability  (d + 3)-VASS reachability. 证毕.
此引理为本节核心内容, 其主要贡献如下.
1) 引入了基于乘法三元组的通用模拟测零技术.

{Ampln}2) 介绍了给定一族 f(n)-放大器   后, 模拟 f(n)-有界计数器机器的一般方法.
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f (n)

f (n) = tower (n) |Xn| n

fk (n) = k-exp (n) = 2.
..2n}

k times k

X n (k+1) -exp (n)-

这使得在后续的证明中, 我们无须再关注繁琐的模拟步骤, 只需对给定的   构造计数器尽可能少的 f(n)-放
大器即可. 对于   的情形, Czerwiński等人 [35]构造出了一族 tower(n)-放大器, 但   和   呈线性关系,

因此只能证明一般 VASS 可达性问题是 Tower-难的. 但如果考虑   且固定  , 他们

实际上构造了一族一致 (计数器集合   与   无关)的 k-exp(n)-放大器. 和引理 2同理可证, 计数器机器 

可达性问题是 k-EXPSPACE-难的, 最终有如下定理.
定理 7[35]. (k + 13)-VASS可达性问题是 k-EXPSPACE-难的.
但文献 [35] 的构造方式过于繁琐, 且在最新技术下完全可以使用常数个计数器完成 [37], 因此我们认为其技术

参考价值不大, 故省略证明细节.
 3.2.3    d-VASS相关非初等下界总览

由于一般 VASS可达性问题下界是非初等的, 上界甚至是非原始递归的, 我们有理由相信 Fd-难问题可以归约

到某个维度的 VASS上. 根据引理 10和推论 1, 有如下推论.
d ⩾ 3 Ampld = (Pd,Xd, (a′,b′,c′) , (a,b,c) ,Zd) Pd p (n) ∈

F<d D =max (|Xd | ,2+ |{a,b,c}∪Zd |)
推论 2.   时, 若存在一族 Fd(n)-放大器   使得程序   的长度为 

, 令  , 则 D-VASS可达性问题是 Fd-难的.
D Xd

a, b, c Zd |Xd | − |{a,b,c}∪Zd |
D = |Xd |+max (0,2− |Xd |+ |{a,b,c}∪Zd |)

证明: 只需给出   的计算, 其他和引理 10同理. 事实上, 在初始化阶段结束后   中的计数器可分为 3类: 输出

; 控制计数器  ; 剩余的   个可复用计数器. 模拟阶段的两个计数器完全可以从可复用计数

器里选择 (如有), 因此整体只需   个计数器. 证毕.
Ampld = (Pd,Xd, (a′,b′,c′) , (a,b,c) ,Zd) |Xd |

D (d) D (d)

若能构造一族 Fd(n)-放大器   并考察其计数器的个数  , 根据上述推论

便可得到 d-VASS可达性问题的相关下界. 当然, 后续研究证明这是可以做到的, 同时人们还探讨了使得 D(d)-VASS
可达性是 Fd-难的函数   的形式. 显然   增长速度越慢, 对应的下界与上界越接近, 目前最新研究成果已将

此优化为线性函数的形式, 相关结论可以总结如图 8 所示. 此图中的箭头表示技术之间的依赖关系. 总体而言,
Fd(n)-放大器构造技术可以分为两条路线.

路线 1. Czerwiński等人基于递归的构造方法.
路线 2. Leroux的基于向量编码的构造方法.

  
(3d+2)-VASS

Czerwiński等人[36]

(2d+4)-VASS

Leroux[38]

(2d+3)-VASS

Czerwiński等人[37]

6d-VASS

Czerwiński等人[14]

(4d+5)-VASS

Leroux[15]

路线1

路线2

图 8　d-VASS可达性问题复杂性下界
 

目前最好的构造集两者所长, 最终证明了 (2d + 3)-VASS 可达性是 Fd-难的. 我们将在第 3.3 和 3.4 节分别介

绍这两条技术路线, 并在第 3.5节给出最优下界的证明方法.

Fd (n) 3.3   递归构造   -放大器

Fd (n)

F1 (n) = 2n k ⩾ 1 Fk+1 (n) = F(n)
k (1) {Fd (n)}d∈N

Czerwiński等人 [14]和 Leroux[15]的思路是根据   的定义式 (3)、(4)递归地构造出 Fd(n)-放大器. 但为了方

便构造, 可以考虑重新定义   以及当   时  , 这样得到的一族新的快速增长函数 

和前文中的定义在量级上是一致的. 更具体地说, 构造过程有以下两步.
Ampl11) 构造一个 F1(n)-放大器  .

Amplk Amplk Amplk+12) 假设已经得到了 Fk(n)-放大器  , 通过   构造出  .
{Ampld}d∈N根据数学归纳法可知, 只要完成上述两步, 即可构造出一族 Fd(n)-放大器  .

陈蔚骏 等: 向量加法系统可达性问题复杂性下界研究综述 17



P1 Ampl1 =
(
P1,X1,

(
a′1,b

′
1,c
′
1

)
, (a1,b1,c1) ,Z1

)
X1 =

{
a1,b1,c1,a′1,b

′
1,c
′
1, t1
}

Z1 =
{
a′1,b

′
1,c
′
1, t1
}

F1 (n) = 2n Ampl1

t1

F1(n)-放大器的构造是平凡的 ,  例如图 9 中程序    给出了   ,  其中 ,
,  . 容易验证其满足放大器的性质, 因为  ,   是 F1(n)-放大

器. 这里根本没有使用到辅助计数器  , 但为了后文叙述方便, 还是假设存在这样一个计数器.
k ⩾ 1 Amplk =

(
Pk,Xk,

(
a′k,b

′
k,c
′
k

)
, (ak,bk,ck) ,Zk

)
Zk ={

a′k,b
′
k,c
′, t′k
}

P′k+1 Zk+1 =
{
b′k+1

}
Xk+1 = Xk ∪

{
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1

}
假设对某个   ,  我们已经得到了一个 Fd(n)-放大器   ,  其中 ,  

, 需构造出一个 Fk + 1(n)-放大器. 由于计数器程序表达能力有限, 直接构造难度较大, 不妨先构造一个测

零计数器机器. 考察图 9中的计数器机器  , 令  ,  .
  

loop

1a′ -=1 1a +=1

loop

1
b′ -=1

1
b +=2

loop

1c′ -=1 1c +=2

k
b′ +=1;
loop

k
a′ +=1

k
c′ +=1

loop

;
k
P zero?

k
a′ ,

k
b′ ,

k
c′ ,

k
t ;

loop
k
a -=1

k
a′ +=1

loop
k
b -=1

k
b′ +=1

loop
k
c -=1

k
c′ +=1

zero?
k
a ,

k
b ,

k
c ; 1kb +′ -=1;

P1 P′k+1

;

;

;

;

;

;

;

,

,

,

,

,

,

,

Fd (n)图 9　   -放大器的递归构造
 

τs =
(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1,As,B,Xk+1

)
A0 ∈ N

τ0 =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A0,1,Xk

) Amplk Zk Pk τ′0 = (ak,bk,ck,A′0,

Fk(1),Xk) ak、bk、ck Pk τ1 =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A1,Fk (1) ,Xk

)
A1 = A′0 Pk B τB =

(
a′k,b

′
k,c
′
k,AB,Fk+1 (B) ,Xk

)
● 假设某 Zk + 1-执行从格局乘法三元组   出发, 则前两行可以对任意   构造乘

法三元组   ; 因为    是 Fk(n)-放大器, 对    的测零保证执行    后得到  

, 随后的 3个循环配合对   的测零使得下一次执行   前格局为  , 其中,
; Zk + 1-执行保证了最终   被准确执行   次, 从而终止格局为  .

AB ∈ N Amplk AB−1 ∈ N
τB−1 =

(
a′k,b

′
k,c
′
k,AB−1,F

(B−1)
k (1) ,Xk

)
τB =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A

′
B,F

(B)
k (1) ,Xk

)
A′B ⩾ AB

A0 ∈ N B τ0 =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A0,1,Xk

)
τB =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A

′
B,Fk+1 (B)

)
A′B ⩾ AB A0 τ0 P′k+1 τB

● 相反, 给定  , 由   的性质知: 存在   使得 Zk-执行一次第 2 个 loop 语句的循环体可以从

 计算出  , 其中,  . 不断向前推导可知, 最终存在

 使得 Z k -执行    次相关语句可以实现从    计算出    并使得

. 若第 1个 loop 恰好循环   次, 我们可以构造出  , 从而使得   可以 Zk + 1-计算出  .

P′k+1

P′k+1

Zk+1 =
{
b′k+1

}
目前   可以完成 Fk + 1(n)-放大器的功能, 但因其使用了测零操作故不是计数器程序. 接下来的关键是构造

计数器程序去模拟实现   中的两处测零语句. 这需要引入更多新计数器, 也需要更多控制计数器 (注意, 目前

). 接下来两节分别阐述基于控制计数器的方法和后续的优化.
 3.3.1    控制计数器方法

本节介绍 Czerwiński等人 [14]是如何通过引入额外的控制计数器将图 9中的计数器机器转换为计数器程序的.
此方法看似复杂, 其本质是基于一个简单的事实: 若干个非负整数之和为 0当且仅当每个整数都为 0. 在第 4节中,
我们还能看到该方法的其他相关应用.

P′k+1 ak a k

α0, . . . ,αk−1

考虑图 9 中的  , 其中对   等计数器进行了多次测零, 故考虑: 若对单计数器   进行了   次测零, 至多需要

引入多少控制计数器才能完成模拟? 假设测零前格局分别为  , 则这次执行可以表示为: 

α0
zero?, +d1−−−−−−→ α1

zero?, +d2−−−−−−→ . . . zero?, +dk−1−−−−−−−→ αk−1
zero?−−−→ 0 (9)

a a′ a a′∑k−1

i=0
αi (a) = 0 αi (a) = 0

0 ⩽ i ⩽ k−1 t
∑k−1

i=0
αi (a) t

平凡的方式是每次测零后不再修改   并引入一个副本  , 将剩下对   的操作都转移到   上. 但这样需要线性

个计数器, 对下界的证明十分不利. 注意, 所有计数器的值都是非负的, 因此   当且仅当   对

 都成立, 我们只需使用辅助计数器   记录  , 最终对   测零即可. 应用阿贝尔变换得到:
  ∑k−1

i=0
αi (a) = kα0 (a)+ (k−1)d1+ (k−2)d2+ . . .+dk−1 (10)

因此可以仅使用一个额外的维度按如下方式完成记录:   α0

kα0 (a)

 zero?, +d1−−−−−−→
+(k−1)d1

 α1

kα0 (a)+ (k−1)d1

 zero?, +d2−−−−−−→
+(k−2)d2

. . .
zero?, +dk−1−−−−−−−→
+dk−1

 αk−1∑k−1

i=0
αi (a)

 −−−→zero?
0 (11)

此方法被称作控制计数器方法 (controlling counter technique)[14], 并且可以推广到多个计数器测零次数已知的

情形上.
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P′k+1 tk+1 ik+1 0 B−1 ak B

i bk ik+1 tk+1 tk+1 B− ik+1 Pk ak

tk+1 i Pi
k

Pk+1

对于  , 我们引入辅助计数器  , 用   从   到   记录当且循环的次数. 以   为例, 它一共进行了   次测

零, 第   次循环时的   −=1位于第   次测零前, 因此需要修改   如下:   −=  , 其他计数器同理.   中对 

等计数器也有增减, 因此也需要在其中对   做出调整, 记第   次循环中调整后的程序为  , 最终可以初步得到图 10

中没有测零语句的程序  .
 
 

k
b′ +=1, 1kt + += 1kb +′ ;

loop
k
a′ +=1, '

k
c +=1, 1kt + +=2 1kb +′

loop
i

k
P ;

loop
k
a -=1,

k
a′ +=1, 1kt + -=1;

loop
k
b -=1,

k
b′ +=1, 1kt + -=1;

loop
k
c -=1,

k
c′ +=1, 1kt + -=1;

1kb +′ -=1; 1ki + +=1;

loop

1kb +′ -=1, 1kb +′ +=1, 1kt + +=1;

zero-test ( 1kb +′ )

loop

1kb +′ +=1, 1kb +′ -=1

zero-test 1kb +′ )

Pk+1 tk+1+=b′k+1

(

Amplk+1图 10　基于控制计数器方法完成   的构造
 

Pi
k tk+1 d (B− ik+1) b′k+1 B− ik+1 tk+1

db′k+1 d tk+1 b′k+1 d

b′k+1 b′k+1+b′k+1 Pk+1

τs =
(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1,As,B,Xk+1

)
b′k+1+b′k+1+ ik+1 = B τs

观察可知, 执行    时需要引入形如    +=    的修改, 而此时有    的值恰为   , 只需令    +=

 即可. 事实上, 常量   不会超过 2, 因此可以只通过重复   +=   操作   次实现. 但这显然不是计数器程序允

许的语句格式, 需要替换成图 10右侧的程序片段. 该片段中引入了计数器   使得   之和不变. 当   的

初始格局是   时, 因为不变量   始终成立, 符合使用   模拟测零的前

提, 因此 zero-test 可以和图 7同理实现.

Amplk+1 =
(
Pk+1,Xk+1,

(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1

)
,
(
a′k,b

′
k,c
′
k

)
,Zk
)

Amplk Zk+1 =
{
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1, t

′
k+1

}
Xk+1 = Xk∪

Zk+1∪
{
ik+1, b′k+1

}
. Pk+1 P′k+1

{
b′k+1

}
- Amplk+1

g (1) = |X1| = 6 k ⩾ 1 g (k) = |Xk | = g (k−1)+6 d ⩾ 3

g (d) = 6d exp (d) n

最终我们构造了一个 Fk + 1(n)-放大器  . 其中, 输入计数器是

一组新的计数器; 输出计数器复用了    的输入计数器;  ; 整体上使用了  

 的 Zk + 1-执行相当于   的   执行, 此处不再重新论证为何   符合 Fk + 1(n)-放大

器的定义. 易知计数器总数符合递推关系式   和当   时  , 解得对任意 

都有  . 程序的长度大致为   量级, 与   无关. 因此我们得到如下引理.
d ⩾ 3 Ampld =

(
Pd,Xd,

(
a′d,b

′
d,c
′
d

)
, (ad,bd,cd) ,Zd

)
Pd

2O(d) |Xd | = 6d |Zd | ⩽ 4

引理 11[14]. 当   时, 存在一族 Fd(n)-放大器   使得其中程序   长度

为  ,  ,  .
d ⩾ 3 D =max (|Xd | ,2+ |{ad,bd,cd}∪Zd |) =max (6d,7) = 6d结合推论 2知, 当   时,  , 因此有如下定理.

d ⩾ 3 Fd定理 8[14]. 当   时, (6d)-VASS可达性问题是   -难的.

d

P′k+1 τs =(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1,As,B,Xk+1

)
τs

● 技术局限. 上述方法给出了一般 VASS可达性问题的 Ackermann 完备性, 其重要性不言而喻. 但从维度的

角度思考, 每当   增加 1, 我们便需要引入额外 6 个计数器用于计算, 直观上, 该方法仍有优化空间. 注意, 在使用

放大器时, 我们保证了其初始格局中输入计数器构成乘法三元组, 例如图 9 中的   , 其初始格局是某个  

. 但后续程序并未直接应用该三元组模拟测零, 事实上使用   测零的前提如下.

As P′k+11) 初始格局中   可以设定得充分大, 使之能够覆盖   中测零次数的 2倍.
B B2) 给定计数器上界   后, 后续执行所有格局中待测零计数器值之和都不超过  .

P′k+1 bk+1 Fk+1 (B)

b′k+1, b′k+1 b′k+1+b′k+1 ⩽ B τs

τs

3d

而   中待测零的计数器   最终会增长到   量级, 不可能满足条件 2). 文献 [14]中采取的策略是使用

控制计数器方法将测零转移到一些“小”计数器   上, 它们满足  , 最终用三元组   配合 zero-

test 模块即可完成模拟测零, 但代价是引入 3个额外的控制计数器. 若能够想办法直接使用   测零而不引入多余

的计数器, 则最终可以将定理 8的结论优化到   量级.
 3.3.2    优化: 测零次数与计数器上界的交换

τs = (a′,b′,c′,As,B,X) a′, b′ As

B P′k+1 7B B

P′k+1 A

A τs τt = (a,b,c, At, f (B) ,X)

τt f (B)

Czerwiński等人 [36]注意到任意三元组   中   的角色完全是对称的, 完全可以将   看作

计数器值上界,   用于覆盖测零次数的 2 倍. 观察程序  , 它一共进行了   次测零, 尽管没有被   覆盖, 但已经

是线性关系, 只需对   稍加改进减少测零次数即可; 另一方面待测零计数器的值都是有上界的, 可以通过将   设

定得充分大使得所有待测零计数器值之和都不超过  . 最终一个 f(n)-放大器可以将   放大为     .
在这种对乘法三元组新的解释下,   无法用于 f(n)-有界计数器机器的模拟, 因为   现在是对测零次数的限制.
我们转而考虑计数器机器 f(n)-时间可达性问题, 有如下引理.
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d ⩾ 3 Ampld = (Pd,Xd, (a′,b′,c′) , (a,b,c) ,Zd) Pd p (n) ∈
F<d D =max (|Xd | ,2+ |{a,b,c}∪Zd |)

引理 12.   时, 若存在一族 Fd(n)-器    使得其中程序    长度为  

, 令  , 则 D-VASS可达性问题是 Fd-难的.

a、b a x+ y+a = A b

证明: 与引理 10、推论 2同理, 只需将归约问题改为计数器机器 Fd(n)/2-时间可达性问题, 并对调模拟和结束

阶段中三元组内   的角色:   用于维持不变量  ;   用于记录测零次数, 每次减 2.
B/2 P′k+1 ⩾ B

F1 (n) = 2n k ⩾ 1 Fk+1 (n) = F(n/4)
k (4) Fd : N4→

N4 N4 n N4

B ∈ N4 Zk

Z1 P1 (a′,b′,c′,a,b,c; l)

为了解决三元组只能进行   次测零, 但   中却需要进行   次测零的问题, Czerwiński等人 [36]使用了快速增

长函数的另一等价定义 (等价性证明见原文):   以及   时  . 最终得到一族 

, 这里,   表示 4的自然数倍数. 函数族的定义域限制并不影响引理 12的正确性, 因为将   替换成为稍大的 

中的数是容易的. 本节后续证明中仅考虑满足   的乘法三元组. 同时, 为了减少   中的计数器数量, 我们必须

从   开始优化. 定义计数器程序   如图 11所示.
 
 

loop

loop a′ -=1, a +=1, c′ -=1, c += l ;

loop a′ +=1, a -=1, c′ -=1, c += l ;

b′ -=2, b += 2l ;

loop a′ -=2, a +=2, c′ -=2, c += 2l ;

b′ -=2, b += 2l ;

k
b′ +=4;

loop
k
a′ +=1,

k
c′ +=4;

loop

k
P ; zero-test (

k
c′ )

( )1 , , , , , ;1
k k k k k k

P a b c a b c′ ′ ′
zero-test (

k
c )

k
P ; zero-test (

k
c′ )

loop 1k
a +′ -=1, 1k

c +′ -=2;

zero-test ( 1k
a +′ )

P1 (a′, b′, c′, a, b, c: l) Pk+1

图 11　优化后的 Fd(n)-放大器
 

X = {a,b,c,a′,b′,c′} l = 2 Ampl1 =
(
P1,X1,

(
a′1,b

′
1,c
′
1

)
, (a1,b1,c1) ,

{
c′1
})

P1 = P1
(
a′1,b

′
1,c
′,a,b,c;2

)
, X1 =

{
a1,b1,c1,a′1,b

′
1,c
′}设  , 容易验证   时即可得到一个 F1(n)-放大器  ,

其中,  .

Amplk =
(
Pk,Xk,

(
a′k,b

′
k,c
′
k

)
, (ak,bk,ck) ,Zk

)
Zk =
{
c′k
}

Pk+1

a′k+1, b′k+1, c′k+1

Xk+1 = Xk ∪
{
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1

}
Zk+1 =

{
c′k+1

}
假设我们已经得到了一个 Fk(n)-放大器  , 其中,  , 构造   如

图 11所示. 程序中的测零使用   构成的三元组模拟, 需要对其中的加法语句进行适当的互补操作, 此
处隐去了这些操作. 令  ,  .

τs =
(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1,As,B,Xk+1

)
τs Xk

A1 τ0 =
(
a′k,b

′
k,c
′
k,A0,4,Xk

)
c′k

Pk τ0 τ′0 = (ak,bk,ck,A1,Fk (4) ,Xk) A1 ck

P1
(
ak,bk,ck,a′k,b

′
k,c
′;1
)

τ1 =
(
a′k,b

′
k,c
′,A1,Fk (4) ,Xk

)
B = 0 (mod 4)

τs B/2 Pk B/4 τt = (ak,bk,ck,

AB/4,F
(B/4)
k (4) ,Xk+1

)

● 假设初始格局为  , 将任意从   出发的 Zk + 1-执行限制在计数器集合   上, 第 1
个 loop 语句对某个   构造了三元组  . 第 2个 loop 语句对   的模拟测零保证了该执行对应

 的一次 Zk-执行, 因此将   放大到了  , 其中,   是某个自然数; 对   的模拟测零保证了

该执行对应   的一次{ck}-执行, 得到  . 由于  , 乘法三元

组   保证一次 Zk + 1-执行中恰好能够进行   次模拟测零, 从而   可以循环执行   次, 最终得到 

.

A ∈ N B ∈ N4 Amplk As ∈ N Pk+1 τs = (a′k+1,

b′k+1,c
′
k+1,As,B,Xk+1) τt = (ak,bk,ck,A,Fk+1 (B) ,Xk+1) At ⩾ A

● 若给定   ,  其中 ,   ,  借用    的性质不断倒推可知 :  存在   ,  使得    能从  

 Zk + 1-计算出某个   使得  .

Amplk+1 =
(
Pk+1,Xk+1,

(
a′k+1,b

′
k+1,c

′
k+1

)
, (ak,bk,ck) ,Zk+1

) |Xd | = 3d+

3 |Zd | = 1 2O(d)

综上,   是一个 Fk + 1(n)-放大器. 由构造过程可知: 
,  , 程序长度为  , 从而有如下引理.

d ⩾ 3 Ampld =
(
Pd,Xd,

(
a′d,b

′
d,c
′
d

)
, (ad,bd,cd) ,Zd

)
Pd

2O(d) |Xd | = 3d+3 |Zd | = 1

引理 13[36].   时, 存在一族 Fd(n)-放大器   使得其中程序   长度为

,  ,  .
d ⩾ 3 D =max (|Xd | ,2+ |{ad,bd,cd}∪Zd |) =max (3d+3,4) = 3d+3 b′d P′

n, n−1, . . . , 0 b′d n2O(d)

当   时,  . 注意,   只会减少, 因此在图 7 的   中

可以使用   替换每次   的出现, 从而减少一个计数器, 代价是程序长度变为  . 因此有如下定理.
d ⩾ 3定理 9[36].   时, (3d + 2)-VASS可达性问题是 Fd-难的.

3d+Ω (1)

相较于定理 8, 这是一个更好的下界. 事实上, 在不复用任何一组三元组中的计数器的情况下, 计数器数量必

然有   的下界, 此方法已经几乎对应此时的最优下界了.

 3.4   快速增长函数的向量编码

本节介绍 Fd(n)-放大器的构造路线 2: Leroux[15,30]的基于向量编码的构造方法. 与第 3.3节中阐述的思路不同,
2021年 Leroux[15]在构造 Fd(n)-放大器的过程中巧妙地使用向量对一般形式的快速增长函数进行编码, 同时用程序
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模拟函数求值的过程. 此方法虽然较为复杂, 但提供了更广阔的思路, 同时得到的下界相对而言更好. 本节将对这

一方法做详细介绍.
u ∈ Nd对于向量  , 定义如下一般形式的快速增长函数: 

Fu = F(u(d))
d ◦F(u(d−1))

d−1 ◦ . . .◦F(u(1))
1 (12)

u i Fi (u,n) Fu (n)

Val Nd ×N→ N, (u,n) 7→ Fu (n) Val Val (ed,n) = Fed (n) = Fd (n) Val (0d,Fd (n)) =

Id (Fd (n)) = Fd (n) Id : N→ N (ed,n) (0d,Fd (n)) Fd (n)

(ed,n) = n (0d,Fd (n)) = Fd (n)

λ = (u,n) : [d]0→ N λ (0) = n i ∈ [d] λ (i) = u (i) n

λ 0

即   的第   个元素对应公式 (12)中   复合的次数. 于是, 元组   可以用于编码唯一的函数值  , 我们将这个

映射关系记作  : . 显然   不是单射, 例如  , 
, 其中,   是恒等函数. 因此   和   都是值   的有效编码, 二者的区别在

于  , 因此是可以高效构造的编码;   是个大数, 无法直接构造但却可以在乘法三元组中直

接使用. 下面我们将这种编码记作  , 并且定义   以及当   时  , 这相当于将 

看作   的第   维. 利用这种编码, 我们可以构造 Fd (n)-放大器如下.

τs = (a′,b′,c′,As,B,X) λ0 = (ed,B)1) 假设初始格局为  , 构造编码  .
λ λ′ λ′<lexλ2) 构造一段计数器程序将一个给定编码   转换为等价的编码   使得  .

(ed,B) = λ0→ λ1→ . . .→ λk = (0d,Fd (B)) λk

τt = (a,b,c,At,Fd (B) ,X)

3) 不断执行上述程序直到无法继续, 完成转换:  , 根据最终得到的 

构造三元组  .

⩽lex λ′⩽lexλ λ′ (i) , λ (i)的下标i λ′ (i) ⩽ λ (i)

0d d

步骤 2) 中使用的序关系   是字典序,   当且仅当最大的使得   满足  . 显然

 是所有   维向量中字典序最小的, 这也是步骤 3) 的转换能够终止的原因. 整个过程的关键是如何找到合适的变

换并且构造对应的程序.

λ = (u, x) u 0 Val (λ) = x

λ index (λ) =min{i ∈ [d] : u (i) , 0} index (λ) = i0 Val (u, x) = F(u(d))
d ◦F(u(d−1))

d−1 ◦ . . .◦F(u(i0))
i0

(x)

Fi0

给定  , 若   的元素全为  , 则  , 无法也不需要继续进行变换, 这种情况我们称作是平凡的. 若
 非平凡, 则可定义  , 不妨设  , 则  ,

对复合序列的末端分离出一个   使用快速增长函数的定义有: 

Val (u, x) = F(u(d))
d ◦F(u(d−1))

d−1 ◦ . . .◦F(u(i0)−1)
i0

(
F(x+1)

i0−1 (x)
)

(13)

i0 ⩾ 2 Val (u, x) =Val
(
u− ei0 + (x+1)ei0−1, x

)
ε0 = (0d,1) i ∈ [d] εi = (ei,0)当   时, 上述结果说明了  . 定义  ; 对  , 定义  ,

则上述结果可以统一写作: 

Val (λ) =Val
(
λ−εi0 + (λ (0)+1)εi0−1

)
(14)

Eval : Nd ×N→ Nd ×N, λ 7→ λ−εi0 + (λ (0)+1)εi0−1 i0 = index (λ)

i > i0 Eval (λ) (i) = λ (i) Eval (λ) (i0) < λ (i0) Eval (λ)<lexλ Val (λ) =Val (Eval (λ))

Eval λ0 = (ed,B) λ0
Eval−−→

*
Eval(k) (λ0) = (0d,Fd (B))

k λ0 k Eval

λ0 λ′ = (v,y) v = 0d

上述讨论定义了一个确定的变换过程   , 其中,  .

观察可知: 首先对   都有   但  , 从而  ; 其次,  ,

从而变换   保持编码的含义不变. 对   不断应用该变换即可得到迁移:  ,

其中,   是一个由   唯一确定的自然数. 我们无须关心   的真实值, 只需使用程序 eval 实现变换  , 并执行 loop
eval 从   出发得到  , 最终检查是否有   即可.

Eval 3.4.1       的计数器程序实现

Eval从上述讨论中可以看出,   的计数器程序实现是此方法的核心. 本节将介绍 Leroux[15]基于乘法形式不变量

的构造方法, 并简要分析该方法的局限性与改进方向. 另外, Leroux 原证明因缺少对特殊情况的讨论而有些许瑕

疵, 在后文中我们予以纠正.
λ bi = λ (i) bi

λ (i) bi+bi = λ (i)

(a,b,c,A,B,X) c = ab A Aλ ( j)

i ∈ [d]0 bi+bi = λ (i) i ∈ [d+1]0 ai+ai = Ai i ∈ [d]0 Ai+1 = (1+λ (i)) Ai

λ (i)+1 λ (i) λ (i) 0 Ai Ai+1 = λ (i) Ai j > i

A j = 0 {Ai}i∈[d+1]0
A0 , 0 λ Ai+1 =

(1+λ (i)) Ai A0 0 λ j ∈ [d+1] A j , 0 A0 , 0 {Ai}i∈[d+1]0

首先, 我们需要使用若干个计数器保存一个给定编码  . 我们显然不能只令  , 否则在非确定地修改 

时很容易丢失原有的   值. 根据上文介绍的相关技术, 比较容易想到的方法是使用一对计数器维护  .

同时因为三元组   中需要满足  , 因此对合适的  , 我们需要记录   的值. Leroux[15]的方法是:
对   构造  , 对   构造   且保持对任何   都有  . 这里因子设

定为   而非   的用意在于: 若某个   为  , 则无论   是多少, 使用关系式   将导致对任意 

都有   ,  因此一组    即便满足    也可能对应多组   ,  这造成了信息的丢失;  使用关系式  

 保证了若   不为  , 则对任意   和   都有  , 因此一组满足   的   至多只能对
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λ应一个  .
α α (Ai) α (ai+ai) α

(
B j
)

α
(
b j+bi

)
α i ⩽ j ⩽ d α

(
A j+1
)
=(

1+α
(
B j
))
α
(
A j
)

α α (Ai+1) ⩾ (1+α (Bi))α (Ai) α

j ⩾ i α α i ∈ [d]0 α (Bi) = λ (i) λ

α

给定一个上述计数器的格局  , 用   表示  ,   表示  . 若   对任何   都有 

, 则称其为 i-好的; 若   是 (i + 1)-好的, 但是  , 则称其为 i-坏的; 若   是

i-好的或对于某个   是 j-坏的, 则称   是 i-合法的; 若   满足对   都有  , 则称其为对应   的格局.
若   是 0-好的或 0-合法的, 则可以简称为好的或合法的.

λ i0 = index (λ) α β Eval (λ)

β {Bi}i∈[d]0

假设是对应非平凡编码   的好格局, 令  , 为了从   得到一个新的好格局   对应编码  , 我们

先考察   在   上应当满足的条件: 

β (Bi) = α (Bi)+


−1, i = i0

1+α (B0) , i = i0−1

0, 其他情形

(15)

β {Ai}i∈[d+1]0 β
(
Ai0

)
= α
(
Ai0

)
Ai0公式 (15)是根据公式 (14)唯一确定的.   在   上的行为不是唯一的, 不妨令  , 即不对 

的值做修改, 其他值可以通过不变量推导唯一确定: 

β (Ai) =



α (A0)
(
1+α

(
Bi0−1
))

2+α
(
Bi0−1
)
+α (B0)

, i = 0

α (A1)
2+α (B0)

, 1 ⩽ i ⩽ i0−1

α (A1) , i = i0

α (Ai)−α (A1)
∏i−1

j=i0+1

(
1+α

(
B j
))
, i0+1 ⩽ i ⩽ d+1

(16)

i0 α (B1) = . . . = α
(
Bi0−1
)
= 0 α

(
Ai0

)
= . . . = α (A1) α (A1)

β

注意, 根据   的定义,  , 因此  , 公式 (16) 中统一用   表示. 显然

计算   不是一件容易的事, 在正式构造这样的程序前, 我们需要设计一些基本的程序模块.
a、a a+a = A A A a a● 若计数器   满足  , 需实现操作   −=1, 只需替换为模块“dec( ): do   −=1 or   −=1”.

A a a a1,a2, . . . a1,a2, . . .

a1,a2, . . .

对应地, 我们也可以定义“inc( ): do   +=1 or   +=1;”. 对多个计数器“   ”加减 1也可以简写作 inc( )
和 dec( ).

a、a a+a = A A a A

a a

● 若计数器   满足  , 有时我们需要将   完全转移到计数器   上, 这时可以使用模块“reset( ): loop
 +=1,   −=1;”.

● 有时我们需要控制 loop 循环体被执行的最大次数, 可以使用如图 12所示的程序实现.
  

reset ( B )

loop b -=1, b +=1, M ;

inc ( B )

loop at most B times M ;

dec ( B )

loop at most B times M loop at most ( )1 B+ times M

图 12　控制循环的最大次数
 

b+b = B M B M

(1+B)
(
1+B j

)若  , 则左侧程序可控制   执行不超过   次, 同时不影响其他计数器; 右侧程序则可控制   执行不超

过   次. 因为不变量中有形如   的因子, 这段程序在后续构造中使用频繁.

Ai Ai Ai Ai+1 = (1+Bi) Ai

Ai+1 (1+Bi) i ∈ [d+1]0 rdecd,i

rdecd,d+1 Ad+1 i ∈ [d]0 rdecd,i

rdecd,i+1 rdecd,0 O(d)

● 若修改了某个   的值, 如   −=1, 仅使用模块 dec( )替换是不够的. 为了维持不变量  , 我们

至少还需要同时实现    −=   . 对于   , 令    表示这一程序模块, 我们可以归纳地给出定义:
 只需定义为 dec( ) 即可; 对于其他   , 对应的程序如图 13 所示. 实现    的过程中调用了

, 最终   是   长的.
  

dec (
i
A )

loop at most ( )1
i
B+ times , 1d i+rdec ;

rdecd, j图 13　 
 

evald Eval α index (λ)

evald,i index (λ) = 1, . . . ,d

定义程序   用于实现变换  , 由上述分析可知, 我们需要根据当前格局   的   确定应该进行什么

操作, 为此我们可以构造一族   分别对应   的情形, 最后令: 
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evald = do evald,1 or evald,2 or . . .or evald,d;

α evald evald,index(λ) {evald,i}i∈[d]

index (λ) = 1 index (λ) > 1 β (B0) α (B0) 1+

2α (B0) evald,i i = 1 β (B0) = 1+2α (B0)

(1+B0) b、b, b+b =

B = B0 (1+B) B0 B

即可. 当然这里要求每次从   出发执行   都能选择到对应的  , 这需要由   这一族程序模块的

性质来保证. 回顾公式 (15) 和 (16) 可知, 在    和    两种情况下,   分别为    和  

, 因此构造   时我们将这两种情况区分开来. 注意,   时有   而非保持不变, 因此文

献 [15] 中对此情况的构造是错误的. 幸运的是, 我们可以通过重新设计程序弥补这一缺陷. 最终完整程序如

图 14所示. 这里因为需要两重嵌套同时实现 loop at most   times, 因此额外引入了计数器   使得 

, 另一层使用 loop at most   times 替代. 但每次对   进行增减操作时, 都需要对   同步.
 
 

reset ( 0,A A )

loop

0a -=2, 0a +=1,

loop at most ( )01 B+ times

1a -=2, 1a +=2,

,2d
rdec , ,2d

rdec ;

dec ( 1B )

loop at most ( )1 B+ times

0b +=1, b +=1;

reset ( 0,    , i
A        A... )

loop

0a -=1, 0a +=1,

loop at most ( )01 B+ times

dec ( 0 , ,
i

a a... ), , 1d i+rdec ,

inc ( 1, ,
i

a a... )

loop at most ( )1 B+ times

dec ( 1, ,
i

a a... ), , 1d i+rdec ,
i

a +=1;

dec (
i

B )

loop at most ( )1 B+ times 1i
b − +=1;

i=1 i≥2

1

evald,i图 14　   的两种不同情形
 

evald,i0 λ α β

i0 = index (λ) i0 ⩾ 2 2+α (B0) α (A0)

若   的某次执行从对应非平凡   的好格局   出发且每次循环都执行到了允许的最大次数后得到  , 令
. 当   时, 若   整除  , 则有如下结论.

a0 2+α(B0) a0 1
α (A0)

2+α (B0)
β (A0) =

α (A0)
2+α (B0)

● 最外层循环每次将   减少  , 将   加  , 最多执行   次, 且最终  .
α (A1)

2+α (B0)
2+α (B0) rdecd,i0+1 β

(
Ai0+1
)
= α(Ai0+1−A1)● 第 2重循环最多执行   次, 每次执行   次  , 最终  .

α (A1) (1+α (B0))
2+α (B0)

a1, . . . ,ai0−1 β (Ai) =
α (A1)

2+α (B0)
, 1 ⩽ i < i0● 最内层循环最多执行   次, 每次   减 1, 从而  .

β
(
Bi0

)
= α
(
Bi0

)−1, β
(
Bi0−1
)
= 1+α (B0)●  .

β
(
Ai0

)
= α
(
Ai0

)
i ⩽ i0+1 i ⩾ i0+1 rdecd,i0+1 β

β Eval (λ)

显然,  , 因此   时, 计算结果与公式 (16)一致,   时,   可以保证   是 (i0 + 1)-
好的, 因此   是对应编码   的好格局.

i0 = 1 β (A2) = α (A2−A1) β (B1) = α (B1)−1 β (B0) = 1+2α (B0) α (A0) β

Eval (λ)

当   时, 同理可知, 最终  ;  ,  . 若 2 整除  , 则   是

对应编码   的好格局. 另外, Leroux[15]证明了如下引理.
α λ evald,i β β α

i = index (λ) β Eval (λ)

引理 14[15]. 若   是一个对应非平凡编码   的合法格局, 执行   后得到的   也是合法的; 若   是好的, 则 

也是好的, 并且  ,   对应编码  .
l、m、n、r此引理的证明只需假设从上到下 4个循环分别执行了   次, 根据程序推导出如下关系: 

m ⩽ (1+α (B0)) l, n ⩽ (1+α (B0))m, l+m ⩽ α (N0) , m+n ⩽min
j∈[i]
α
(
X j
)
, r ⩽ 1+α (B0) (17)

α β m+n ⩽min
j∈[i]
α
(
X j
)

ai ai Ai

随后对   和   进行分析即可, 由于步骤比较繁杂, 在此不再赘述. 值得注意的是, 关系   是必要

的, 这也解释了为何程序中总是出现形如   −=1,   +=1的语句: 尽管它们对   没有作用效果, 但却可以限制循环

的次数. 上述分析可以总结成如下引理.

evald引理 15. 程序   满足如下两条性质.
α λ α (A0) α

evald−−−→ β β Eval (λ)1) 若   是对应非平凡编码   的好格局且   满足某些整除性条件时, 则存在   使得   是对应 

的好格局.
α λ α

evald−−−→ γ γ γ α γ

Eval (λ)

2) 若   是对应非平凡编码   的合法格局且  , 则   也是合法格局; 若   是好的, 则   也是好的且   对应

编码  .

Gend = (Pd,Xd, (a,b,c) ,Zd)

n Pd Xd {bi,bi}i∈[d]0、

{ai,ai}i∈[d+1]0、b、b a、c Zd = {bi,bi}i∈[d]0
∪
{
ad+1,ad+1,b

}
. a、c A0、A1 A0、A1

Leroux[38]并没有严格给出一个放大器, 而是构造了一个 (1 + Fd+1(n))-生成器  , 其功能

相当于一个无须输入计数器, 而是将   直接写进程序   中的放大器. 其中,   包括上述所有的计数器 

 和新计数器  ;   分别用于记录  , 即对   的每次
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a、c eval′d a、c evald Pd增减都需要同时作用在   上. 记   为引入对   同步操作后的  , 程序   如图 15所示.

Pd Zd λ0 = ((n+1)ed,n) α0

α0 (A0) , 0 eval′d β rdecd,0 γ Zd γ (B1) = . . . = γ (Bd) = γ (Ad+1) = 0

γ rdecd,0 β β λk = Eval(k) (λ0) = (0d,β(B0))

k eval′d Eval β (B0) =Val (λk) =Val (λ0) = F(n+1)
d (n) = Fd+1 (n) a, b, c

β (A0) , β (B0)+1, β (A1) τt = (a,b,c,β (A0) ,1+Fd+1 (n))

考虑    的某个    -执行, 观察可知: 执行完前 3 行之后得到了一个对应    的好格局   , 且
. 设执行 loop   后得到  , 执行 loop   后得到  .   -执行保证了  ,

因此   是个好格局, 根据   的性质可推断出   也是好的. 应用引理 15得:   对应  , 其

中,   是   执行的次数. 根据变换   的定义可知:  . 最终 

分别记录了  , 终止格局为一个乘法三元组  .
 
 

0b += n ,
d
b += 1n + ;

0a +=1, 1a += 1n + , …,
d
a += 1n + , 1d

a + += ( )( )1 2n n+ + , a +=1, c += 1n + ;

loop 0a +=1, 1a += 1n + , …,
d
a += 1n + , 1d

a + += ( )( )1 2n n+ + , a +=1, c += 1n + ;

loop
d
′eval

loop ,0drdec

loop dec ( 0B )

reset ( B ) b +=1;

evald Pd图 15　使用   构造 
 

|Xd | = 4d+10 |Zd | = 2d+5 (4d+10) Fd+1- ad+1由于  ,  , 根据推论 2 可知:   -VASS 的可达性问题是   难的. 注意到   是

个全程没有使用过的计数器, 可以去掉, 最终有如下定理.

d ⩾ 3 (4d+5) - Fd-定理 10.   时,   VASS可达性问题是   难的.

{Bi}i∈[d]0 , {Ai}i∈[d+1]0

4d+O(1) evald (1+B0) i ⩾ 1 bi+

bi = Bi rdecd,i rdecd,i Ai+1 = (1+Bi) Ai Bi

Ai+1 Bi i ⩾ 1 bi d+Θ (1)

● 技术局限. 上述方法的瓶颈在于需要构造两组量  , 每个量需要两个计数器维持, 因此整体

需要   个计数器. 但核心程序   只使用了 loop at most   times 语句, 并没有要求对   维持 

. 事实上, 后者是   程序的要求, 而   用于维持不变量  , 若能找到新不变量使得   −=1

后对   的副作用与   无关, 则   时便不再需要  , 从而节省   个计数器.

 3.4.2    优化: 指数形式不变量

i ∈ [d]0 Ai+1 = 2Bi Ai Bi

Ai+1 Bi c ai+ c = Ai

ai 2d+O(1)

为了尽可能地复用计数器, Leroux在文献 [38]中使用了新不变量: 对  , 维持  . 每次   −=1后
只需令   /=2 即可, 不再与   具体的值有直接关联. 另外, 他还使用了一个全局计数器   来维持  , 使得

原来所有的   均可以舍去, 最终只需使用   个计数器. 本节将对此做详细介绍.

i ∈ [d] bi = Bi b0+b0 = B0 i ∈ [d+1] ai+ c = Ai a0+a0 = A0

b+b = B α λ α i ∈ [d]0 α (Ai+1) = 2α(Bi)α (Ai)

α (Bi) = λ α (B) = 2α(B0) α
(
b0

)
= α (c) = α (a0) = b = 0 α λ

λ i0 = index (λ) β α Eval (λ) β

β {A j} j∈[d+1]0
β (Xd+1) = α (Xd+1)

首先, 我们引入必要的计数器: 对  , 令  ; 令  ; 对  , 令  ; 令  ;

额外引入   . 令    是这些计数器的一个格局, 给定   , 若    满足对任意    都有   , 且

,  ,  , 则称   是对应   的好格局. 同理, 可以定义什么样的格局是坏

的或合法的. 若   非平凡,  , 设   是一个从   得到的对应   的好格局, 则   依然需要满足公式 (15).
至于   在   上, 为使改动尽量少, 我们不妨令  , 计算可知: 

β (Ai) =


A02−α(B0), i = 0
α (A0) , 1 ⩽ i ⩽ i0−1
2α (A1) , i = i0

α (Ai) , i0+1 ⩽ i ⩽ d+1

(18)

evald,i根据公式 (18)构造  , 如图 16所示.
 
 

i
b -=1, 1ib − +=1;

loop dec ( 1 1, ,
d

a a +... ), c +=1;

loop at most 0A times

c -=1, 
i
a +=1, inc ( 1 1, ,

d
a a +... );

loop at most 0B times

1ib − +=1,

loop at most 0A times

0a -=1,

loop at most B times

c -=1,
i
a +=1, inc ( 1, ,

i d
a a +... );

,d iupdate ( B )

loop at most ( )01 B+ times

0b -=1, 0b +=1

loop at most B times

b +=1;

,d ieval ,1dupdate ( B )

evald,i图 16　新不变量下   的构造
 

A0 evald,i updated,i B

B i0 = 1 B i > 1 updated,i B0 i = 1 updated,1 B0

图 16中, loop at most   times 等模块与第 3.4.1节定义一致. 在构造   时使用了  ( ), 作用是更

新   的值, 但易知只有当   时需要修改  , 因此对  ,  ( ) 是一段空程序; 对  ,  ( ) 如
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图 16右侧所示.
λ i0 evald,i0 λ α β

2α(B0) α (A0)

给定   和  , 若   的某次执行从对应   的好格局   出发且每次循环都执行到了允许的最大次数后得到  ,
且   整除   时, 不难得到如下结论.

i > i0 y ai β (Ai) = α (Ai)●   时, 每次对   的修改都伴随着对   的修改, 因此  .

α (A1) α1 (c) = α (A1)● 第 1个循环最多执行   次后得到中间格局  .

α (A0) α2 (c) = α (A1−A0) α2 (Ai) = α (A1+A0)● 第 2个循环至多执行   次后得到中间格局  ,  .

α (B0) β (Bi−1) = α (Bi−1)+α (B0)+1 β (Bi) = α (Bi)−1● 第 3个循环至多执行   次, 因此  ,  , 符合公式 (15).

α (A0)2−1, . . . ,A02−α(B0) α (A0)
(
1−2−α(B0)) β (A0) = A02−α(B0)● 第 4个循环依次执行   次, 共   次且最终  .

α (A1−A0) β (Ai) = α2 (Ai)+α (A1−A0) = 2α (A1) β (A1) = . . . = β (Ai−1) = α (A1)−
α (A1−A0) = α (A0)

● 第 5 个循环执行   次, 使得最终  , 
, 符合公式 (17).

updated,1 B0 (β (B0)+1)/2 = 1+α (B0) B β (B) =

21+α(B0)α (B0) = 2β(B0) β Eval (λ)

  ( ) 中的外层循环至多执行    次 ,  内层循环每次将    翻倍 ,  最终  

, 因此,   是对应   的好格局. Leroux[38]还证明了如下引理.
α λ evald,i β β α

i = iλ β Eval (λ)

引理 16[38]. 若   是一个对应非平凡编码   的合法格局, 执行   后得到的   也是合法的; 若   是好的, 则 

也是好的, 并且  ,   对应编码  .

evald evald 2Fd+1(n)-
Gend = (Pd,Xd, (a,b,c) ,Zd) Xd Zd =

{
ad+1,b,b0

}
∪{bi}i∈[d]0

Pd

最终   的定义与第 3.4.1 节一致, 并且引理 15 对新的   也成立. 借此我们可以构造一个   生成器

, 其中,   即上述所有计数器,  ,   如图 17所示.
 
 

0b += n ,
d
b += 1n + , b = 2n ;

0a +=1, 1a += 2n , …,
d
a += 2n , 1d

a + +=
2 12 n+ ;

loop 0a +=1, 1a += 2n , …,
d
a += 2n , 1d

a + +=
2 12 n+ ;

loop ;

loop c +=1, dec ( 1 1, ,
d

a a +… ) ;

loop 0b -=1;

eval
d

Pd图 17　优化后的 
 

Pd Zd λ0 = ((n+1)ed,n) α0 α0 (A0) , 0

evald β ad+1 {bi}i∈[d] 0 β (Ad+1) = β(A1) A1 c

β (c) = β (A1) ⩾ β (A0)2β(B0) ⩾ β (A0)β (B) β (c) = β (A0)β (B) β (0d,Fd+1 (n))

b = 0, a0 = 0 τt =
(
a0,b,c,β(A0),2Fd+1(n)) β (c) > β (A0)β (B)

a0、b、c c > a0b

考虑   的某个   -执行, 易知: 前 3行构造了一个对应   的好格局  , 且  . 执行完若

干次   后得到一个合法格局  , 终止后   和   为   表明  , 且   的值都转移到了   上, 因此

一定有  . 至少存在一种执行  , 则   是个对应   的好

格局, 终止后  , 从而得到了一个三元组  ; 其他分支满足  , 虽然

不是三元组, 但不影响引理 10的正确性, 因为后续程序使用   测零时永远有  , 无法得到任何{c}-执行.

|Xd | = 2d+8, |Zd | = d+4 bd

xd

最后,  , 根据推论 2可知, (2d + 8)-VASS的可达性问题是 Fd + 1-难的. 最终观察到   只

会减少, 因此可以用具体数值替代; 由于   只会增加, 因此可以省略. 最终有如下定理.
d ⩾ 3定理 11[38].   时, (2d + 4)-VASS可达性问题是 Fd-难的.

3d+Ω (1)

d+Θ (1)

此方法首次突破了因三元组技术带来的   的下界, 但某种程度上也具有程序可读性较差的缺点. 同时,
我们目前还无法判断, 这   的提升究竟是源于指数形式的不变量, 还是与向量编码方法本身有关. 事实上在

下一节中, 我们将会看出此次优化完全是新不变量带来的, 因为在 Czerwiński等人 [14,36,37]的递归构造框架下, 我们

依然能够基于指数形式的不变量得到一致的结论.

 3.5   (2d+3)-VASS 可达性问题是 Fd-难的

Czerwiński等人在文献 [37]中提出了目前最先进的下界归约技术. 该方法结合了第 3.3及 3.4节中介绍的各

方法的优点.
1) 选择基于递归的方法构造 Fd(n)-放大器, 使得构造的程序与相关证明可读性强.

B2) 继承了第 3.3.2节中 Czerwiński等人 [14,36]对三元组的解释, 将   理解为测零次数的上界, 使得递归过程可以

直接使用输入三元组进行测零.
C = AB

d+Θ (1) 3d

3) 放弃了乘法三元组形如   的不变量形式, 而是选择继承第 3.4.2 节中 Leroux[38]提出的指数形式的不

变量, 通过复用减少了   个计数器, 突破因三元组形式带来的   的计数器数量下界.
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inv : A,B,C 7→ (A+C)−A ·4B

C = A
(
4B−1

)
4B−1 4B B = 0 C = 0 c = 0

c = a

令   ,  本节均考虑这种形式的 inv-三元组 (见定义 3). 该不变量也可以理解为

, 之所以使用    而非    是为了使得    当且仅当   , 最终判定    即可, 否则需要判定

, 但这是非平凡的, 还需额外的程序实现. 除了这一点改动之外, Czerwiński等人 [37]的方法本质上还是递归构

造 Fd(n)-放大器, 在有了前文技术的基础上, 本节仅作简单介绍.

x、y

x、y b a+ x+

y = A b,c 7→ b−1, c
(
4b−1−1

)
(4b−1)−1

C A+C = a+ x+ y+ c α α(a+ x+

y)4α(b) = α (a+ x+ y+ c)

首先, 使用新三元组模拟测零的方式与前文中不同. 不妨设待测零计数器为  , 一次成功的测零不应当对

 产生影响. 直观上,   记录了允许模拟测零的次数, 因此每次模拟测零只需减 1即可. 前文中我们总是维持 

 不变, 但此时这并不适用, 因为这样测零后必须令  , 这显然不是容易的. 计算

可知, 单独维持   不变也不容易, 最佳选择是保持   始终不变. 假设模拟测零前格局   满足 

, 简单计算可知, 模拟测零过程只需要完成变换: 

(a,b,c, x,y) 7→ (4a+3x+3y,b−1,c−3a−3x−3y, x,y) (19)

c a、x、y a、x、y

t x y

   的作用是和   互补, 它的行为由其他计数器确定, 设计程序时确保   计算正确即可. 这需要额外引

入辅助计数器  , 新的 zero-test( )模块如图 18所示, zero-test( )同理.
 
 

loop a -=1,  c -=1,  t +=2;  

loop y -=1,  x +=1,  c -=1,  t +=1;  

loop t -=1,  c -=1,  a +=2;  

loop x -=1,  y +=1,  c -=1,  a +=1;  

b -=1;  

x图 18　zero-test( )
 

α α (a+ x+ y+ t)4α(b) ⩽ α (a+ x+ y+ c) α (t) = 0

α
zero-test(x)−−−−−−−→ β β β α β (x) = α (x) = 0, β (y) = α (y)

0 α α (x) = 0 α
zero-test(x)−−−−−−−→ γ γ

γ (y) = α (y) , γ (x) = 0 c = 0

B

若格局   满足   则称为合法的; 若该式子取等且  , 则称其为好的. 考

虑从合法格局出发的执行  , 易知   是合法的; 若   是好的, 则   也是好的, 且  ,

说明待测零计数器确实是   且没有副作用; 若   是好的并且满足  , 则存在   使得   是好的, 且

, 说明本次模拟测零正常运行且没有副作用. 最终通过检验   是否成立, 可以推断出终止

格局是否是好的, 进一步确定程序中   次模拟测零是否成功.

τs = (a,b′,c′,A,B,X1) τt = (a,b,c,A′,Fd (B))

a+ c′+ c = A ·4B τs c′ = 0 A′ ·4Fd (B) = A ·4B A′ =

A ·4B−Fd (B) F1 (n) = 2n−1, Fk+1 (n) = F(n−1)
k (1) Ampl1 = (P1,X1,

(a,b′,c′), (a,b,c) ,Z1) X1 = {a,b,c,b′,c′, t} Z1 = {c′} P1

接着考虑 Fd(n)-放大器的构造. 若初始格局为  , 计算   的过程需维持

, 这样可以充分利用   进行一些模拟测零等行为, 直至  . 最终根据   可以确定 

. 考虑快速增长函数的等价定义:  , 首先构造 F1(n)-放大器 

, 其中,  ,  ,   如图 19所示.
 
 

loop a -=1, t +=1;

loop t -=1, a +=1, c′ -=3, c +=3;

b′ -=1, b +=1;

loop

loop a -=1, t +=2, c′ -=1;
loop c -=1, a +=2, c′ -=1;
loop a -=1, c +=2, c′ -=1;
loop t -=8, c +=15, c′ -=8, a +=1;

b′ -=1, b +=2;

loop a -=1, t +=1;

loop t -=1, a +=1, 1kc +′ -=3,
k
c′ +=3;

1k
b +′ -=1,

k
b +=1;

loop

loop a -=1, t +=1;

loop t -=1, a +=4, 1kc +′ -=3;

loop
k
c -=1,

k
c′ +=4, 1k

c +′ -=3;

loop
k
b -=1,

k
b′ +=1;

k
P ;

1k
b +′ -=1;

P1 Pk+1

图 19　Fd(n)-放大器的构造
 

P1 b′ b b′ b {b′} F1 (B)

A′ = A ·41−B b′ a a 7→ a/4 a

τs P1 {c′}
a

   的核心框架是“   −=1,   +=1; loop   −=1,   +=2;”, 这一部分可以   -计算出正确的  . 而最终需要得

到  , 因此在第 1处   −=1无须修改  , 后续循环中每次令   即可. 为了成功地执行对   的变换, 可
以借助初始格局给出的三元组  , 因此   中除核心框架外的部分本质上是在利用三元组保证程序的任意   -执行

(也是一个{b'}-执行)中对   的变换达到了预期要求.

Amplk =
(
Pk,Xk,

(
a,b′k,c

′
k

)
, (a,bk,ck) ,Zk

)
Xk+1 = Xk ∪

{
b′k+1,c

′
k+1

}
Zk+1 = Zk ∪

{
c′k+1

}
Amplk+1 =

(
Pk+1,Xk+1,

(
a,b′k+1,c

′
k+1

)
, (a,bk,ck) ,Zk+1

)
Pk+1

P1 τs =
(
a,b′k+1,c

′
k+1,A,B,Xk+1

)
bk b′k

Pk

若已经得到了  , 定义  ,  , 则我们可以

得到 Fk + 1(n)-放大器  , 其中,   如图 19所示. 构造框架完全与图 11

一致, 在细节上则和   相似, 即使用   确保程序中的操作 loop   −=1,   +=1; 执行成功,

便于利用   进行下一次放大.

{Ampld}d∈N |Xd | = 2d+4 |Zd | = d b′d最终, 我们构造出了一族 Fd(n)-放大器  . 易知  ,  , 由于   只会减少, 因此在后续使
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Pd用   时可以使用具体的数值替代, 则有如下定理.
d ⩾ 3定理 12[37]. 当   时, (2d + 3)-VASS可达性问题是 Fd-难的.

此定理虽然相较于定理 11并无本质上的提升, 但给我们如下启发.
1) 在构造 Fd(n)-放大器时, 基于快速增加的向量编码的构造方法与基于递归的构造方法很可能互相等价. 在

没有提出全新构造方案的情况下, 后续研究者可以自由选择其一进行深入, 而没必要从二者的角度都进行思考.
2) 不变量的形式是关键的. 为了构造使用更少计数器的 Fd(n)-放大器, 我们很可能需要寄希望于寻找一些合

适的不变量, 至少不应局限于目前已有的乘法与指数形式.

 4   固定维 VASS 的现有下界

本节主要介绍固定维 VASS的最新研究进展. 与第 2节相比, 本节的研究对象大都是尚未定论的开放问题, 值
得后续研究者深入探索. 同时在 d-VASS 可达性问题下界的研究中, 1–2 个的计数器差异往往不会对结果造成本

质上的差异, 但在低维 VASS的可达性问题中并非如此, 因此人们需要更加注重归约的细节. 另外, 基于乘法三元

组和放大器的证明框架需要 3个向量充当三元组、至少两个向量用于模拟计数器机器的行为, 难以得到 5维以下

的相关结果. 因此到目前为止, 除了第 2节介绍的关于 1维 VASS和 2维 VASS的完备性结论外, 3维–8维 VASS
的可达性问题仅有一些难 (hardness)结论 [39]. 表 3总结了最新结论.
 
 

表 3　固定维 VASS可达性问题相关结论
 

维度 3 4 5 6 7 ⩾ 8

一进制编码 NL-难 NP-难 PSPACE-难
Tower-难

二进制编码 PSPACE-难 EXPSPACE-难
 

表 3中大部分结果都是继承自更低维的 VASS, 真正非平凡的结论主要有 4条, 以下我们分节介绍.

 4.1   一进制编码下 4-VASS 的 NP-难归约

x ± = d d

x a

我们可以将一进制程序理解为只使用      形式语句的程序, 其中,   是一个与输入无关常量. 图 3 给出的

归约使用了   +=   形式的程序, 因此不能直接推广到一进制 1-VASS上. 但如果允许程序使用更多计数器, 我们则

可以等价实现该功能. 本节的核心是用 3个额外的维度来实现二进制到一进制的转换.

a =
∑k

i=0
ak2k x a y,z a

y y x x a x

y x,a

给定二进制表示  , 现考虑下面带测零的计数器机器 inc( ,  ), 该机器使用了辅助计数器  , 将 

逐位累加到计数器   上, 随后再将   转移到   上, 从而实现了   +=  . 同理, 若将最后一个循环更改为“loop   −=1,
 −=1;”, 则可以得到 dec( ).

⟨{a1, . . . ,an},c⟩ P

P′ km =max
i∈[n]
|ai|

2km−1 P′ (2km−1)(n+1)

P′ z, y

t y y ± = d y

m c ± = dm P n km P

⟨{a1, . . . ,an},c⟩ ∈ subset sum

给定子集和问题实例  , 可以高效归约到图 20中的 3-计数器机器  , 其正确性同引理 5. 最后, 为
了得到 VASS相关结论, 我们需要去掉程序   中的测零 (来自模块 multiply). 令   表示这些数在二进制

下的最大长度, 则 inc 或 dec 至多使用   次测零,   至多使用   次测零, 整体上与输入规模成多

项式关系, 只需利用第 3.2.2.1节介绍的控制计数器方法即可解决. 更具体地说,   中待测零计数器包括  , 我们

需要引入控制计数器  , 以   为例, 每次进行操作      时, 我们修改考察剩余程序中还需对   进行多少次测零, 不
妨设为   次, 则需同时令     . 最终得到计数器程序  , 其长度是   和   的多项式, 且   有 0-执行当且仅当

.
 
 

loop y -=1, z +=2;

zero? y ;

loop z -=1, y +=1;

zero? z ;

y += ka ;

for i := 1k − to 0

multiply ( , ;2y z )

y += ia ;

loop x +=1, y -=1

zero? y ;

for i := 1 to n

do inc ( x , ia ) ;

or skip

dec ( ,x c )

halt ;

multiply (y, z; k) inc (x, a) P′

;

;
;

;

图 20　从子集和问题到 3-计数器机器的归约
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P值得注意的是, 程序   是没有嵌套循环的, 这种程序对应的 VASS中也不存在嵌套的环 (cycle), 因此被称作平

坦的 (flat). 这类 VASS在上界的证明中扮演着重要的角色, 也有研究者 [40,41]专门从事过平坦 VASS的研究, 因此

我们有必要在下面的定理中特地强调 flat这一性质.
定理 13[39]. 一进制编码下平坦 4-VASS可达性问题是 NP-难的.

 4.2   一进制编码下 5-VASS 的 PSPACE-难归约

2n

针对 PSPACE-难下界的证明, 前文已经提供了两个思路: 其一是利用子集和博弈问题进行归约; 其二是利用

3 个计数器的 2n-有界计数器机器可达性问题. 受限于编码方案, 目前暂无人使用子集和博弈问题进行证明; 后者

的难点主要在于可用计数器过少上. 为此, 我们至少需要从两个方面进行优化: 首先, 是否可以证明 2个计数器的

 有界计数器机器可达性问题也是 PSPACE-难的? 其次, 能否使用更少的计数器进行模拟测零? 解决这两个问题

是证明 5维以下的一进制 VASS是 PSPACE-难的前提.
2n

 4.2.1    2个计数器的   -有界计数器机器可达性问题

2x3y x、y

前文中, 我们使用了较为平凡的方法论证 Tower 以上的下界可以使用 2 个计数器的 f(n)-有界计数器机器进

行归约 ,  即利用    编码两个计数器   ,  但这涉及指数量级的放大 ,  不能应用于需要多项式归约的情景 .
Czerwiński等人 [39]针对这种特殊情况给出了一种更精妙的证明方法, 使得如下引理成立.

引理 17[39]. 在一进制编码下, 只使用 2个计数器的 2n-有界计数器机器可达性问题是 PSPACE-难的.
⟨M, x⟩ n = |x| x = x1 ◦ . . .◦ xn pi i

a = px1
1 px2

2 . . . p
xn
n a pi a pi i

t M′ a, t a+ t ⩽ 2pnl
n l M

pn = O(n lnn) a+ t = 2poly(n) M′

poly (n)

证明: 给定 LBA实例  , 其纸带长度为  , 不妨设  . 令   为第   个素数, 则我们可以使用

 编码输入, 后续迁移过程使用   *=   和   /=   修改纸带上第   位的内容. 易知这可以使用辅助计数

器   实现. 最终我们得到了一个有界计数器机器  , 它一共具有两个计数器  , 且  , 其中,   是一个和 

的字符表有关的常数. 根据素数定理   , 因此   . 注意,   的所有操作中涉及的常数都是

 量级的, 可以采用一进制编码. 由此可知, LBA问题可以多项式时间归约到一进制编码的只有 2个计数器

的 2n-有界计数器机器可达性问题上. 证毕.
 4.2.2    平方二元组

τ = (b,c,B,X) b,c ∈ X b = B, c = B2 x ∈ X\{b,c} x = 0

x, y b+ x+ y = B x x y

Czerwiński 等人 [39]基于三元组的思想提出了平方二元组 (quadratic pair) 的概念, 所谓平方二元组是指元组

, 其中,   是两个计数器, 满足  , 且对任意   都有  . 使用过程中需要维

持待测零计数器   满足  , 并将所有 zero?   都替换为下面的 zero-test( ),   同理.
α、β β (c) ⩾ α (c)−2α (B)+1, β (B) = α (B)−1

α (c) ⩾ α(B)2 β (c) ⩾ β(B)2 β (c) = β(B)2 α (x) = β (x) = 0 B l

b+ x+ y = B− l x、y x+ y+ l ⩽ B x+ y ⩽ B/2 l ⩽ B/2

B/2

设某次执行该段程序的初始和终止格局分别为  , 则  . 若初始格局

有  , 则  , 且   可推导出  . 模拟测零的过程中   也会减少, 经过   次

测零后有  , 因此   必须满足  . 我们不妨只考虑   与   的情形, 由此可知

平方二元组可为 (B/2)-有界计数器机器进行   次模拟测零.
M 2n+1s s M M

2n+1s

M τ =
(
b,c,2n+2s,X

)
2n+2s 22n+4s2

4s、16s2 n P b,c,d

b,d,2 c,d,2 n 4n t

poly (n) τ

给定使用 2 个计数器的 2n-有界计数器机器  , 易知其测零次数不会超过  , 其中,   是   的状态数. 而 

同时也是   有界的 (这也是我们只能从有界计数器机器可达性问题进行归约, 而不能从有界可达性问题进行归

约的原因), 为了模拟   的执行, 我们只需构造平方二元组  . 注意,   和   是输入规模的指

数, 无法直接构造, 而应当分别从   出发进行   次乘法, 对应图 21中的程序  . 该程序使用计数器  , 并
重复了 multiply( ); multiply( );   次, 每次需要进行 4次测零, 最终共进行   次测零. 引入   后使用控制

计数器方法后, 最终得到   长的程序, 可以{t}-计算出  .
 
 

loop y -=1, x +=1, c -=1;

loop b -=1, y +=1, c-=1;

loop b +=1, y -=1, c -=1;

loop y +=1, x -=1, c -=1;

b -=1; c +=1;

b = 4s , c = 216s

for i := 1 to n

multiply ( , ,2b d );

multiply ( , ,2c d );

zero-text (x) P

图 21　平方二元组的模拟测零和构造
 

M d构造平方二元组的过程中使用了 4个计数器, 模拟   的过程需要两个计数器, 总共 6个. 但注意, 计数器   可

以复用, 因此最终只需要 5个计数器. 如下定理成立.
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定理 14[39]. 一进制编码下 5-VASS可达性问题是 PSPACE-难的.

 4.3   二进制编码下 6-VASS 的 EXPSPACE-难归约

22n -
22n M 3s42n

τ =
(
b,c,6s42n

,X
)

B = 6s42n 6s 2n

2n

4×2n

根据引理 2, 我们考虑给出   有界计数器机器可达性问题到 6-VASS可达性问题的归约. 给定使用 3个计数

器的   有界计数器机器  , 其测零次数不超过  , 只需构造出平方二元组  . 虽然此形式与第

4.2 节形式相似, 但   需要从   出发做   次乘法, 不能直接采用上面的方法, 否则会构造出一个指数长的

程序. 如果转而将 for 语句替换成普通的 loop, 则需要设法保证该循环恰好执行   次. 注意, 每次循环会进行 4次
测零, 因此只需保证进行   次测零即可. 这可以通过构造三元组实现.

P τ′ = (a′,b′,c′,A,8×2n+2,X) τ′ P′τ Pτ
τ′ τ a′

τ′ 4×2n+1 4×2n X = {a′,b′,c′,b,c,d}
a′、b′、d

如图 22 所示, 在   中, 我们构造了三元组  , 并在得到   后执行了  , 即将   中所

有测零使用三元组   模拟, 最终可以{c'}-计算出需要的二元组  . 最终我们希望复用  , 因此对其进行了一次模拟

测零, 这也是   测零次数为   而非恰好   的原因. 整个程序中   共使用 6个计数器, 注
意,   均可以复用. 可得到如下定理.
  

b += 6s , c +=
236s ;

loop

multiply ( , ,4b d )

multiply ( , ,4c d )

b′ += 8 × 2n 

+ 2
loop a′ +=1 c′ += 8 × 2n 

+ 2 ;

′Pτ
zero-test ( a′ )

Pτ P

;

;

,

τ =
(
b,c,6s42n

,X
)

图 22　构造平方二元组 
 

定理 15[39]. 二进制编码下 6-VASS可达性问题是 EXPSPACE-难的.

 4.4   一进制编码下 8-VASS 的 Tower-难归约

2d+3 = 9

P2 Ampl2 = (P2,X2, (a′,b′,c′) ,

(a,b,c) ,Z2) X2 = {a′,b′,c′,a,b,c,d} Z2 = {a′,c′}

证明 Tower-难的核心在于构造一个 F3-放大器, 在第 3 节介绍的结论中, 给出的最好构造方法需要使用

 个计数器, 注意到该方法是从 F1-放大器开始递归构造的, 但事实上直接构造 F2-放大器并不困难, 并且

借此可以减少一次递推, 从而省去一个计数器. 图 23中的程序   给出了一个 F2-放大器 

, 其中,  ,  .
  

b +=1 a′ -=1
loop a +=1 c +=1 c′ -=1
loop

multiply ( 8, ,2b d )

multiply ( 8, ,2c d )

loop a′ -=1

b′ +=1
loop a′ +=1 c′ +=1
for i := 1 to n

2P ; 

zero? a′ , c′;
loop a -=1 a′ +=1
loop b -=1 b′ +=1
loop c -=1 c′ +=1
zero? a , b , c ;

P2 P′3

;

;

;

;

;

;

;

;

;

,

,

,

,
,

,,

Ampl3图 23　构造 
 

τs = (a′,b′,c′,As,B,X2) τs B/8

τt =
(
a,b,c,At,2B,X2

)
P2 P′3

O(n) 5n t P3

Gen3 = {X2∪{t} ,P3, (a′,b′,c′) ,Z2∪{c}}

若该程序从   出发, 循环中 multiply 内的 4 次测零均使用   模拟, 则一共可以进行 

次循环, 因此最终可以 Z2-计算出  . 基于   可以进一步构造出计数器机器  , 该程序一进制编

码为   长, 且只需进行   次测零. 设引入   并使用控制计数器方法变换后的程序为  , 我们高效构造出了一个

一进制编码、8计数器的 F3(n)-生成器  . 根据推论 2有如下定理.
定理 16[39]. 一进制编码下 8-VASS可达性问题是 Tower-难的.

F3

A B B

A、B

B/2 τs = (b,c,B,X) P

τt = (b′,c, f (B) ,X) b′ ⩽ B τs f (B) ⩽ B

本节有一个细节问题, 即为何此处放弃了平方二元组思想, 以及平方二元组能否推广到   以上的情形. 直观

上, 三元组使用   限制计数器的值,   限制计数器的测零次数, 二元组中用   同时限制这二者, 因此少使用了一个

计数器. 但前者   不必相同, 从而对待测零计数器的限制较少; 使用二元组则要求该计数器的值和测零次数都

不能超过  , 这导致了二元组无法使用 f(n)-放大器构造: 若给定  , 我们希望通过一个程序   构造出

, 则此过程中需要有  , 否则无法使用   模拟测零; 从而有  , 但这样的放大器是平

凡的.
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 4.5   固定维平坦 VASS

所谓平坦 VASS, 是指那些迁移函数无法构成嵌套环的 VASS. 这是一个很强的性质, 因此对平坦 VASS的研

究相对简单, 并且有机会对一般 VASS的研究带来启发. 目前相关的结论可以总结如表 4所示.
 
 

表 4　平坦 VASS可达性问题相关结论
 

维度 ⩽ 2 3 ⩾ 4

一进制编码 NL-完备[21] NL-难 NP-完备[39]

二进制编码 NP-完备[21]

 

由此可见, 平坦 VASS可达性问题的复杂性仅剩下唯一一块“拼图”: 一进制编码下 3-VASS可达性问题究竟

应当如何刻画? 已知它是 NL-难的, 并且在 NP 内, 这几乎是所有 VASS可达性问题中, 已知上界与下界最为接近

的一种情形. 在更高维的情形下, 平坦 d-VASS是一个严格简单于普通 d-VASS的模型, 我们有如下猜想.
猜想 1. 一进制编码下平坦 3-VASS可达性问题是 NP-完备的.
此外, 一进制编码下固定维 VASS可覆盖性问题是 NL-完备的; 二进制编码下固定维 VASS可覆盖性问题在

NP 中, 暂时不能证明其严格比可达性问题简单 [42].

 4.6   短证据

π

d0 {(Vn, pn,qn)}n∈N pn (0)→V qn (0) Ω ( f (n))

SPACE
(
log f (n)

)
在证明 VASS可达性问题上界时, 常需要说明若任意两个格局可达, 则一定存在一条对应的“短”证据  . 同理,

给定  , 若存在一族 d0-VASS 实例  , 使得   的任何证据都是  , 则一定程度上能

够说明 d0-VASS比   中的问题都难. Czerwiński等人 [43]证明了如下命题.

O(n3) 22Ω(n) {(Vn, pn,qn)}n∈N猜想 2[43]. 存在一族   长、具有   长可达证据的二进制 4-VASS可达性实例  .
目前最好的相关结论是定理 15: 6-VASS可达性问题是 EXPSPACE-难的. 根据此命题, 我们有希望将其提升

至 4维或 5维. 同一篇文献中还证明了如下猜想.

O(n2) 2Ω(n) {(Vn, pn,qn)}n∈N猜想 3[43]. 存在一族   长、具有   长可达证据的一进制平坦 3-VASS可达性实例  .
这说明我们有希望证明 3维或 4维一进制 VASS可达性问题是 PSPACE-难的. 目前最优结果是定理 14 (仍

然需要 5 个计数器). 第 4.2 节中曾提到过受限于编码方案, 暂无人考虑过将子集和博弈归约到一进制 VASS 上,
但第 4.1节中关于 NP-难的归约启发我们可以在线地构造出每一个数, 这也是一种未来可以考虑的证明思路.

 5   总结与展望

Petri网凭借其简洁的建模形式和强大的表达能力, 被普遍应用于工程优化和理论分析等诸多领域. 向量加法

系统作为其等价模型, 也相应地受到了学术界的广泛关注. 在前文中, 我们主要从理论研究的角度切入, 综述了向

量加法系统可达性问题复杂性下界的相关模型和概念、最新进展和核心技术. 特别地, 对 d-VASS可达性问题梳

理了基于三元组和放大器方法的证明框架, 并以此串联起了自 1976年以来该领域中的重要结论, 揭示了不同研究

者提出的方法之间的联系及演变规律. 接下来, 将根据我们对该问题的深入理解, 给出一系列重要开放的问题, 以
及相关可能的突破方向, 以期为有志研究者提供支持与启发.

Fd Fd/2 Cd+O(1)

C 1/2 ⩽C ⩽ 1

C > 1/2

O(2d)

1) d-VASS可达性问题. d-VASS可达性问题在快速增长函数类中的层级目前还没有精确的刻画, 上界结论表

明该问题复杂性不高于  , 下界结论则大致说明其复杂性至少是  . 不妨猜想该问题落在   层中, 当下

的主要工作仍在确定   的范围, 由定理 12可知,  . 然而上界的工作已很难推进, 下界方面最大的短板则

在于 Fd-放大器的构造, 在现有测零技术 (三元组)下, 递归构造放大器时每次至少增加两个新计数器, 导致人们无

法得到任何   的结论. 同时, 上文中断言放大器不适用于构造平方二元组, 因此暂时也无法将平方二元组推

广到更高维. 除非未来有研究者能够提出类似平方二元组的方法对模拟测零做出改进, 同时还能配合放大器进行

递归构造, 或是提出更简洁的编码形式, 使得目前   个计数器所能记录的信息可以使用更少的计数器覆盖, 否
则 d-VASS可达性问题的下界研究仍会处于僵局.
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2) 其他开放问题. 除此之外, 我们认为如下开放问题也是重要的.

2-exp (n)(1) 是否存在一族二进制 3-VASS可达性问题实例, 使得它们的证据长度至少是   ?

3-exp (n)(2) 是否存在一族二进制 7-VASS可达性问题实例, 使得它们的证据长度至少是   ?
(3) 一进制 7-VASS是否是 EXPSPACE-难的?

1(4)   -PVASS可覆盖性问题是否是 EXPSPACE-难的?

2Ω(n)

关于问题 2(1)、2(2), 我们倾向于相信二进制 3-VASS可达性问题是 Tower-完备的, 但是目前却找不到任何

严格长于   的实例. 一进制 7-VASS 目前已知是 PSPACE-难的, 但是 8-VASS 即是 Tower-难, 二者差距较大,
因此 7-VASS大概率有更好的下界.

VASS 模型有不少变种, 这些变种上的可达性问题难度更大, 有些问题的可判定性目前都无从知晓. PVASS
(pushdown VASS)是 VASS的一个常见拓展模型, 它比普通 VASS增加了一个栈, 目前已知 1-PVASS可覆盖性问

题是 PSPACE-难的, 且在 EXPSPACE 中, 也是一个上下界较为接近但仍旧没有定论的开放问题. 关于更多限制

或拓展模型的相关验证问题, 可以参考文献 [16].
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表 A1　本文数学符号对照表
 

符号 含义 符号 含义

N 自然数集 a,b,c, x,y,z ∈ X 计数器

Z 整数集 x, y, z x,y,z与   互补的计数器

ω 最小的极限序数 i, j, k 常用于表示自然数

Nω N∪{ω}自然数集的扩充  {xi}i, {yi}i, {zi}i 表示一族作用相似的计数器

d, D 维度 n 输入规模

u,v ∈ Nd ,Zd d维自然数/整数向量 f ,g,h : N→ N 自然数上的函数

∥ · ∥ 向量的无穷范数 t (n) , s (n) 时间函数、空间函数

| · | 某个集合的基数 NL, NP, . . . 各种经典复杂性类

0d , 0 全零向量 ⩽p, ⩽L 多项式时间归约, 对数空间归约

V 某个VAS或VASS ι 序数

A ⊆ Zd VAS迁移规则集合 {Fι}ι 快速增长函数谱系

a ∈ A 某条VAS迁移规则 {Fι}ι 快速增长函数类谱系

Q 状态集 {Fι}ι 快速增长复杂性类谱系

p,q,r ∈ Q 状态 O, Ω, Θ 渐进复杂性记号

T ⊆ Q×Zd ×Q VASS迁移规则集合 poly (n) 多项式函数

t ∈ T 某条VASS迁移规则 inv 不变量

α,β, . . . ∈ Q×Nd VASS格局 τ inv乘法三元组或   -三元组

π ∈ T ∗ 可达性证据 Ampl 放大器

α→V β V α β在   中   到   可达 Gen 生成器

|V |1, |V |2 V的一进制和二进制编码长度 Z 控制计数器集合

M 各类自动机 B 常用于表示上界

I1, I2, I3, . . . 机器指令 λ 快速增长函数的向量编码

P 计数器程序 Val 解码函数

X 计数器集合 Eval (λ) λ编码   的求值变换
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