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摘　要: 单球驱动平衡机器人是一种具有全向运动性的机器人, 其灵活性能在狭小或复杂环境中得到充分体现, 因
此受到广泛关注. 在该型机器人运动学和动力学设计过程中, 保证其模型的正确性至关重要. 基于测试和仿真的传

统方法难以穷尽系统所有状态, 因此可能无法捕捉到某些设计缺陷或潜在的安全风险. 为确保单球驱动平衡机器

人满足安全攸关机器人的正确性、安全性验证要求, 在定理证明器 HOL Light 中, 基于实分析库、矩阵分析库、

机器人运动学和动力学库等定理证明库, 构建单球驱动平衡机器人运动学和动力学的形式化模型, 并进行高阶逻

辑推导与证明.
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Abstract:  The  single-sphere  driven  balancing  robot  is  an  omnidirectional  mobile  robot,  whose  flexibility  is  particularly  evident  in  narrow
or  complex  environments.  During  the  design  of  the  kinematics  and  dynamics  for  this  type  of  robot,  it  is  crucial  to  ensure  the  correctness
of  the  model.  Traditional  methods  based  on  testing  and  simulation  may  not  cover  all  system  states  and  thus  might  fail  to  identify  certain
design  flaws  or  potential  safety  risks.  To  ensure  that  the  single-sphere  driven  balancing  robot  satisfies  the  correctness  and  safety
verification  requirements  for  safety-critical  robots,  a  formal  model  of  its  kinematics  and  dynamics  is  constructed  using  the  HOL  Light
theorem  prover.  The  model  is  based  on  theorem  libraries  such  as  the  real  analysis  library,  matrix  analysis  library,  and  robot  kinematics  and
dynamics library, and involves higher-order logic derivation and proof.
Key words:  single-sphere driven balance robot; kinematics and dynamics; formal verification; theorem proving; HOL Light

单球驱动平衡机器人主要由球轮、驱动系统、机身 3大部件组成, 该型机器人利用驱动滚轮与底部支撑球体

之间的摩擦产生驱动力, 实现机器人的自平衡、自旋以及全方位移动 [1]. 此类机器人相较于其他轮式机器人最大
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的优势在于, 利用球体作为驱动轮, 对地形的变化具有较强的适应性. 在运动时能够在受空间限制的环境中实现转

向、小半径转弯以及原地进行任意方向的移动, 在运输 [1]、搜救 [2]、医疗服务 [3]等领域都具有广阔的应用前景.

未来的世界将迎来人机共处的新时代, 机器人的普及为人类带来了巨大的便利. 然而, 随着机器人具备了自主

运动能力, 与之相关的安全隐患也日益凸显. 机器人故障可能影响效率或引发事故. 2014年 1月, 嫦娥三号玉兔月

球车因机构控制出现故障而一度进入休眠 [4]. 2016年 11月, 在第 18届中国国际高新技术成果交易会上, 一台服务

机器人在无外部指令的情况下突发故障, 冲撞展台并损坏玻璃结构, 导致部分设备受损, 并造成现场人员受伤 [5].

2024年 1月, 美国得克萨斯州某超级工厂发生机器人相关事故, 一名工程师在维修过程中遭机械臂抓伤 [6].

机器人安全隐患已经成为机器人技术普及的重要阻碍, 特别是在人机交互机器人中. 因此, 在执行各项任务时

的单球驱动平衡机器人将面临一个至关重要的问题. 以货物运输为例, 机器人是否能够准时且准确地沿指定路线

到达目的地. 在人机互动的场景中, 如何有效避免碰撞和倾倒, 确保人员安全, 显得尤为关键. 鉴于此, 深入研究单

球驱动平衡机器人的运动学和动力学问题, 不仅会提高其运动性能, 更有利于确保其运动的正确性与安全性.

对单球驱动平衡机器人的运动学和动力学建模和分析时, 传统方法主要包括纸笔演算、数值计算和计算机代

数系统. 由于在运动学和动力学分析的过程中, 涉及等式代换和求导等复杂运算, 纸笔演算的方法耗时费力, 容易

引入人为错误; 计算机数值计算方法指利用计算机软件进行数值计算, 这只能给出待解问题的数值解, 但无法揭示

问题的内在逻辑和根本原理, 这对于安全攸关的机器人系统, 显然是不够的; 计算机代数系统比如Mathematica能

够高效进行符号代数运算, 但是系统的核心包含未经验证的符号算法 [7], 可能为机器人运动学和动力学模型分析

引入缺陷. 运动学和动力学的研究对于单球驱动平衡机器人的安全性和正确性十分重要, 仅依赖这些传统技术手

段可能会带来灾难性后果.

定理证明的形式化方法 [8]克服了传统方法的局限性, 它使用数学逻辑描述系统及其性质, 借助相应的数学知

识对系统设计的性质进行形式化推导. 使用定理证明的方法对机器人运动学和动力学进行建模和分析, 避免了纸

笔证明、计算机数值模拟和计算机符号计算的局限性. 进而, 机器人系统的安全性和可靠性获得了强有力的保障.

因此, 采用定理证明的形式化方法对单球驱动平衡机器人运动学和动力学模型进行分析和验证, 可以保证系统的

正确性和完备性.
本文使用高阶逻辑定理证明器 HOL Light对单球驱动平衡机器人的运动学和动力学模型进行形式化验证, 主

要贡献如下.
(1) 形式化建模和验证单球驱动平衡机器人正向运动学模型.
(2) 形式化建模和验证单球驱动平衡机器人机身和球轮的速度模型.
(3) 形式化建模和推导单球驱动平衡机器人拉格朗日动力学模型.
本文第 1节介绍单球驱动平衡机器人运动学动力学形式化验证的相关工作. 第 2节介绍 HOL Light定理证明

器和单球驱动平衡机器人. 第 3节介绍单球驱动平衡机器人运动学及其形式化建模和验证. 在第 3节对单球驱动

平衡机器人末端速度形式化验证的基础上, 第 4 节进一步通过拉格朗日方程法分析单球驱动平衡机器人的动力

学, 并对其拉格朗日动力学方程进行高阶逻辑建模和推导. 第 5节总结全文. 

1   相关工作

为使读者更清晰地了解单球驱动平衡机器人的发展历程, 且鉴于现有研究尚未涉及其运动学和动力学的形式

化验证, 本文的相关工作将首先介绍该机器人的研究现状, 并探讨定理证明方法在其他类型机器人中的应用, 为本

研究工作的进一步开展奠定基础. 

1.1   单球驱动平衡机器人研究现状

近年来, 单球驱动平衡机器人领域的研究取得了丰硕的成果. Lauwers等人 [9]把该型机器人简化为一个倒立摆

模型, 并使用拉格朗日方程法对其动力学进行建模. Satici 等人 [10]分析了单球驱动平衡机器人的运动学以及应用
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拉格朗日方程法对 XOZ面进行动力学建模. Kumagai等人 [1]对单球驱动平衡机器人进行了改进, 通过 3个全向轮

与底部支撑球体的摩擦产生驱动力, 控制平衡、自旋以及全方位移动, 使其运动更加稳定. 之后, Fankhauser等人 [11]

基于全三维动力学模型, 使得该型机器人不仅在球体上保持了动态平衡, 还显著提升了灵活性和运动能力. 为使该

型机器人的方向控制更加容易, You等人 [12]利用麦克纳姆轮的全向特性, 设计出了一种麦克纳姆轮驱动的单球驱

动平衡机器人.
上述单球驱动平衡机器人的研究现状有助于加深对该型机器人的理解, 为进一步分析其运动学和动力学, 并

进行后续验证提供了基础. 本文验证的是 Satici等人 [10]的工作, 对该机器人的运动学和 XOZ面的动力学方程进行

形式化验证. 在此基础上, 为了提高控制的稳定性, 本文还构建并验证了 XOY面的动力学方程. 

1.2   定理证明方法在机器人运动学和动力学领域的应用

在现代机器人系统的研究与应用中, 运动学和动力学的正确性对于确保系统的安全至关重要. 比如, 在高危行

业如核设施管理中, 自动化搬运机器人系统对安全性和可靠性的需求极为严格. 这些机器人负责处理和运输放射

性或危险物质, 任何系统故障都可能威胁人员安全并造成环境风险. 近年来, 形式化验证已成为开发这些安全攸关

型机器人系统的一个关键方法, 以确保它们的功能安全与操作可靠性 [13]. 这种方法不仅提高了机器人系统的整体

性能, 也显著提升了它们在关键应用中的安全标准.
在机器人运动学领域, Farooq等人 [14]在 HOL Light定理证明器中, 应用 HOL Light的几何理论对双连杆平面

机械手运动学进行形式化分析, 并将其用于分析二维仿人步行机器人; Affeldt 等人 [15]在 Coq定理证明器 [16]中形

式化了反对称矩阵和四元数的指数等理论, 并对等距同构、齐次表示、DH标定等刚体变换的表示进行了形式化,
在此基础上, 实现了串联机器人运动学模型的构建与验证; Wu等人 [17]在 HOL4 中建立旋量理论, 结合 HOL4中的

几何理论, 形式化分析了六自由度串联机器人的运动学; 陈琦等人 [18]在 HOL Light定理证明器中形式化描述平面

并联机构的相关数学理论, 建立正向运动学的高阶逻辑模型, 验证正向运动学的一般性求解算法, 从而确保了平面

并联机构运动学分析的正确性和分析求解方法的可靠性; 谢果君等人 [19]在 Coq定理证明器中对 DH坐标系进行

形式化建模, 构建了机械臂正向运动学的形式化定义, 并对机械臂运动的可分解性进行了形式化验证, 还对工业机

器人中常见的连杆结构及机器人进行形式化建模, 并完成了正向运动学的形式化验证.
在机器人动力学领域, Abed等人 [20]在 HOL Light定理证明器中, 对导航和飞机等的坐标框架进行形式化, 确

保了飞机的正确方向和位置, 并形式化无人机的连续动力学, 最后, 对无人机进行形式化稳定性分析; Rashid等人 [21]

使用高阶定理证明器 HOL Light, 通过对注射器、相机和平台等部件的形式化建模以及它们之间相互关系的形式

化验证, 并实现注射器移动的形式化, 进而对细胞注射机器人动力学分析进行了形式化验证.
另外, 张景芝 [22]在其博士论文中, 对齐次矩阵、齐次向量、矩阵值函数的微分、空间速度、矩阵伴随变换等

机器人运动学基础进行了形式化定义以及相关定理的形式化证明. 除此之外, Zhang等人 [23]在 HOL Light定理证

明器中实现了泛函变分理论的形式化验证. 在此基础上, Guan等人 [24]在 HOL Light定理证明器中建立拉格朗日力

学的形式化定理库, 为拉格朗日力学的应用奠定了必要的基础. 基于以上相关工作, 本文使用定理证明器 HOL
Light对单球驱动平衡机器人运动学和动力学进行形式化验证. 

2   基础知识
 

2.1   HOL Light 定理证明器

A1,A2, . . . ,An ==>G A1,A2, . . . ,An

HOL Light[25]是国际上最著名的交互式定理证明器之一, 它采用了 OCaml 语言 (一个强类型函数式编程语言

ML 的衍生变体)作为其定理证明的编程基础 [26]. HOL Light 的理论框架由类型、常数、定义以及定理构成, 新的

定理则是通过应用基本公理、原始推理规则以及之前验证过的定理和推理规则得出的 [27]. 在 HOL Light 中, 证明

一个目标通常遵循形式  , 其中   代表一系列假设或前提条件, 而 G 是需要被证

明的结论. 定理的证明过程涉及策略的反复使用和已知定理的应用, 直至与已知条件相匹配, 从而实现定理证明的目标.
目前, 在 HOL Light 定理证明器中存在实分析库、矩阵分析库、机器人运动学库和机器人动力学库等定理
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库. 这些定理库为本文的工作提供了基础支持. 因此, 本文选择使用 HOL Light 定理证明器对单球驱动平衡机器人

运动学和动力学进行形式化验证. 为了方便对其他部分的理解, 这里对 HOL Light定理证明器中一些常用的符号

和函数进行说明, 如表 1所示.
 
 

表 1　HOL Light中的符号与函数
 

HOL Light符号 标准符号 含义

/\ 与 逻辑与

==> ⇒ 推出

−− − 负号

! ∀ 对所有的

? ∃ 存在

\ lambda 定义函数

&x x 从自然数到实数的类型转换

v$i vi v i向量   的第   个分量

A∗∗B AB 矩阵乘

c%v cv 向量标量乘

c%%A cA 矩阵标量乘

xcrossy x× y 向量的外积

vec0 −→
0 零向量

basis3 e3 [0,0,1]T单位向量 

matrix_invA A−1 A矩阵   的逆

x IN S x ∈ S x S属于集合 

  

2.2   单球驱动平衡机器人

单球驱动平衡机器人主要构成包括 3个核心部分, 分别是球轮、驱动系统以及机器人的机身. 一般情况下, 机
身与驱动系统设计为一体, 机身部分整合了驱动系统 (包括电机和驱动滚轮)及其他关键组件, 如电池和惯性测量

单元等 [9].
单球驱动平衡机器人的驱动系统由电机驱动、驱动皮带和驱动滚轮等组成. 这些驱动滚轮紧贴在球体的赤道

线上 [28]. 驱动滚轮通过驱动皮带与电机相连, 借助于驱动滚轮与球体之间的摩擦力驱动球体移动. 如图 1所示. 偏
航轴承是一种旋转轴承, 主要用于控制机身的旋转. 编码器作为关键的反馈传感器, 用于精确测量机器人的位置和

运动. 编码器能够准确检测旋转角度和直线位移, 为机器人的精确运动提供数据支持. 皮带张紧器则用于调节皮带

的松紧度.
 
 

电机驱动

偏航轴承

皮带张紧器

球张紧器

球

编码器

驱动皮带

驱动滚轮

图 1　驱动系统
 

单球驱动平衡机器人是一种典型的欠驱动系统, 欠驱动系统是指独立控制输入的维数少于系统自由度的系

统, 本质上属于非线性系统. 通过减少驱动器数量, 不仅可以简化设计, 提高系统的灵活性, 还能够有效降低成本,
减少系统的重量和体积, 并降低能耗. 在实际工程应用中, 使用少于标准数量的执行器来实现系统控制是一项具有

挑战性的尝试. 欠驱动系统作为一种特殊的非线性系统, 其研究有助于深化对一般非线性系统的控制问题的理解.
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尽管欠驱动特性在设计和制造上带来了便利, 但也使得系统的动力学特性相比全驱动系统更加复杂. 因此, 研究单

球驱动平衡机器人不仅具有推动自动控制理论, 尤其是非线性控制理论发展的重要理论意义, 更具有显著的实际

应用价值. 

3   单球驱动平衡机器人运动学分析及其形式化验证
 

3.1   单球驱动平衡机器人运动学分析

单球驱动平衡机器人依靠一个球作为驱动元件, 而非传统的轮子. 这种驱动方式具有全方位运动的能力, 即
机器人可以在任意方向上移动, 而不需要转向. 机器人机身的姿态变化与球轮的运动直接相关, 随着球轮的旋转,
机器人机身会发生倾斜, 通常为了保持平衡需要对其进行动态调整, 即球轮以任何方向运动, 机身的姿态也要相应

调整.
随着球的滚动, 机身相对于球轮会发生变化. 球轮的运动引起的坐标变换是复杂的, 因为球是一个全方位的驱

动元件, 其旋转并不局限于单个轴向, 需要时刻计算球的转动角度及其对机身位置和姿态的影响. 单球驱动平衡机

器人需要精确的运动规划和控制策略, 特别是在加速、减速和转弯等过程中. 由于它的球轮能够全方位运动, 运动

学和动力学模型要更复杂, 需要考虑到球轮与地面之间的接触点以及机身重心的变化.
gi j j i[

Ri j pi j

0 1

]
Ri j j i pi j

j i

在机器人学中, 通过齐次变换矩阵 [29]
   表示刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的位置和姿态, 其表达形式为

. 其中,   是三阶旋转矩阵, 表示刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的旋转; 向量   描述了刚体坐标系

 的原点在刚体坐标系   中的位置, 由一个三维向量给出; 通过齐次变换矩阵的正逆变换和相乘操作, 可实现位姿

的变换.
机器人运动学通常分为正向运动学和逆向运动学. 正向运动学的求解依赖于位姿矩阵, 该矩阵用于表示刚体

的位置和姿态. 与之相关的速度则涉及对位姿矩阵的求导. 空间速度的物理意义是刚体上的某一点通过惯性坐标

系原点的瞬时速度; 相对速度由线速度和角速度的列向量组成, 表示刚体的总运动; 反对称矩阵的应用源于其优良

的数学性质以及其与向量叉乘运算的等效性.
lk lk−1

glk−1lk j i

在正向运动学分析中, 对于具有 n 个关节的串联机器人, 已知刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的齐次变

换矩阵  , 则末端刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的位姿可以通过矩阵相乘得到. 如公式 (1)所示: 

gi j = gil1 ∗gl1l2 ∗ . . .∗gln−1ln ∗gln j (1)

ġi j ġi jgi j
−1

ġi jgi j
−1 =

 Ṙi j ṗi j

0 0

  RT
i j −RT

i j pi j

0 1

 =  Ṙi jRT
i j −Ṙi jRT

i j pi j+ ṗi j

0 0

 ω̂i j = Ṙi jRT
i j vi j = −Ṙi jRT

i j pi j+ ṗi j

V̂i j = ġi jgi j
−1 Vi j =

 vi j

ωi j

 =  −Ṙi jRT
i j pi j+ ṗi j

(Ṙi jRT
i j)
∨



在通过齐次变换矩阵的乘积获得末端位姿之后, 还需要确定空间速度和末端速度的表示, 此时需要求解末

端位姿的导数以及其逆矩阵 .  虽然    本身并没有特别的物理意义 ,  但是    却非常关键 ,  其计算结果

, 其中,   和  ; 定义空间

速度   和相对速度  , 则空间速度表示如公式 (2)所示:
 

V̂i j =

[
ω̂i j vi j

0 0

]
(2)

vi j j i ωi j j i ω̂i j

ωi j ∨ ∧ ω=

 ω1

ω2

ω3

 ω̂=

 0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 −ω1 0


(ω̂)∨ = ω

其中,   表示刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的线速度,   表示刚体坐标系   相对于刚体坐标系   的角速度,   表示

 的反对称矩阵,   为   的逆操作 [30], 即由反对称矩阵变换为对应的向量. 假设  , 则  ,

且有  .
由上述可知, 末端速度的表示如公式 (3)所示: 

ṗi j = vi j+ ω̂i j pi j (3)

Q = R2×SO(3)×SO(3)

单球驱动平衡机器人的结构如图 2所示, 该机器人由刚性球轮和刚性圆柱体构成, 机身不能相对球轮平移, 但
可以自由移动. 因此, 机器人的构型空间为  . 其中, 坐标系 S是惯性坐标系, 坐标系 B和坐标
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l系 T分别在球轮和机身的质心,   是机身质心与球轮质心的距离 [30].

gsb

gbt gst V̂bt ġbt

g−1
bt ṗst

对于单球驱动平衡机器人而言, 其运动学研究涵盖了正向运动学、空间速度及末端速度. 在对单球驱动平衡

机器人的正向运动学分析中, 通过坐标系 B相对于惯性系 S的齐次矩阵   和坐标系 T相对于坐标系 B的齐次矩

阵   的乘积来确定末端位姿  . 此外, 该机器人的空间速度   可通过计算位姿矩阵的导数   与位姿矩阵的逆矩

阵   的乘积得到. 最后, 在确定了末端位姿和空间速度的基础上, 可以进一步确定机器人的末端速度  .
 
 

S

l B

T

图 2　单球驱动平衡机器人模型图
  

3.2   正向运动学形式化验证

末端位姿, 即坐标系 T 相对于惯性系 S 的位姿, 由坐标系 B 相对于惯性系 S 的位姿和坐标系 T 相对于坐标

系 B的位姿通过矩阵相乘得到. 由公式 (1)得, 如下: 

gst = gsbgbt =

 Rsb psb

0 1

  Rbt lRbte3

0 1

 =  RsbRbt RsblRbte3+ psb

0 1

 =  Rst RsblRbte3+ psb

0 1

 (4)

gst gsb gbt

Rst Rsb

Rbt psb e3

[0,0,1]T

其中,   表示坐标系 T 相对于惯性系 S 的位姿,   表示坐标系 B 相对于惯性系 S 的位姿,   表示坐标系 T 相对

于坐标系 B的位姿,   表示坐标系 T相对于惯性系 S的旋转矩阵,   表示坐标系 B相对于惯性系 S的旋转矩阵,
 表示坐标系 T 相对于坐标系 B 的旋转矩阵,   表示坐标系 B 相对于惯性系 S 的位置向量,   表示单位向量

. 对公式 (4)进行形式化描述如定理 1所示.

定理 1. 末端位姿.
!gsb gbt gst pbt Rst psb pst Rbt Rsb t l.

gsb = (\t.homo_trans(psb t)(Rsb t))/\[A1] : 

gbt = (\t.homo_trans(pbt t)(Rbt t))/\[A2] : 

pbt = (\t.l%%(Rbt t)∗∗(basis 3))/\[A3] : 

Rst = (\t.(Rsb t)∗∗(Rbt t))/\[A4] : 

gst = (\t.gsb(t)∗∗gbt(t))[A5] : 

==> gst = (\t.homo_trans(psb t+Rsb t ∗∗l%%Rbt t ∗∗basis 3)(Rstt))[G1] :  ,

homo_trans

gsb =

[
Rsb psb

0 1

]
gbt =

[
Rbt pbt

0 1

]
\t t pbt = lRbte3

Rst = RsbRbt gst = gsbgbt gst =

[
Rst RsblRbte3+ psb

0 1

]
其中 ,    表示给定位置向量和旋转矩阵返回对应的齐次变换矩阵 ;  条件 A1 和条件 A2 分别是

 和   的形式化表示;   表示函数的自变量为  ; 条件 A3 是   的形式化表

示; 条件 A4和条件 A5分别是   和   的形式化表示; 目标 G1是   的形

式化表示.
定理 1 的证明首先通过采用 SIMP_TAC 策略将条件 A5 代入到目标 G1 中, 其次将条件 A1–A4 代入到当前

目标, 随后应用矩阵乘法定理进行重写, 以此完成该定理的证明.

g R p

在定理证明的过程中, 是以目标为导向的, 所有的条件都是为了服务最终的证明目标, 直到该目标被证明完

成. 在数学表示和计算中, 齐次矩阵  、旋转矩阵   和位置向量   虽然常以简单的符号形式出现, 但这些符号实际

上代表了更为具体的数学对象或函数. 在形式化的数学表示中, 这些矩阵和向量的函数属性被明确表示出来, 从而

保证了形式化证明的严谨性和正确性.
形式化验证过程通常要求扎实的数学理论基础, 不仅需要明确每个变量的类型, 还需在推理过程中灵活应用
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多种策略和定理, 这些都使得形式化验证成为一项颇具挑战的任务. 

3.3   空间速度形式化验证

V̂bt

ġbt g−1
bt

在运动过程中, 单球驱动平衡机器人展现出了包括旋转和平移的复合运动特性, 因此, 这种机器人的速度是由

其旋转速度和平移速度共同构成的. 空间速度  , 即坐标系 T相对于坐标系 B的速度, 由坐标系 T相对于坐标系

B的位姿的导数   和其逆   的乘积表示, 由公式 (2)得, 具体计算过程如下. 

V̂bt = ġbtg−1
bt =

d
dt

([
Rbt lRbte3

0 1

]) [
RT

bt −le3

0 1

]
=

[
ω̂btRbt lω̂btRbte3

0 0

] [
RT

bt −le3

0 1

]
=

[
ω̂bt 0
0 0

]
(5)

RT
bt ωbt ω̂bt

ωbt

其中,   表示坐标系 T相对于坐标系 B的旋转矩阵的转置,   表示坐标系 T相对于坐标系 B的角速度,   表示

 的反对称矩阵 [30]. 公式 (5)通过矩阵求导、矩阵求逆和矩阵相乘得到坐标系 T相对于坐标系 B的线速度为 0.
对公式 (5)进行形式化描述如定理 2所示.

定理 2. 空间速度.
!gbt Rbt Rbt' t l.

(!t.rotation_matrix(Rbt t))/\[A1] : 

(Rbt has_v1matrix_derivative(Rbt′ t))(at t)/\[A2] : 

gbt = (\t.homo_trans((l%%(Rbt t))∗∗(basis 3))(Rbt t))/\[A3] : 

==> spatial_velocity gbt UNIV t =[G1] :  

twist_wedge(pastecart(vec 0 : real∧3)(matrix3_vee(spatial_velocity Rbt UNIV t))),

spatial_velocity twist_wedge

pastecart matrix3_vee Rbt

Rbt Ṙbt gbt =

[
Rbt lRbte3

0 1

]
ġbtg−1

bt =

[
ω̂bt 0
0 0

]

其中,   表示给定位姿矩阵返回该位姿矩阵的导数和逆的乘积,   表示线速度和角速度的

组合,   表示两个向量的拼接,   表示给定反对称矩阵返回对应的向量. 条件 A1是   是旋转矩

阵的形式化表示; 条件 A2是旋转矩阵   有导函数   的形式化表示; 条件 A3是   的形式化表

示; 目标 G1是   的形式化表示.

V̂bt = ġbtg−1
bt

(
d
dt

([
Rbt lRbte3

0 1

])
=[

ω̂btRbt lω̂btRbte3

0 0

])
Ṙbt = ω̂btRbt[ Rbt lRbte3

0 1

]−1

=

[
RT

bt −le3

0 1

]

定理 2的证明通过采用 REWRITE_TAC策略, 将空间速度重写为对应齐次矩阵的导数与其逆矩阵乘积的形

式 ( ). 接着, 证明过程分为两个子目标, 一是证明齐次矩阵求导后的表达式成立 

, 在此过程中, 证明   
[30]这一等式, 对齐次矩阵导数的表达式进行代换; 二是证明其

求逆后的表达式成立  . 最终, 结合 SIMP_TAC 策略应用正交矩阵的定义以及齐

次零矩阵和齐次矩阵乘法定理, 完成整个证明过程. 

3.4   末端速度形式化验证

在应用拉格朗日方程法进行动力学分析过程中, 首先需求解系统的动能和势能, 其中动能包括机身和球轮的

动能. 为此, 关键在于确定机身相对于惯性系的速度, 亦即末端速度. 具体计算过程如下所示. 

ṗst = vst+ωst× pst ①

= vsb+ psb×Rsbωbt+ωst× pst ②

= ṗsb−ωsb× psb+ psb×Rsbωbt+ωsb× pst+Rsbωbt× pst ③

= ṗsb+ωst× (pst− psb) ④

= ṗsb+ωst× pbt ⑤

= ṗsb+ lωst×Rste3 ⑥ (6)

pst ṗst ṗsb

vst × vst =

−ṘstRT
st pst+ ṗst Ṙst = ω̂stRst x̂y = x× y

其中,   是坐标系 T相对于惯性系 S的位置向量,   表示坐标系 T相对于惯性系 S的速度,   表示坐标系 B相

对于惯性系 S的速度,   表示坐标系 T相对于惯性系 S的线速度, “   ”表示向量的叉乘. ① 由上述相对速度 

 结合    
[30]这一等式以及    运算法则得到; ①到②则根据公式 (2) 和公式 (5) 得,
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vbt = 0 vst = vsb+Rsbvbt+ pst×Rsbωbt vst = vsb+ pst×Rsbωbt

vsb ωst = ωsb+Rsbωbt

, 因为   
[30], 故有  ; 公式 (5) 的结果为公式 (6) 的进一步简化计

算提供了便利. ②到③中   的化简和①类似, 再结合   
[30]得到③; 后续的化简过程相对简单, 这里不

再详细说明.
公式 (6)的计算涉及等式代换、向量叉乘和向量减法等性质, 对上式进行形式化描述如定理 3所示.
定理 3. 末端速度.
!Rsb Rbt Rst Rsb' Rbt' psb pbt gsb gbt gst wsb vsb wbt vbt wst vst t.

(!t.rotation_matrix(Rsb t))/\(!t.rotation_matrix(Rbt t))/\[A1] : 

(Rsb has_v1matrix_derivative(Rsb′ t))(at t)/\(Rbt has_v1matrix_derivative(Rbt′ t))(at t)/\[A2] : 

(psb has_vector_derivative(psb′ t))(at t)/\[A3] : 

Rst = (\t.(Rsb t)∗∗(Rbt t))/\gst = (\t.gsb(t)∗∗gbt(t))/\[A4] : 

pst = (\t.psb t+Rsb t ∗∗l%%Rbt t ∗∗basis 3)/\pbt = (\t.l%%(Rbt t)∗∗(basis 3))/\[A5] : 

gsb = (\t.homo_trans(psb t)(Rsb t))/\[A6] : 

gbt = (\t.homo_trans(pbt t)(Rbt t))/\　　  

gst = (\t.homo_trans(pst t)(Rst t))/\　　  

vsb = homo_matrix_snd(spatial_velocity gsb UNIV t)/\[A7] : 

wsb = matrix3_vee(homo_matrix_fst(spatial_velocity gsb UNIV t))/\　　  

vbt = homo_matrix_snd(spatial_velocity gbt UNIV t)/\　　  

wbt = matrix3_vee(homo_matrix_fst(spatial_velocity gbt UNIV t))/\　　  

vst = homo_matrix_snd(spatial_velocity gst UNIV t)/\　　  

wst = matrix3_vee(homo_matrix_fst(spatial_velocity gst UNIV t))/\　　  

==> vector_derivative pst (at t) =[G1] :  

vector_derivative psb (at t)+ l%wst cross (Rst t ∗∗(basis 3)),

homo_matrix_ f st homo_matrix_snd

vector_derivative

其中,   表示取齐次矩阵的第 1个元素, 得到对应的旋转矩阵;   表示取齐次矩阵的

第 2个元素, 得到对应的位置向量;   表示向量函数的导函数.

Rsb Rbt Rsb Ṙsb Rbt

Ṙbt psb ṗsb Rst = RsbRbt

gst = gsbgbt pst = psb+RsblRbte3 pbt = lRbte3 gsb =

[
Rsb psb

0 1

]
gbt =

[
Rbt pbt

0 1

]
gst =

[
Rst pst

0 1

]
ṗst = ṗsb+ lωst×Rste3

条件 A1 是    和    是旋转矩阵的形式化表示; 条件 A2 是旋转矩阵    的导函数为    和旋转矩阵    的

导函数为    的形式化表示; 条件 A3 是位置向量    的导函数为    的形式化表示; 条件 A4 是    和

 的形式化表示; 条件 A5是   和   的形式化表示; 条件 A6是  、

 和   的形式化表示; 条件 A7 表示坐标系 B 相对于惯性系 S、坐标系 T 相对于坐

标系 B以及坐标系 T相对于惯性系 S的线速度和角速度; 目标 G1是   的形式化表示.

ṗst =

vst+ωst× pst V̂st = ġstgst
−1 =

[
ṘstR−1

st −ṘstR−1
st pst+ ṗst

0 0

]
Ṙst = ω̂stRst

Vst = Vsb+Adgsb Vbt =vst

ωst

 = vsb+Rsbvbt+ psb×Rsbωbt

ωsb+Rsbωbt

 vst ωst ṗst = vst+ωst× pst

vsb

根据上述数学推导过程, 可以得到其形式化的推导. 定理 3 的证明首先建立末端速度这一子目标 (

),  之后通过空间速度的定义    结合    这一等式执行

SIMP_TAC策略应用叉乘和点乘的运算性质证明这一子目标. 接下来, 使用伴随变换结合坐标系 T相对于坐标系

B的速度和坐标系 B相对于惯性系 S的速度等于坐标系 T相对于惯性系 S的线速度和角速度 (

) 这一性质, 对   和   进行变量代换, 之后类比   这一子目标的验

证对   进行变量代换, 应用定理 2, 对当前等式进行化简, 最后使用 REWRITE_TAC 这一策略重写加法分配律、

向量加法结合律和负矩阵和向量乘法等定理完成该定理的证明.

通过验证机器人的位姿, 能够确定其在空间中的位置和姿态. 进一步地, 通过分析从位姿得出的速度信息, 不

仅能够深化对机器人当前运动状态的理解和分析, 还能确保动能计算的正确性, 为之后的动力学分析与验证打下
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坚实的基础. 因此, 在设计一个高效、稳定且安全的单球驱动平衡机器人系统中, 这种验证过程是至关重要的.
  

4   单球驱动平衡机器人动力学分析及其形式化验证
 

4.1   单球驱动平衡机器人动力学分析

单球驱动平衡机器人动力学研究的问题是机器人位移、速度和加速度与驱动力之间的关系. 对于机器人动力

学建模问题的分析和研究, 一般有牛顿力学和拉格朗日力学这两种理论. 拉格朗日力学相对于牛顿力学的优点是

只需根据已知条件计算系统的动能、势能和广义力, 求出整个系统的能量函数方程, 不需要分析系统各部件的内

部作用力, 可显著简化建模过程. 图 3展示了单球驱动平衡机器人的三维动力学模型 [11].
  

jy

jx
θz

θy

θx

Z

Y

X
O

图 3　单球驱动平衡机器人三维动力学模型
 

θx θy θz

φx φy

图 3 中,   表示机身相对于坐标系 T 的 Z 轴的偏转角,   和   分别表示球体相对于坐标系 B 的 Z 轴和 X 轴

的偏转角, 而   和   则描述球体的方位, 即确定球体在空间中的位置. 由于这些角度在运动过程中存在复杂的耦

合关系, 这给建模带来了显著挑战. 许多研究者采用了一种巧妙的策略来解决这一问题, 即通过分析单一平面内的

动力学方程来简化建模. 经过分析, 发现 XOZ面和 YOZ面的动力学方程是相似的 [28], 因此, 可以通过为这两个独

立且相同的平面系统设计独立的控制器来设计全三维系统的控制器 [9], 下面以分析 XOZ面的动力学方程为例进

行阐述. 另外, 为了提高控制的准确性, 本文还构建并分析了 XOY面的动力学方程.
综上, 基于上述运动学计算出的末端速度, 采用拉格朗日方程法分析作用在单球驱动平衡机器人上的广义力

引起系统的动能和势能变化, 得到 XOZ 面的动力学方程并对其进行高阶逻辑建模和推导. 随后, 构建并验证

XOY面的动力学方程. 

4.2   XOZ 面动力学方程形式化建模与验证

mb r mt l

x θ

首先, XOZ面的平面模型如图 4所示.   表示球轮质量,   表示球轮半径,   表示机身质量,   表示机身质心到

球轮质心的距离.  ,   分别表示末端相对于惯性系的旋转角和末端相对于球的旋转角.
  

x

mt

θ

mb

r

l

Z

X
O

图 4　XOZ面平面模型图
 

x θ选取  ,   为广义坐标, 系统的拉格朗日量如下: 

L =
1
2

(It+mtl2+mtrlcos(x)+ Ib+ (mb+mt)r2)ẋ2+ (Ib+ (mb+mt)r2+mtrlcos(x))ẋθ̇+
1
2

(Ib+ (mb+mt)r2)θ̇2−mtglcos(x) (7)
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Ib It其中,   和   分别表示球轮和机身的转动惯量.
L q

t q̇ s Q

拉格朗日方程如公式 (8) 所示.   是拉格朗日量, 它是广义坐标, 广义速度和时间的函数,   是广义坐标, 是时

间   的函数,   是广义速度,   是系统的自由度,   是对应的广义力. 

d
dt

(
∂L
∂q̇i

)
− ∂L
∂qi
= Qi (i = 1,2, . . . , s) (8)

将拉格朗日量代入拉格朗日方程得到单球驱动平衡机器人 XOZ面对应的拉格朗日动力学方程, 在计算拉格

朗日方程中的导数和重新排列项之后, 运动方程如公式 (9)所示: 

M(q)q̈+C(q, q̇)q̇+g(q) =
0
τ

 (9)

M(q) =
[
α+γ+βcos(x) α+βcos(x)
α+βcos(x) α

]
C(q, q̇) =

[
−(1/2)βsin(x)ẋ 0
−βsin(x)ẋ 0

]
g(q) =

[
−µsin(x)

0

]
τ α = Ib+ (mb+mt)r2, β = mtrl, γ = It +mtl2, µ = mtgl

惯性矩阵  , 科氏力与离心力矩阵  , 重力

矩阵  ,   表示广义力. 其中   
[10]. 对公式 (9) 进行

形式化描述如定理 4所示.
定理 4. XOZ面的拉格朗日动力学方程.
!q t0 t1 Mt It Ib l r a b c x x' x'' theta theta' theta'' q q' q'' t.

drop t0 < drop t1/\interval[t0, t1] = s/\t IN s/\[A1] : 
{u : real∧(2,1) finite_sum|?y.y IN mspace(fspace s)/\u IN IMAGE y s} = s0/\[A2] : 
{u : real∧(2,2) finite_sum|?y.y IN mspace(fspace s)/\u IN IMAGE y s} = s1/\　　  
q = (\t.vector[drop(x t);drop(theta t)] : real∧2)/\[A3] : 
q′ = (\t.vector[drop(x′ t);drop(theta′ t)] : real∧2)/\　　  
q′′ = (\t.vector[drop(x′′ t);drop(theta′′ t)] : real∧2)/\　　  
(!t.t IN s ==> (x has_vector_derivative x′ t)(at t within s))/\[A4] : 
(!t.t IN s ==> (theta has_vector_derivative theta′ t)(at t within s))/\　　  
(!t.t IN s ==> (x′ has_vector_derivative x′′ t)(at t within s))/\　　  
(!t.t IN s ==> (theta′ has_vector_derivative theta′′ t)(at t within s))/\　　  
ke = (\u : real∧(2,2) finite_sum.lift(&1/&2∗[A5] : 
(It+Mt ∗ l∗ l+Mt ∗ r ∗ l∗ cos(fstcart u$1)+ Ib+ (Mb+Mt)∗ r ∗ r)∗ sndcart u$1∗　　  
sndcart u$1+ (Ib+ (Mb+Mt)∗ r ∗ r+Mt ∗ r ∗ l∗ cos(fstcart u$1))∗ sndcart u$1∗　　  
sndcart u$2+&1/&2∗ (Ib+ (Mb+Mt)∗ r ∗ r)∗ sndcart u$2∗ sndcart u$2))/\　　  
ue = (\u : real∧2.lift(Mt ∗g∗ l∗ cos(u$1)))/\　　  
alpha = Ib+ (Mb+Mt)∗ r ∗ r/\beta = Mt ∗ r ∗ l/\[A6] : 

beta = Mt ∗ r ∗ l/\　 　 

gamma = It+Mt ∗ l∗ l/\mu = Mt ∗g∗ r/\　　  
M = vector[vector[alpha+gamma+beta∗ cos(drop(x t));alpha+beta∗ cos(drop(x t))] : real∧2;　　  

vector[alpha+beta∗ cos(drop(x t));alpha] : real∧2] : real∧2∧2/\　　  
C = vector[vector[−− (&1/&2)∗beta∗ sin(drop(x t))∗drop(x′ t);&0] : real∧2;　　  

vector[−−beta∗ sin(drop(x t))∗drop(x′ t);&0] : real∧2] : real∧2∧2/\　　  
G = vector[(−−mu)∗ sin(drop(x t));&0] : real∧2/\　　  
f = (\t : real∧1.(vector[lift(&0); lift(tau)] : real∧1∧2))/\[A7] : 

rr = (\u : real∧(2,1)finite_sum.(vector[lift(fstcart u$1); lift(fstcart u$2)] : real∧1∧2))/\　　  
lagrange_equations_autonomous s s0 s1 ke ue q f rr t[A8] : 
==> M ∗∗(q′′t)+C ∗∗(q′t)+G = vector[&0; tau][G1] : 
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lift drop lift

real∧(2,1)finite_sum real∧2 real∧1 fstcart

sndcart fspace

mspace IMAGE has_vector_derivative

   表示将一个实数转换为一维向量, 即实现从实数到向量的转换;   是   的逆操作, 将一个一维向量转

换为实数;   表示一个类型为   的向量和一个类型为   的向量的拼接;   表示返回

给定拼接向量的第 1个向量;   表示返回给定拼接向量的第 2个向量;   表示给定集合的连续函数空间;
 表示特定区间;   表示函数自变量在特定区间内的值域;   表示该向量值函数有

导函数.

t0 t1 s t s

s0 s1 q x θ q̇ ẋ θ̇ q̈ ẍ θ̈

x ẋ θ θ̇ ẋ ẍ θ̇ θ̈

条件 A1 表示给定一个从   到   的区间  ,   在区间   中; 条件 A2 用于表示广义坐标和动能有导数的区间分

别是  、 ; 条件 A3 表示广义坐标   由   和   组成, 广义速度   由   和   组成以及广义速度的导数   由   和   组

成; 条件 A4表示广义坐标   的导函数为  ,   的导函数为  , 广义速度   的导函数为  ,   的导函数为  ; 条件 A5是
动能和势能的表达式, 拉格朗日量等于动能和势能之差, 即公式 (7); 条件 A6表示公式 (9)对应变量的值; 条件 A7
表示广义力和广义坐标的函数; 条件 A8[22]表示该系统满足的拉格朗日方程, 即公式 (8). 目标 G1表示公式 (9)的
形式化表示.

该定理的证明过程可分为如下 3部分.

x
∂L
∂x
= −1

2
mtrlẋ2 sin(x)−mtrlẋθ̇ sin(x)+mtglsin(x)

θ
∂L
∂θ
= 0 ẋ

∂L
∂ẋ
=

[
It +mtl2+mtrlcos(x)+ Ib+ (mb+mt)r2] ẋ+[

Ib+ (mb+mt)r2+mtrlcos(x)
]
θ̇ θ̇

∂L
∂θ̇
= [Ib+ (mb+mt)r2+mtrlcos(x)]ẋ

(1) 验证拉格朗日量对广义坐标   的偏导数   成立, 拉格朗日量对

广义坐标    的偏导数   , 拉格朗日量对广义速度    的偏导数  

, 拉格朗日量对广义速度   的偏导数  , 在验证过程

中, 涉及和的导数法则、差的导数法则、积的导数法则以及复合函数链式求导法则等数学定理的应用.

ẋ t
d
dt

(
∂L
∂ẋ

)
= [It +mtl2+mtrlcos(x)+ Ib+ (mb+mt)r2]ẍ+[

Ib+ (mb+mt)r2+mtrlcos(x)
]
θ̈−mtrlẋ2 sin(x)−mtrlsin(x)ẋθ̇ θ̇

θ̇ t
d
dt

(
∂L
∂θ̇

)
= [Ib+ (mb+mt)r2+mtrlcos(x)]ẍ+

[
Ib+ (mb+mt)r2] θ̈−

mtrlẋ2 sin(x)

(2) 验证拉格朗日量对广义速度   求导后再对时间   求导的导数 

 成立, 之后, 对另一个广义速度   进行类似处理, 即验证

拉格朗日量对广义速度   求导后再对时间   求导的导数 

, 在验证过程中, 涉及向量点乘导数法则、向量复合函数求导链式法则等数学定理的应用.

τ(3) 验证广义力分别为 0和  . 代入广义坐标和广义力等变量, 对广义力进行重写, 再应用导数相关定理得到广

义力的值. 最后, 将上述等式代入拉格朗日方程, 进行代换, 最终得到和结论的相同矩阵, 即完成该定理的证明. 在
对该定理进行形式化的过程中, 除了显性条件外, 还涉及许多隐含条件. 例如, 动能和势能在特定区间内有导函数,
这些都是验证过程中必须考虑的要求. 定理的条件涉及可导性、可微性以及导函数的存在等概念, 这些概念相似

又彼此关联, 增加了本文工作的复杂性. 此外, 验证过程中采用的策略以及对已知定理的运用, 也为验证工作带来

了诸多挑战.

M(q) =
[
α+γ+2βcos(x) α+βcos(x)
α+βcos(x) α

]
C(q, q̇) =

[
−βsin(x)ẋ 0
−βsin(x)ẋ 0

]
M(q) =

[
α+γ+βcos(x) α+βcos(x)
α+βcos(x) α

]
C(q, q̇) =

[
−(1/2)βsin(x)ẋ 0
−βsin(x)ẋ 0

]
在对该部分验证的过程中, 发现了两处系数错误. 在文献 [10]中, 惯性矩阵  ,

科氏力与离心力矩阵  , 本文经过改正, 正确的应为  ,

且  , 随后进行了形式化描述, 顺利完成了证明.

M(q) =
[
α+γ+βcos(x) α+βcos(x)
α+βcos(x) α

]
C(q, q̇) =

[
−(1/2)βsin(x)ẋ 0
−βsin(x)ẋ 0

]
g(q) =

[
−µsin(x)

0

]
根据验证后的公式, 可以计算作用力与加速度之间的关系. 为更直观地说明这一关系, 我们将通过数值示例来

进行演示. 将惯性矩阵  , 科氏力与离心力矩阵  ,

重力矩阵   等参数代入公式 (9), 可以得到以下等式:2(α+γ+βcos(x))ẍ+2(α+βcos(x))θ̈−βsin(x)ẋ2−2µsin(x) = 0
(α+βcos(x))ẍ+αθ̈−βsin(x)ẋ2 = τ

  ,

联立两式, 可得: 

2γẍ+2βcos(x)θ̈+βsin(x)ẍ2−2µsin(x)+2τ = 0.
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x=
π
2 sin(x)=1, cos(x)=0 2γẍ+βẍ2−2µ+2τ = 0 β, γ, µ β = 1, γ = 1,

µ = 1 2ẍ+ ẍ2−2 = −2τ ẍ = −2 τ = 1

令  , 则  , 此时上式可化简为  . 由于   均是常数, 令 

, 此时有  . 若  , 则  . 

4.3   XOY 面动力学方程形式化建模与验证

在第 4.2节中, 验证了 XOZ面的动力学方程的正确性. 为了提高单球驱动平衡机器人控制的精度, 将继续验

证 XOY面的动力学方程的正确性. XOY面的平面模型如图 5所示.
  

l′

δ

φ

图 5　XOY面平面模型图
 

φ δ l′ φ δ图 5中,   表示球轮的旋转角,   表示机身的旋转角,   表示机身质心与球轮中心的水平距离. 选取   和   作为

广义坐标, 建立系统的拉格朗日方程. 对应的拉格朗日量如下: 

L =
1
2

Ibφ̇
2+

1
2

Itδ̇
2 (10)

将拉格朗日量代入拉格朗日方程, 得到单球平衡机器人 XOY面对应的拉格朗日动力学方程. 如下所示:   Ib 0

0 It

  φ̈
δ̈

 =  0

1

τ (11)

Ib It τ其中,   表示球轮的转动惯量,   表示机身的转动惯量,   表示对应的扭矩.
对公式 (11)进行形式化描述, 如定理 5所示.
定理 5. XOY面的拉格朗日动力学方程.
!q t0 t1 Mt It Ib l r phi phi′ phi′′ delta delta′ delta′′ q q′ q′′ t. 

drop t0 < drop t1/\interval[t0, t1] = s/\t IN s/\[A1]: 
{u : real∧(2,1)finite_sum|?y.y IN mspace(fspace s)/\u IN IMAGE y s} = s0/\[A2]: 
{u : real∧(2,2)finite_sum|?y.y IN mspace(fspac s)/\u IN IMAGE y s} = s1/\　　  
q = (\t.vector[drop(phi t);drop(delta t)] : real∧2)/\[A3]: 
q′ = (\t.vector[drop(phi′ t);drop(delta′ t)] : real∧2)/\　　  
q′′ = (\t.vector[drop(phi′′ t);drop(delta′′ t)] : real∧2)/\　　  
(!t.t IN s ==> (phi has_vector_derivative phi′ t)(at t within s))/\[A4]: 
(!t.t IN s ==> (delta has_vector_derivative delta′ t)(at t within s))/\　　  
(!t.t IN s ==> (phi′ has_vector_derivative phi′′ t)(at t within s))/\　　  
(!t.t IN s ==> (delta′ has_vector_derivative delta′′ t)(at t within s))/\　　  
ke = (\u : real∧(2,2)finite_sum.lift((&1/&2∗ Ib∗ sndcart u$1∗ sndcart u$1)+[A5]: 
(&1/&2∗ It ∗ sndcart u$2∗ sndcart u$2)))/\　　  
ue = (\u : real∧2.lift(&0))/\　　  
alpha = Ib+ (Mb+Mt)∗ r ∗ r/\[A6]: 
beta = Mt ∗ r ∗ l/\　 　 
gamma = It+Mt ∗ l∗ l/\mu = Mt ∗g∗ l/\ 　　 
mu = Mt ∗g∗ l/\ 　　 
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M = vector[vector[Ib;&0] : real∧2;vector[&0; It] : real∧2] : real∧2∧2/\　　  

f = (\t : real∧1.(vector[lift(&0); lift(tau)] : real∧1∧2))/\[A7]: 

rr = (\u : real∧(2,1)finite_sum.(vector[lift(fstcart u$1); lift(fstcart u$2)] : real∧1∧2))/\　　  

lagrange_equations_autonomous s s0 s1 ke ue q f rr t[A8]: 

==> M ∗∗(q′′t) = vector[&0; tau][G1]:  .

q φ δ q̇ φ̇ δ̇ q̈ φ̈ δ̈

φ φ̇ δ δ̇ φ̇ φ̈ δ̇ δ̈

条件 A3 表示广义坐标   由   和   组成, 广义速度   由   和   组成以及广义速度的导数   由   和   组成; 条件

A4表示广义坐标   的导函数为  ,   的导函数为  , 广义速度   的导函数为  ,   的导函数为  .
定理 5的条件和证明和定理 4类似, 在此不再一一赘述. 以上通过对单球驱动平衡机器人 XOZ面和 XOY面

的拉格朗日动力学方程进行高阶逻辑建模和推导, 保证了该型机器人动力学模型的正确性, 提高了机器人的可靠

性和安全性. 

5   总　结

本文通过使用 HOL Light定理证明器, 形式化建模并验证了单球驱动平衡机器人的运动学和动力学高阶逻辑

模型. 在运动学部分, 本文对单球驱动平衡机器人的正向运动学、空间速度以及末端速度进行形式化建模和验证.
在此基础上, 进一步对单球驱动平衡机器人 XOZ面的拉格朗日动力学方程进行形式化建模和验证. 为了提升控制

的精确度, 本文还构建并验证了 XOY面的拉格朗日动力学方程. 形式化验证方法克服了传统验证方法的局限, 保
障了设计的正确性与安全性. 值得一提的是, 在对 XOZ面的动力学方程验证过程中, 发现并纠正了两处系数错误.
这不仅有助于提高系统的正确性和安全性, 也增强了验证工作者的信心. 这项工作不仅保证了单球驱动平衡机器

人运动学和动力学模型的正确性, 并对未来机器人控制设计与实现提供了可靠性和安全性保障.
另外, 本文验证的文献 [10] 还通过部分反馈线性化和函数设计, 提出能量整形控制方法, 并推导了相应的控

制方程. 与此同时, 文章还基于 Lyapunov稳定性理论, 对该控制系统进行了数学推导和分析. 鉴于现有的控制相关

定理库尚不完善, 作者计划在未来的研究中致力于进一步完善这一定理库, 并对所推导的控制方程进行形式化验证.
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