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摘　要: 讨论正则图上的对称双态自旋系统的配分函数计算复杂性. 利用计数指数时间假设 (#ETH)和随机指数时

间假设 (rETH), 将该问题类的经典二分定理, 细化到指数型二分定理, 又称细密度二分定理. 换而言之, 证明满足给

定易解条件时, 该问题可在多项式时间内求解; 否则, #ETH成立时, 该问题没有亚指数时间算法. 还针对平面图限

制下已有插值方法在构造根号亚指数时间归约时失效的问题, 提出两种解决方案, 并利用这两种方案探讨平面限

制下该问题相关的细密度复杂性和二分定理.
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Abstract:  This  study  discusses  the  computational  complexity  of  the  partition  function  of  the  symmetric  dual-spin  system  on  regular
graphs.  Based  on  #  exponential  time  hypothesis  (#ETH)  and  random  exponential  time  hypothesis  (rETH),  this  study  develops  the  classical
dichotomies  of  this  problem  class  into  the  exponential  dichotomies,  also  known  as  the  fine-grained  dichotomies.  In  other  words,  this  study
proves  that  when  the  given  tractable  conditions  are  satisfied,  then  the  problem  is  solvable  in  polynomial  time;  otherwise,  there  is  no  sub-
exponential  time  algorithm  when  #ETH  holds.  This  study  also  proposes  two  solutions  to  solve  the  in-effectiveness  of  existing  interpolation
methods  on  building  sqrt-sub-exponential  time  reductions  under  the  restriction  of  planar  graphs.  It  also  utilizes  these  two  solutions  to
discuss the related fine-grained complexity and dichotomy of this problem under the planar graph restriction.
Key words:  computational complexity; fine-grained dichotomy; exponential time hypothesis; partition function; spin system

 1   研究背景与相关工作

自旋系统是描述微观粒子相互作用的重要框架. 在统计物理中, 可用于描述伊辛模型 [1]、玻茨模型 [2]等重要

框架, 其配分函数的值, 反映着物质的能量、磁矩等重要物理性质; 在理论计算机科学中, 自旋系统可用于描述图
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染色数目问题 [3]、点独立集数目问题 [4]等图论上问题, 其配分函数的值对应着问题的解; 在人工智能和概率论等

领域, 自旋系统也被称为马尔可夫随机场 [5], 被广泛研究. 自旋系统的配分函数计算问题, 是多领域关心的重点问

题, 其求解算法与计算复杂性也得到持续的关注和研究.

S(V,E) V

E g : {0,1}2→ C

自旋系统由点阵构成, 每个阵点代表一个微观粒子, 具有不同的自旋状态. 自旋系统假设只有最相近的两个粒

子的自旋状态之间具有相互作用. 若粒子只有自旋向上或自旋向下两种状态, 这样的自旋系统被称为双态自旋系

统, 可以抽象成一个图  .   表示粒子的集合, 每个粒子的状态用一个取值为 0 (自旋向下)或 1 (自旋向上)的
布尔变量来表示;   表示图中边的集合, 每对相互作用的粒子之间连一条边, 边上赋有一个二元函数 

以表示粒子间的相互作用. 这个自旋系统的配分函数定义为: 

Z(S) =
∑

σ:V→{0,1}

∏
(u,v)∈E

g(σ(u),σ(v)),

σ σ(u),σ(v) σ u,v其中,   表示所有状态变量的一组布尔赋值;   表示在赋值   下点   对应变量的赋值.

,

G g

配分函数计算问题属于计数问题类 #P[6]. 一个问题 A属于 #P 类, 则存在一个非确定性多项式时间图灵机对

于输入 x满足, 接受路径的数量等于 A(x). 一个问题是 #P难的, 则任意 #P内的问题可以多项式时间内归约到该问

题; 若该问题也在 #P内, 则它是 #P完全的. 自旋系统的配分函数计算问题, 除少数情况外, 是#P难的. 基于计数复

杂性领域重要的假设: P   #P, 大多数情况下, 人们相信配分函数的精确求解不能在多项式时间内完成. 因此, 探寻

其的近似算法 [7−10]或量子算法 [11,12]是研究的热点之一. 此外, 配分函数的计算复杂性 [13], 也得到长久的关注和研

究. 根据定义, 配分函数的计算复杂性与图   的结构和函数   有关. 在过去几十年, 人们从图结构和相互作用函数

两个维度, 对配分函数的计算复杂性进行分析, 给出了一系列经典的二分定理 [14−20]: 图结构或相互作用函数满足

给定条件时, 能给出配分函数的多项式时间确定性求解算法; 否则能证明问题是 #P难 (#P完全)的.
计算复杂性领域内另一被广泛相信的假设由 Impagliazzo等人 [21,22]提出, 称为指数时间假设 (exponential time

hypothesis), 简写为 ETH. 该假设认为布尔可满足性问题 (satisfiability) 没有亚指数时间内的确定性算法. 利用

ETH, 可以将 NP难的问题的计算复杂性, 进一步细化到没有亚指数时间算法 [23]. 该假设被 Dell等人 [24]发展到计

数版本#ETH和随机版本 rETH, 用于证明#P难问题没有亚指数时间算法, 如图的完美匹配数目问题 [25]. 一些经典

的二分定理, 也被细化到指数型二分定理, 即问题在满足易解条件时有多项式时间内的算法, 否则#ETH成立时问

题没有亚指数时间算法 (或根号亚指数时间算法), 例如计数约束求解问题的指数型二分定理 [26]. 这样的指数型二

分定理又称为细密度二分定理.
在自旋系统的配分函数计算问题上, 相比于经典二分定理的大量系统性结果 [14−20], 细密度二分定理还处于兴

起阶段, 仅有小部分结果: 关于 Tutte多项式 [24,27,28]、计数约束求解问题 [26,28]和 Holant*问题 [29]的细密度二分定理

包含了一些受限自旋系统上配分函数计算的细密度复杂性分类; Chen等人 [30]给出了当相互作用函数为布尔值域

的对称函数时, 配分函数计算的细密度二分定理.
本文考虑对称双态自旋系统的配分函数计算的细密度复杂性, 即相互作用函数为对称布尔函数. 根据已有的

正则图上该问题的经典二分定理 [17,19,20], 发展#ETH和 rETH下相关的细密度二分定理. 这是对配分函数计算复杂

性的更细致探讨, 有助于更深层理解该问题的计算复杂性; 同时, 在探索过程中出现的新的归约技术和方法, 也对

其他问题的细密度复杂性研究提供了工具和引导.

 1.1   本文成果与结构

本文第 2节介绍相关基础知识. 第 3节介绍文章中使用的已有归约技术: 构件构造、全息变换和插值. 第 4节
为本文核心, 论证正则图结构上对称双态自旋系统相关的细密度复杂性.

k第 4.1节根据经典二分定理的证明, 利用已有归约手段, 证明   正则图上该问题的细密度二分定理.

k k

g = [a,1,b] a,b ∈ C
定理 1. 给定一个底层图结构为   正则图的双态自旋系统, 其中   为大于 2的整数. 若粒子间的相互作用函数

( )满足以下某一条件, 则该系统的配分函数可以在多项式时间内计算.
a = b = 0(1)  ;
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ab = 1(2)  ;

ab = −1 a2k = b2k(3)   且  .

2O(N) N否则, 若#ETH成立, 则配分函数不能在   时间内计算, 其中   表示系统内粒子数 (点数).

k

g

[0,1] [0,1]

第 4.2节进一步探讨平面   正则图上该问题的细密度二分定理. 当限制图结构为平面时, 已有插值技术的失效

使得细密度复杂性的分析论证更为困难. 本文退一步考虑, 除了相互作用函数  , 粒子可能会被额外的一个一元函

数   作用时, 平面图上的双态自旋系统. 一个粒子被额外的一元函数   作用时, 例如图 1 所示 (黑点表示粒

子, 边表示函数), 该粒子的状态被限制为 1 (自旋向上).
 
 

g

g

[0, 1]

g [0,1]图 1　被两个相互作用函数   和一个一元函数   作用的粒子
 

第 4.2.1节利用比#ETH更强的 rETH假设, 规避了插值的使用, 从而论证了这样的系统配分函数计算问题的

细密度二分定理.

k k

g = [a,1,b] a,b ∈ Q [0,1] g

定理 2. 给定一个底层图结构为   正则图的双态自旋系统, 其中   为大于 2的整数, 该系统中粒子受到相互作

用函数  ( )或独立作用函数   的约束. 当   满足以下条件之一时, 该系统的配分函数可以在多

项式时间内计算.
a = b = 0(1)  ;

ab = 1(2)  ;

ab = −1 a2k = b2k (a,b) ∈ {(1,−1), (−1,1)}(3)   且  , 即  .

2O(
√

N) N否则, 若 rETH成立, 配分函数不能在   时间内计算, 其中   表示系统内粒子数 (点数).
第 4.2.2节给出一个利用小规模构件实现两两线性无关函数的创新性方法, 并将该方法与多项式时间插值结

合, 从而论证了平面正则图上受限对称双态自旋系统的配分函数计算的细密度复杂性下界.

k g = [0,1,b] k

b 2O(
√

N/(log N)) N

定理 3. 给定一个底层图结构为平面   正则图的双态自旋系统, 该系统中相互作用函数为  , 其中   为

大于 2的整数且   为非负实数. 若#ETH成立, 则配分函数不能在   时间内计算, 其中   表示系统内粒子

数 (点数).
第 5节总结本文成果并给出几个待解决问题.

 2   基础知识

 2.1   相关记号与定义

N R C q [q] q

{1,2, . . . ,q} q = 2 [q] [q] F [q]k

k ∈ N F [F(0),F(1)] H(
H (0,0) H (0,1)
H (1,0) H (1,1)

)
k F

F(a1,a2, . . . ,ak) = F(aπ(1),aπ(2), . . . ,aπ(k)) a1,a2, . . . ,ak F π : [k]→ [k]

k F F [ f0, f1, . . . , fk]

fi F i =2 [1,0,1]

  、  和    分别表示自然数集、实数集和复数集. 对于某个正整数   ,   表示一个大小为    的有限集合

. 若  , 则   称为布尔域, 该域中任意元素被赋值为 0或 1. 一个定义在   上的复数值函数   将 

内的项映射到复数, 其中   被称作函数的元. 布尔一元函数   通常写作  , 布尔二元函数   通常写

作矩阵形式   .  一个    元函数    是对称函数 ,  当且仅当函数值与变量赋值的顺序无关 ,  即

, 其中   为   的一组变量赋值且   为一个置换函数. 根据

定义, 一个   元对称布尔函数   的值仅由变量赋值中 1的个数 (也称汉明权重)决定, 故   可写作  , 其
中   表示   在汉明权重为   的变量赋值下的函数值. 例如, 二元布尔相等函数, 记作  , 可写作  .

⊗ a,b,c,d X = X{a×b} Y = Y{c×d}

X⊗Y ac×bd (i, j) ∈ [a]× [c] (k, l) ∈ [b]× [d] Xi,k ×Y j,l

张量积的一个特例就是 Kronecker 积, 用   表示. 假设   为正整数, 两个矩阵   和   之间

的张量积   是一个   矩阵, 且其在第   行、第   列的元素为  . 递归定义

刘莹 等: 正则图上对称双态自旋系统相关的细密度二分定理 4527



X⊗k = X⊗(k−1)⊗X k F F = U1⊗U2⊗ . . .⊗Uk

U1, . . . ,Uk

. 一个   元函数   是退化的, 当且仅当它可以写作一些一元函数的张量积, 即 

对某些一元函数   成立.
G (V,E) V E V,E V(G),E(G) e

v e v l v u v u

l G G (u,v) G u v

N(v) E(v) v d(v) v v l

l G ∆ =max{ d(v)|v ∈ V} G V VL VR

G VL VR (VL∪VR,E) VL VR

G k G k G

G G

一个无向图   可以用元组   表示, 其中   表示顶点集,   表示边集.   也记作  . 一条边   的两

个端点若为同一点  , 则称   为点   的一条自环边; 若存在   条边有相同的两端点   和  , 则将这些边视为   和   之

间的一条    重边. 若图    中没有自环和重边, 则    为简单图, 并常用元组    来指代    中两端点为    和    的边.
 和   分别表示点   的邻点和邻边集合;   表示点   的度数, 即点   的邻边条数, 其中自环计 2条,   重边计

 条. 图   的最大度记作  . 若   是二部图, 则   可以分割成两个不相交的非空点集   和  , 且
 中任一边的一端点在   中且另一端点在   中. 二部图也常用元组   表示, 其中   和   中的点常分别

称为“左侧”和“右侧”的点. 若   是一个简单图且任意点的度数都为某个正整数  , 则称   为   正则图. 若   能按照

任意两条边不在非端点处相交的方式画在平面上, 则称    为平面图, 且符合要求的画法称为    的一个平面

嵌入.
下面介绍两个典型的图上的#P完全问题.

G(V,E) S ∈ V G

∀e ∈ E e S

点覆盖集数目问题 (#VC): 给定一个图  , 一个点子集   被称作   的一个点覆盖集 (vertex cover)当
且仅当,  ,   至少有一端点在   内. 点覆盖集数目问题, 简记为#VC, 即为求给定图的点覆盖集数目.

k n x1, x2, . . . , xn ϕ k

ϕ m ϕ = ∧i∈[m]Ci m Ci i

∨ j∈[k]li, j li, j i j li, j x ∈ {x1, x2, . . . , xn}
x̄ = 1− x a = (a1, . . . ,an) ϕ(a) = 1 ϕ ϕ

ϕ ϕ

| k ∈ N} | k ∈ N}

布尔满足性数目问题 (#SAT): 给定一个正整数  , 一个定义在   个布尔变量   上的公式   被称为 

合取范式, 记作 k-CNF, 当且仅当   可以写作   个子句的合取, 即  , 其中   为某个正整数,   表示第   个

子句且形如  .   表示第   个子句中的第   个文字, 且   对应某个布尔变量   或者某个变量的

否  . 一组布尔赋值   满足  , 则称其为   的一组满足性赋值. 给定一个 k-CNF 公式  ,
判定   是否有满足性赋值称为布尔满足性问题, 简记为 k-SAT; 求   的满足性赋值的组数, 被称为布尔满足性赋数

目问题, 简记为#k-SAT. SAT={k-SAT   且#SAT={#k-SAT  .

 2.2   Holant 问题

S(V,E) g = [0,1,1]

S
∏

(u,v)∈E

g(σ(u),σ(v)) = 1

S S
[0,1,1]

在第 1节中, 本文介绍了双态自旋系统模型. 若这样的一个自旋系统   内相互作用函数为  , 即

要求   内每条边至少有一端点变量赋值为 1. 给定一组点赋值, 若其满足  , 则此时对应赋值 1

的点构成的集合恰好是   的一个点覆盖集; 反之亦然. 故该自旋系统的配分函数的值恰好是图   的点覆盖集数目.
由此可知, #VC问题多项式时间等价于相互作用函数为   的双态自旋系统的配分函数计算问题. 与#VC不同

的是, #k-SAT问题的实例并不总能被表达成一个自旋系统.

q F [q] F
Ω(G,π) G V E π F G F

Holantq(F)

Holant是更一般的计数问题模型. Holant值概念 [31]由 Valiant提出, 并被 Cai等人 [32]发展成 Holant问题模型.
令   是一个大于等于 2的正整数,   是一个定义在   上的函数组成的集合.   上的一个 signature grid是一个元组

, 其中   是一个点集为   且边集为   的图;   是一个将   内某个函数映射到   内某个点的函数. 以   为参

数函数集的 Holant问题, 记为  , 定义如下.

Holantq(F) F Ω(G,π)   问题: 接受   上的一个 signature grid   为输入, 并输出 

#q(Ω) =
∑
σ:E→[q]

∏
v∈V

Fv(σ|E(v)),

σ σ|E(v) σ v E(v) Fv π v

σ|E(v) π

其中,   表示对所有边的一组布尔赋值;   表示   下点   的邻边   的赋值;   是被   映射到点   的函数, 其值

由   按照一定顺序决定 (该顺序已被   确定).
Fv λFv λ λ

F λ F λF

若将   替换成  ,   为某个非 0 常数, 根据定义, 实例的值仅变化   倍; 这种简单的倍数关系是容易计算及

相互归约转换的, 故在 Holant问题中, 对任意函数   和非 0常数  ,   和   被视为等价的, 它们之间的相互转化被

称为归一化 (normalization).
q = 2 F {0,1} Holant2(F) Holant(F) #2(Ω)

#(Ω) F H G Ω(G,π) G (VL∪VR,E)

VL π H VR π G Ω H|G

当   时,   被限定在布尔定义域  ,   是一个布尔 Holant 问题, 简记为  ;   也简

记为  . 若   能被划分成不相交的两个函数集合   和  , 且限制输入的   中   为一个二部图  ,
其中   的每个点被   映射到   内的某个函数,   的每个点被   映射到   内的某个函数. 这样的   也被称为 
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Holantq(H|G)上的一个 signature grid. 限制下的问题是一个二部图 Holant问题, 记作  .

Ω(G,π) π G G Ω F = {F}
F F pl-Holant(F) Holant(F)

当上下文语义清晰时, 常将   中   的信息隐藏进   中, 用   指代  . 若函数集   只包含一个函数,
则直接用   表示  . 常用前缀 pl-表示平面限制, 如   表示平面   问题.

g S Ω(G,π) G

(VL∪VR,E) VL = V(S) π VR E(S)

π g u ∈ VR E(S) (v1,v2) E (u,v1) (u,v2) S
#(Ω) Holant(EQ|g) EQ

≡polyHolant(EQ|[0, 1, 1]) k k

Holant(=k |g) =k k

根据一个相互作用函数为   的双态自旋系统  , 可以构造一个 signature grid  , 其中   为一个二部图

,   内每个点表示一个粒子, 被   映射到一个布尔相等函数;   内每个点对应   内的一条边,
被   映射到  ; 若   对应   内边  , 则在   中加入边   和  . 根据定义,   的配分函数的值恰好

等于  . 反之亦然, 故该系统的配分函数计算问题, 多项式时间等价于  , 其中   包含所有的布尔

相等函数. 例如#VC  . 若限制自旋系统的底层图结构为   正则图, 其中   为正整数, 则这样

的问题多项式时间等价于  , 其中   表示   元布尔相等函数.

 2.3   指数时间假设

, ,

,

根据著名的 P   NP假设, SAT问题被广泛相信不能在多项式时间内求解; 类似的, 根据 P   #P假设, #SAT不

能在多项式时间内求解. Impagliazzo 等人 [21,22]提出了比 P    NP 更强的假设: 指数时间假设 (exponential time
hypothesis), 等价定义如下.

ε 2εN N指数时间假设 (ETH): 总存在一个大于 0的常数  , 使得 3-SAT问题没有   时间的确定性算法, 其中   表示

输入 3-CNF公式的变量个数.
Dell等人 [24]将 ETH发展到了计数版本#ETH和随机版本 rETH, 这两个假设定义如下.

ε 2εN

N

计数指数时间假设 (#ETH): 总存在一个大于 0 的常数  , 使得#3-SAT 问题没有   时间的确定性算法, 其中

 表示输入 3-CNF公式的变量个数.
ε 2εN

N

随机指数时间假设 (rETH): 总存在一个大于 0的常数  , 使得 3-SAT问题没有错误率低于 1/3的   时间内的

近似算法, 其中   表示输入 3-CNF公式的变量个数.

2εM M利用 Impagliazzo 等人证明的稀疏化引理 [22], 以上假设可以加强到没有   的确定性或者近似算法, 其中 

表示输入 3-CNF公式的子句个数. 从定义可以看出, rETH暗示了 ETH, 而 ETH暗示了#ETH, 反方向未知. 这 3个
假设可按照 rETH, ETH, #ETH顺序排列, 前一个假设不弱于后一个 (普遍认为前一个强于后一个).

2Ω(N) 2Ω(M)

2Ω(N)

根据#ETH, #3-SAT的复杂性下界为  (或  ). 在以往复杂性下界证明中, 人们常常建立一个已知困难问

题到目标问题的多项式时间归约, 来传递#P难或#P完全性质; 当传递的复杂性下界从多项式时间变为   时间

时, 所建立的归约类型与多项式时间归约不同. 由于本文涉及的问题都具有图形化实例, 因此本小节仅介绍图上问

题之间的归约定义.

⩽poly n GA

⩽poly

多项式时间归约 ( ): A和 B是两个图上的问题. 给定 A的一个规模为   的输入图  , 总存在一个算法 T
满足以下条件, 则称 A可以多项式时间归约到 B, 记作 A   B.

G1,G2, . . . ,Gp(1) T构造了多个 B的实例   去访问 B的神谕;

B(G1),B(G2), . . . ,B(Gp) A(G) poly(n)(2) 根据  , T计算得到   且总消耗时间为  .

⩽poly ⩽poly ≡poly若 A   B且 B   A, 则称 A和 B多项式时间归约等价, 记作 A   B.
⩽serf n GA

ε > 0 ⩽serf

亚指数时间归约 ( ): A和 B是两个图上的问题. 给定 A的一个规模为   的输入图   和一个时间运行参数

, 总存在一个算法 T满足以下条件, 则称 A可以亚指数时间归约到 B, 记作 A   B.

G1,G2, . . . ,Gp O(n)(1) T构造了多个 B的实例   去访问 B的神谕, 且每个新生成实例的规模是  ;

B(G1),B(G2), . . . ,B(Gp) A(G) 2εn(2) 根据  , T计算得到   且总消耗时间不超过  .

⩽serf ⩽serf ≡serf若 A   B且 B   A, 则称 A和 B亚指数时间归约等价, 记作 A   B.
与多项式时间归约相比, 亚指数时间归约放松了对归约时间的限制, 但要求新生成实例的规模与原实例的规

模保持线性关系. 图的规模即为图的表达长度, 一般用图的点数或者边数指代. 在本文中, 如无特殊说明, 图的规模

即为图的点数.

⩽serf εA > 0 nA GA A(GA) 2εAnA引理 1. A和 B是两个图上的问题且 A   B. 若存在   使得, 对于   个点的图  ,   不能在   时间
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εB > 0 2εBnB nB内计算, 那么总存在   使得问题 B没有   时间的确定性算法, 其中   表示问题 B输入图的点数.
εB 2εBnB ⩽serf

2εnA A(GA) ε

A(GA) cnA c

2εnA ·2εBcnA ⩽ 2(ε+cεB)nA ε εB 2(ε+cεB)nA ⩽ 2εAnA εB > 0

2εBnB

证明: 假设对于任意   > 0, 问题 B都有   时间内的算法. A   B则存在一个带有 B的神谕的算法 T 在

 时间内计算  , 其中   为任意大于 0的常数. 将 B的神谕替换成假设的算法, 则结合 T, 可以得到一个求解

 的确定性算法. 假设 T 所构造的 B的实例的点数都不超过  , 其中   为某个正常数, 则确定性算法所花费

的时间不超过  . 选取足够小的   和  , 可以使  , 与引理中已知矛盾. 故存在 

使得问题 B没有   时间的确定性算法.
不难证明, 多项式时间归约和亚指数时间归约都具有传递性. 通过构造一系列的亚指数时间归约, 人们证明

了, 当#ETH或 rETH成立时, 一些计数问题的亚指数时间下界.
g g < {[0,1,0], [1,0,1], [a,1,b],λ[1,±i,1],λ[1,±1,−1] | ab = 1, i =

√
−1,

λ ∈ C} ε > 0 Holant({=1,=2,=3}|g) 2εn n

定理 4 [ 2 6 ] .    是一个二元对称布尔函数且  

. 若#ETH 成立, 则存在    使得    没有    时间的确定性算法, 其中    表示输入图的

点数.
ε > 0 Holant(=3| [0, 1, 1]) 2εn n定理 5 [29]. 若#ETH成立, 则存在   使得   没有   时间的确定性算法, 其中   表示输入图

的点数.
ε > 0 pl-Holant(=3|{[0,1,1], [1,−1]}) 2ε

√
n n定理 6 [29]. 若#ETH 成立, 则存在   使得   没有   时间的确定性算法, 其中 

表示输入图的点数. 若 rETH成立, 则该结论在限制输入实例的值非 0即 1的情况下仍成立.

 3   归约方法

 3.1   构件构造

F [q]

F F F G(V,E∪X) π G E X

E V X V G

|X| ΓG (a1,a2, . . . ,a|X|) ∈ [q]⊗|X|

一类最直接的归约方法称作构件构造, 即通过函数之间的相互连接实现新的函数.   是一个定义集合   上的

函数集. 一个由   内函数构成的构件, 也称作   门, 是一个   上的 signature grid  (  隐含在   内).   和 

是两个不相交的边集,   中的边两端都连接了   中顶点;   中的边一端连接   中顶点, 另一端悬空, 也称悬挂边. 
实现了一个   元函数  , 且变量赋值为   时, 该函数取值为: 

ΓG(a1,a2, . . . ,a|X|) =
∑
σ:E→[q]

∏
v∈V

Fv(σ̂|E(v)),

σ E σ̂|E(v) v σ (a1,a2, . . . ,a|X|) X ΓG

#q(G)

其中,   表示   内边的一组赋值;   表示   的邻边的 (有序)赋值, 由   和   共同决定. 若   为空, 
为零元函数, 对应的常值即为  .

H [q] G F |H G F |H X VL

VR X VL G X VR G

=k {=2 | =3} k ⩾ 5

令   也是定义在   上的函数集. 若   是一个   门, 即   是   上的 signature grid, 且   的邻点全在 

中或   中. 若   的邻点全在   中, 则称   实现了一个“左侧”的函数; 相应的, 若   的邻点全在   中, 则称   实现

了一个“右侧”的函数. 图 2展示了一个实现右侧   函数的   门, 其中正整数  .
  

=3 =2 =3 =3=2

=k {=2|=3} k−2 (=3) k−3 (=2)图 2　实现   函数的   门, 包含   个   和   个 
 

H F Holantq(H) G poly(|V(G)|)
F Holantq(F) G′ #q(G) = #q(G′) |V(G′)| = O(|V(G)|)

假设   内每一个函数都可以由某个常数规模的   门实现. 对于   的任一实例  , 总可以在 

时间内将所有点替换成对应的   门, 从而得到   的一个实例  , 有   且  .
H F [q] q H

F
引理 2.  ,   为两个定义在   上的函数集, 其中   为大于 1的正整数, 且   内每一个函数都可以由某个常数

规模的   门实现, 有: 

Holantq(H)⩽polyHolantq(F)且Holantq(H)⩽serfHolantq(F).

 3.2   全息变换

另一类归约方法被称为全息变换. 有时候, 两个表面看上去不同的计数问题实际上是不同形态下的相同问题,
全息变换就是连接它们之间的等价关系的工具.
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[q] k F

3

一个定义在   上的   元函数   总可以写成列向量的形式, 即选取某个变量作为列标, 其余变量作为行标, 按
照字母序展开, 相应位置填入对应函数值. 如   元布尔相等函数 (对称函数值与变量顺序无关)可写作: 

(=3) =


1 0
0 0
0 0
0 1

 ,
T ∈ Cq×q T ⊗kF F T

FT ⊗k F [q] F TF = {T ⊗kF|F ∈ F } FT = {FT ⊗k |F ∈ F }
其中, 行标展开为 00, 01, 10, 11; 列标展开为 0, 1. 对任意矩阵  ,   即为   被   作用后的转换函数. 类似

定义  , 其中   写作行向量. 对于   上的函数集  ,   且  .
H F [q] T ∈ Cq×q Holantq(F |H)

Ω(G,π) Holantq(FT |T −1H) Ω′(G,π′) π v ∈ V(G) F ∈ F
H ∈H π′ v FT ⊗d(v) (T −1)⊗d(v)H T #q(Ω) = #q(Ω′)

  ,   为两个定义在   上的函数集, 一个可逆矩阵   定义的全息变换为: 对于   的一个二

部图实例  , 构建一个   的一个二部图实例  ; 若   将   映射到函数  (或
), 则   将   映射到函数  (或  ). Valiant[31]证明了, 对任意可逆矩阵  ,  , 故容易得

到以下结论.
H F [q] q T ∈ Cq×q引理 3.  ,   为两个定义在   上的函数集, 其中   为大于 1的正整数. 对于任意可逆矩阵  , 有: 

Holantq(F |H)≡polyHolantq(FT |T −1H)且Holantq(F |H)≡serfHolantq(FT |T −1H).

 3.3   插　值

构件构造和全息变化这两个归约方法, 对于输入实例都一对一的构造一个新的等值实例. 插值方法与它们不

同, 插值方法生成多个新的实例, 利用这多个实例的值来计算原始输入实例的值. A和 B是两个图上的问题, 利用

插值方法构造 A到 B的归约一般分两步.
G µ µ(a) = A(G)(1) 根据 A的输入实例  , 构造一个多项式  , 满足在某个点 a上  .

G G1,G2, . . . B(G1) = µ(b1),B(G2) = µ(b2), . . . µ

µ µ(a) = A(G)

(2) 根据   构造一系列 B的实例   满足  , 利用 B的神谕得到   在多个不

同点的值, 根据拉格朗日插值恢复出   内每项的系数, 从而计算得到  .
以下例子展示了通过插值方法构建多项式时间归约 [4,6]和亚指数时间归约 [25].

F m H = {[1,ai]|ai ∈ C, i ∈ [m]} m

N poly(N) F N [1, x] x ∈ C N

引理 4.   为一个布尔函数集,   为正整数,   为   个布尔一元函数构成的集合. 对于任

意正整数  , 若能构造出一系列   规模的   门以实现   个形如   的一元函数, 其中  , 且这   个函数

两两线性无关, 则: 

Holant(F ∪H)⩽polyHolant(F)且Holant(F ∪H)⩽serfHolant(F).

F若涉及的   门都是平面的, 则以上结论在平面限制下仍成立.
Holant(F ∪H)⩽polyHolant(F)证明: (1)多项式时间插值: 构造多项式时间归约来证明  .

G(V,E) Holant(F ∪H) V F H hi = [1,ai]

hi V ′

i |V ′

i | = ni

∑
i∈[m]

ni = n ⩽ |V | E t =

(t1, . . . , tm) ∈ {0,1, . . . ,n1}× . . .×{0,1, . . . ,nm} Vi
′ ti

令    为    的一个实例 .    中每个点都对应    内某个函数或    内某个函数   ,  记

对应    的点构成的集合为   ,  不妨设    且   .  为    的每组布尔赋值都设计一个标签  

: 该组赋值下,   内有   个点的邻边被赋值为 1. 根据定义: 

#(G) =
∑
σ:E→[q]

∏
v∈V−∪iV

′
i

Fv(σ|E(v))
∏

v∈V′i ,i∈[m]

hi(σ|E(v)) =
∑

t

ρt

∏
i∈[m]

ati
i ,

ρt =
∑

σ with label t

∏
v∈V−∪iV

′
i

Fv(σ|E(v)) t V −∪iV ′i n

m

其中,  , 即有相同标签   的所有可能赋值下的   中点对应函数值的积. 定义 

次   元多项式: 

µ(z1,z2, . . . ,zm) =
∑

t

ρt

∏
i∈[m]

zti
i .

µ(a1,a2, . . . ,am) = #(G) (n+1) poly(n+1) F (n+1)

{g j = [1, x j]|x j ∈ C, j ∈ [n+1]} l = (l1, l2, . . . , lm) ∈ [n1+1]× [n2+1]× . . .× [nm+1] l G

∀i ∈ [m] V ′i hi gli gli F Holant(F) Gl

Gl poly(|V |)

有  . 根据假设, 存在   个大小为   的   门实现了   个两两线性无关的

一元函数   . 定义   . 任取    对    作以下操

作:  , 将   内点对应函数由   替换成  (本质上是替换成实现   的   门), 得到新的   的实例  .
 的规模为  . 根据定义, 可知: 
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#(Gl) =
∑

t

ρt

∏
i∈[m]

xti
li
= µ(xl1 , xl2 , . . . , xlm ).

{g j}
∏

i∈[m]
(ni+1) ⩽ nm Holant(F) µ∏

i∈[m]
(ni+1) µ

∏
i∈[m]

(ni+1) poly
(∏

i∈[m]
(ni+1)

)
µ ρt µ(a1,a2, . . . ,am) = #(G)

由于   两两线性无关, 故通过上述方式构造   个实例去询问   的神谕, 可以得到   在

 个不同点上的值. 根据拉格朗日插值法, 已知   在   个不同点上的值, 可以在 

时间内计算出   中所有未知系数  . 从而可以计算得  .
Gl poly(|V |) Holant(F)

O(1) ρt poly
(∏

i∈[m]
(ni+1)

)
µ(a1,a2, . . . ,am) poly

(∏
i∈[m]

(ni+1)
)

poly(|V |) poly(|V |)

接下来分析以上归约所需时间. 每构造一个   需要   时间, 访问一次   的神谕所花费的时间

为  ; 计算出所有   需要   时间; 计算   需要   时间; 故总时间

为  , 即以上归约可在   时间内完成.
Holant(F ∪H)⩽serfHolant(F)

H [1,a]

(2) 块插值: 构造亚指数时间归约来证明  . 由于亚指数时间归约具有传递性, 因此

在这里简单展示   内只有一个一元函数   时的归约细节.
G(V,E) Holant(F ∪{[1,a]}) [1,a] V ′ V ′ = n ⩽ |V |   为   的一个实例, 且其中对应函数   的点集记作  . 设  .

d V ′ r = ⌈n/d⌉ B1,B2, . . . ,Br d

n d d E t⃗ = (t1, t2, . . . , tr) ∈ {0,1, . . . ,d}r

∀i ∈ [r] Bi ti 1

任给一个正整数  , 将   分成   个不相交集合  , 满足每个集合大小不超过  . 这些集合被称为

“块”. 不妨设   被   整除, 即每块大小恰好为  . 为   的每组布尔赋值都新设计一个标签  :
该组赋值下,  ,   内恰好有   个点的邻边被赋值为  . 根据定义: 

#(G) =
∑

t⃗∈{0,1,...,d}r
ρt⃗

∏
i∈[r]

ati ,

ρt⃗ t⃗ V −V ′ n r其中,   仍然为标签   的所有可能赋值下的   中点对应函数值的积. 定义   次   元多项式: 

µ(z1,z2, . . . ,zr) =
∑

t⃗∈{0,1,...,d}r
ρt⃗

∏
i∈[r]

zi
ti .

µ(a,a, . . . ,a) = #(G) F (d+1) {g j = [1, x j] | x j ∈
C, j ∈ [d+1]} d F l⃗ = (l1, l2, . . . , lr) ∈ [d+1]r i ∈ [r] Bi

gli Holant(F) Gl⃗

有  . 根据假设, 利用   门可以实现   个两两线性无关的一元函数, 记为 

. 由于   为常数, 则这些   门的规模为常数. 任取  , 对于任意  , 将   内点

对应函数替换成  , 得到新的   的实例  . 根据定义: 

#(Gl⃗) =
∑

t⃗∈{0,1,...,d}r
ρt⃗

∏
i∈[r]

(xli )
ti = µ(xl1 , xl2 , . . . , xlr ).

{g j} l⃗ ∈ [d+1]r (d+1)r Holant(F)

µ (d+1)r ρt⃗ #(G)

由于   两两线性无关, 故取遍   并按照上述方式构造   个新的实例去询问   的神谕,

能得到   在   个不同点上的值, 恢复出所有的系数  , 从而计算  .
(d+1)r poly(|V |) F

O(|V |)
以上归约构造   个新的实例, 每个实例构造需要   时间. 由于涉及的   门的规模为常数, 故每个

新的实例规模为  . 以上归约的时间为: 

T (|V |;d) = (d+1)r(poly(|V |)+O(1))+poly((d+1)r)+poly((d+1)r) ⩽ 2c log(d+1)
d |V |,

c G ε > 0 d T (|V |;d) ⩽ 2ε|V |其中,   为某个常数 (与   相关). 任给一个时间运行参数  , 总可以选取足够大的常数  , 使得  , 故
以上归约为亚指数时间归约.

N O(N)

poly(N) poly(N) poly(N) O
(N

d

)
O(N) O(2

log(d+1)
d N) O(2

log(d+1)
d N) O(N)

O(N) d

2εN

O(N) d

⩽poly ⩽serf

由引理 4的证明可以看出, 若原问题实例有   个点, 多项式时间插值归约会构造常数元   次多项式, 求解

其中的   个系数需要构造   个新的实例, 其中每个新的实例规模为  ; 而块插值会构造   元

 次多项式, 求解其中的   个系数需要构造   个新的实例, 其中每个新的实例规模为  . 容

易看出, 块插值牺牲归约时间, 将归约中需要构建的新实例规模限制在线性规模  ; 同时, 通过调节常数   的大

小, 使得构造的新实例个数及整个归约的时间小于给定的  , 从而构造了亚指数时间归约. 多项式时间插值需要

 个线性无关函数的构件帮助构造新的实例, 而块插值仅需要常数个 (  个). 因此, 对于两个问题 A和 B, 若能

通过多项式时间插值方法证明 A   B, 则必能通过块插值方法证明 A   B.

 4   对称双态自旋系统相关的细密度二分定理

k Holant(g|=k) k g : {0,1}2→ C考虑   正则图上的对称双态自旋系统的配分函数计算问题, 即  , 其中   为正整数,   为
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g = [a,0,b] a,b ∈ C Holant(g|=k)
k ⩽ 2 Holant(g|=k)

对称布尔函数. 若   ( ), 则   实例的任一连通分支内的边的赋值只有两种: 全 0 或全 1,
通过穷举即可在多项式时间内计算实例的值; 若  , 则   任意实例的任一连通分支为一条路径或者

一个圈, 通过穷举也可在多项式时间内计算该实例的值.
k ⩾ 3 g [a,1,b]故只需考虑   且   形如   的情况.

 4.1   一般图

Cai等人 [17,19,20]已经证明该问题的经典二分定理.
g = [a,1,b] a,b ∈ C k ⩾ 3 Holant(g|=k)定理 7 [17,19,20]. 若函数  ( )满足以下某一条件, 则对于任意正整数  ,   有多项式

时间算法.
a = b = 0(1)  ;
ab = 1(2)  ;
ab = −1 a2k = b2k(3)   且  .

Holant({g, [0,1], [1,0]}|=k)否则, 该问题是#P难的. 该结论对   仍然成立.
g Holant([c,1,c]|EQ) Holant([0,1,1]|=3)

c = ±a
√

b/a c c2 = ab 2c3 = a3+b3

a,b Holant(g|=k)

当   不满足易解条件时, Cai等人 [17,19,20]以两个已知#P难的问题:   和   为起

始问题, 其中   或   满足   且  ; 并利用构件构造、全息变换和多项式时间插值, 根据

 取值的不同, 分别建立了这两个问题到   的多项式时间归约链. 参考定理 7的证明, 容易证明以下细

密度二分定理.
g = [a,1,b] a,b ∈ C a = b = 0 ab = 1 ab = −1 a2k = b2k

k ⩾ 3 Holant(g|=k) ε > 0 2εN

N Holant({g, [0,1], [1,0]}|=k)

根据定理 1, 若函数  ( )满足 (1)   或 (2)  , 或 (3)   且  , 则对于任意

正整数  ,   有多项式时间算法; 否则, 若#ETH成立, 则存在   使得该问题没有   时间的确定性

算法, 其中   为输入图点数. 该结论对   仍然成立.
g g证明: 当    满足易解条件时, 定理 7 论证了定理 1. 当    不满足易解条件时, 参考定理 7 中#P 困难性的证

明 [17,19,20], 总可以建立以下某一条归约链.
Holant([c,1,c]|EQ)≡serfHolant({[c,1,c], [1,0,1]}|=3)(1)   (平凡的构件构造)

⩽serfHolant({[c,1,c]}∪ {[xi,yi, xi]}i⩾1|=3)   (块插值)
⩽serfHolant([c,1,c]|=3)   (构件构造, 见文献 [20]中定理 5的证明)
≡serfHolant([a,1,b]|=3)   (见文献 [20]中引理 5),
{[xi,yi, xi]}i⩾1 c c2 = ab 2c3 = a3+b3其中,   表示一系列两两线性无关函数的集合;   满足   且  .

Holant([ec,1,ec]|=3)≡serfHolant([c,1,c]|[1,0,0,e])(2)   (全息变换, 见文献 [17]中引理 14)
⩽serfHolant({[c,1,c], [1,1,1]}|[1,0, . . . ,0,e])  (平凡的构件构造)
⩽serfHolant({[c,1,c]}∪ {[xi,yi, xi]}i⩾1|[1,0, . . . ,0,e])   (块插值)
⩽serfHolant([c,1,c]|[1,0, . . . ,0,e])  (构件构造, 见文献 [17]中引理 15, 16, 17)
≡serfHolant([a,1,b]|=k)   (全息变换, 见文献 [17]中引理 14),

c = a
(

b
a

) 1
2

e = ±1 {[xi,yi, xi]}i⩾1其中,  ,  ,   表示一系列两两线性无关函数的集合.

Holant([0,1,1]|=3)⩽serfHolant([0,1,1]|=k)(3)   (构件构造, 见文献 [19]中引理 15)
⩽serfHolant([a,1,b]|{=k}∪ {[x1,0,y1], . . . , [xm,0,ym]})   (构件构造, 见文献 [20]引理 4)
⩽serfHolant([a,1,b]|{=k}∪ {[x j,0,y j]} j⩾1)   (块插值)
≡serfHolant([a,1,b]|=k)   (构件构造, 见文献 [19]中第 4.2节),
m [x1,0,y1], . . . , [xm,0,ym] m a,b,k {[x j,0,y j]} j⩾1其中,   为某个常数,   为   个二元函数, 它们仅与   有关;   表示一系列两两线

性无关函数的集合.
ε1 Holant([c,1,c]|EQ)

2ε1N Holant([ec,1,ec]|=3) ε2 2ε2N

ε3使得Holant([0,1,1]|=3) 2ε3N g Holant([a,1,b]|=k)

以上归约链中涉及的块插值方法皆与引理 4 中类似. 根据定理 4, 存在正数   使得   没有

 时间算法, 则由归约链 (1) 得   对某个正数   没有   时间算法; 又根据定理 5, 存在正数

 也没有   时间算法. 由此, 对任意不满足易解条件的   所定义的   问题,
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ε 2εN总有上述某一条归约链证明了其对于某个正数   没有   时间的确定性算法. 故定理 1得证.

 4.2   平面图

Holant(g|=k)接下来考虑   问题限制到平面图时, 该问题的细密度复杂性.
{g|=k} Cr(x1,y1, x2,y2) x1 = x2且y1 = y2

Holant(g|=k) G Cr Holant(g|=k)
G′ #(G′) = #(G) Holant(g|=k) pl-Holant(g|=k) G Holant(g|=k)
|E(G)| = O(|V(G)|) G O(|E(G)|2) = O(|V(G)|2) G′ O(|V(G)|2) #(G) 2O(|V(G)|)

#(G′) 2O(
√
|V(G′)|)

{g|=k} Cr

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3) [1,−1] Cr

若存在   门能实现一个四元布尔函数  , 该函数仅在   时取值为 1, 其余情况取

值为 0, 则对于   的任意实例  , 利用   替换其内部的交叉结构, 可以构建一个   的平面图实

例  , 有  . 这样就构建了   到   的多项式时间归约.   为   的实例,
有  , 故   中交叉数量为  ; 则   的点数为  . 若   不能在 

时间内计算, 容易证明   定不能在   时间内计算. 此情况下, 容易将一般图上问题的细密度复杂性下界

发展到平面图上对应问题的细密度复杂性下界. 遗憾的是, 很多情况下   门不能直接实现  , 需要借助一些一

元函数, 如   的细密度复杂性下界 (定理 6)证明就依赖于   帮助构造  .
pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3)先对   问题作一个简单的扩展.

k ε > 0 pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k) 2ε
√

N

N

引理 5.   是不小于 3 的整数. 若#ETH 成立, 则存在   使得   不能在   时间

内计算, 其中   表示输入图的点数. 若 rETH成立, 即使限制输入实例的值非 0即 1, 该下界仍成立.
G pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3) |V(G)| = n证明: 令   为   的一个实例. 不妨设  .

k (=k) (k−3) [1,−1] (=3) G (=3)

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k) G′ #(G′) = #(G)

若   为奇数, 利用   与   个   相连则可得到右侧的   函数, 将   中的   函数替换成这样的等

价构件, 则构造了   的实例  , 有  .
k [−1,−1] (k−3) [−1,−1] (=k)

[−1,0,0,−1] G (=3) (=3) [−1,0,0,−1]

({[0,1,1], [1,−1]}|=k) G′ #(G′) = #(G) G (=3) (=3) [−1,0,0,−1]

G′ #(G′) = −#(G) G′ G′′

(=k) [−1,0] (k−1) [1,−1] [−1,0]

−1 #(G′′) = −#(G′) = #(G) G′ =G′′

若    为偶数, 则利用图 3(a) 所示构件可以实现左侧   ; 再利用    个    与    相连则可得

到右侧的   函数. 若   中有偶数个   函数, 将每个   替换成   相应构件, 则构造了 pl-Holant
 的实例   ,  且   .  若    中有奇数个    函数 ,  则将每个    替换成  

相应构件, 得到的实例   满足  . 在   中额外加入一个连通分支构造新的实例  , 该连通分支是一个

 与 1个   和   个   相连, 其中左侧的   由图 3(b)所示构件实现. 新增加的这一连通分支带

来一个   因子, 故  . 重命名  .
 
 

=k

[1, −1]

[0, 1, 1]

[1, −1]

[0, 1, 1] =k

[0, 1, 1]

[0, 1, 1]

[1, −1]

(a) 实现 [−1, −1] (b) 实现 [−1, 0]

{[0,1,1], [1,−1]|=k} k图 3　两个   门, 其中   为大于 3的偶数
 

poly(n) G′ #(G′) = #(G) |V(G′)| = N N = O(n)通过以上方式, 总能在   内构造出  , 有  . 假设  , 有  .
ε > 0 #(G′) 2ε

√
N G G′

#(G′) = #(G) 2ε
√

N +poly(n) ⩽ 2εc
√

n c n

ε′ > 0 ε 2εc
√

n ⩽ 2ε′
√

n #(G)

假设引理不成立, 则对任意  , 使得   能在   时间内计算. 那么任给一个  , 通过上述方式构造出  ,
从而计算  , 整个算法的总时间为:  , 其中   为某个常数. 在   足够大时, 对于任意时

间运行参数   , 总可以选择足够小的   , 使得    时间内能计算出   , 这与定理 6 矛盾, 故引理

成立.
2Ω(

√
N) 2O(

√
N)

Holant(g|=k)

由上述证明可以看到, 在平面图问题之间传递   时间下界, 需要构造   时间的归约, 同时归约过程中

产生的新实例的规模要求仅线性变化. 这样的归约简称为根号亚指数时间归约. 可以看到, 常数规模的构件构造和

全息变换仍然适用, 但多项式时间插值和块插值均已失效; 因此, 探索平面图上   问题的细密度二分定

理, 需要新的归约思路和归约方法, 以建立根号亚指数时间归约.
F H Holant(F) Holant(H)

H F F
参考定理 1 的证明, 假设   和   是两个布尔函数集, 建立   到   的归约, 本质是以直接 (构

件构造和全息变换) 或间接 (插值) 的方式, 利用   内的函数实现   内所有函数. 因此,   内包含的函越容易被实
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Holant([0,1,1]|=3)
pl-Holant([0,1,1]|=3) 2Ω(

√
N)

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3) Holant(g|=k)

{[0,1,1], [1,−1]|=k}
pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3)

2Ω(
√

N) p mod p {[0,1,1], [1,−1]|=3}
{[0,1,1], [1,−1]|=3}

现 (例如个数越少、形式越简单), 构造归约的难度就越低. 如定理 1 的证明就选择了   问题为归

约起始. 遗憾的是, 在#ETH假设下,   问题是否有   时间下界还未可知, 本文只能够退一步

选择   问题为归约起始来探讨平面   的复杂性. 这就带来了一个新的归约思

路: 利用更强的假设, ETH或 rETH, 探寻参数函数集更容易被实现的平面 Holant问题, 以其为归约起始来降低归

约构造的难度, 从而避开插值的使用. 第 4.2.1节利用了此思路, 虽然没有直接找到参数函数集比 

更简单的平面 Holant 问题, 但根据定理 6, 在 rETH 假设下,   问题在限制实例的值非

0 即 1 时, 仍有   时间下界. 这意味着, 对于任意正整数  , 在   的环境下, 只需实现与 

在 mod p意义下等价的函数即可, 而不需要严格实现  . 这就降低了归约难度, 使得插值技术能被

规避.
 4.2.1    rETH假设下规避插值

H = {[1,a]} a ∈ Z mod p p

n p−2 p−1 p−1

[1, x] mod p [1, x]

p [1,a]

p

mod p A

A−1 Zp = { x mod p|x ∈ Z}

以引理 4的证明为例, 不妨设  ( ). 在   (  为正整数)的环境中, 若使用多项式时间插值, 根
据费马小定理, 建立的   次一元多项式会被降元到   次多项式, 仅需构造   个新的实例, 即只需构造出 

个形如   的两两线性无关函数, 来进一步恢复出该多项式的系数. 在   的环境中, 形如   的两两线性无

关函数总共只有   个, 这就意味着在进行多项式时间插值时,   以接近 1的概率已经被某个构件直接构造出来,
可以直接利用该构件来建立归约, 而无需进行插值. Guo 等人 [33]在研究模   约束求解数目问题时, 提出了这一观

察, 并论证了在   的环境中, 对于可表达为非退化矩阵的二元函数  , 总能利用常数规模构件实现二元函数

. 令  .

p 2×2 A ∈ Zp k Ak mod p = A−1 mod p引理 6[33].   为正整数. 对任意非退化   矩阵  , 总存在正整数  , 使得  .

c ∈ Q a,b ∈ Z b , 0 c = a/b

p c mod p = abp−2 mod p a,b p c p

任何一个有理数都可以表示为两个整数之商, 即对任意  , 存在   且  , 有  . 根据费马小定

理, 对任意与 b互素的质数  ,  . 若   均与   互素, 则称   与   互素.

A ∈ Q 2×2 p A mod p

k Ak mod p = A−1 mod p

推论 1.   为   矩阵, 将其每一项写成分数形式,   是与每项分母互素的质数. 若   非退化, 则总

存在正整数  , 有  .

p mod p

2Ω(
√

N) pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k)
2Ω(

√
N) B

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k) B pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k)
G B G′ p #(G′) mod p , 0 #(G) = 1

#(G′) mod p = 0 #(G) = 0 2O(
√
|V(G)|) |V(G′)| = O(|V(G)|)

想规避掉插值, 则需要寻找一个合适的归约起始问题, 该问题对于某个正整数   , 在    的环境中仍有

 时间下界. 根据定理 6, 在 rETH 假设下, 限制   实例的值非 0 即 1, 问题依然有

 时间复杂性下界. 这恰好为取模运算的使用提供了便利. 换而言之, 要证明一个平面计数问题   在 rETH假

设下的细密度下界, 只需建立受限   到   的归约: 对于   的

任一值非 0 即 1 的实例   , 构造出    的一个实例   , 选取一个合适的指数   , 使得    则   ,
 则  ; 并保证归约时间为   时间且   即可.

g = [a,1,b] a,b ∈ Q a = b = 0 ab = 1 ab = −1 a2k = b2k

(a,b) ∈ {(1,−1), (−1,1)} k ⩾ 3 Holant({g, [0,1]}|=k)
ε > 0 2ε

√
N N

根据定理 2,  若函数   ( ) 满足 (1)   ,  或 (2)   ,  或 (3)    且     (即
), 则对于任意正整数  , 平面   有多项式时间算法; 否则, 若 rETH成立,

则存在  , 使得该问题不能在   时间内计算, 其中   表示输入图的点数.

≡( mod p) =

条件被满足时, 根据定理 7, 多项式时间算法已被 Cai等人 [17,19,20]给出; 只需考虑证明定理 2的难解性. 本节包

含的证明中,   符号简写为  .

b ∈ Q−{0} k ⩾ 3 ε > 0 Holant([0,1,b]|=k) 2ε
√

N

N

引理 7. 若 rETH成立, 对于任意   和任意正整数  , 存在  , 使得   不能在 

时间内计算, 其中   表示输入图的点数.

p b b mod p , 0 {[0,1,b]|=k} [0,1,bk−1]

{[0,1,b]|=k} t
(

0 1
1 b

)((
0 1
1 bk−1

)(
0 1
1 b

))t

=(
0 1
1 b

)((
0 1
1 bk−1

)(
0 1
1 b

))−1

=

(
0 1
1 bk−1

)−1

= [−bk−1,1,0] A

A−1

证明: 令   是与   互素的质数, 即  . 利用图 4所示   门实现了右侧的   函数. 又通

过图 5 所示的    门 ,  选取满足推论 1 的   ,  可实现左侧的二元函数  

. 由此也可看出, 对于一侧的非退化二元函数  , 总可

以实现另一侧二元函数  .

[0,1,b] [−bk−1,1,0] [0,1,0] l将图 4 中一个   替换成  , 则可得到右侧的二元不等函数  . 对任意正整数  , 利用形如
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[0,1,b], [0,1,0], . . . , [0,1,b]
(

0 1
1 b

)((
0 1
1 0

)(
0 1
1 b

))l

= [0,1, lb] l1, l2 l1b =

−1 l2b = 1 {[0,1,b]|=k} [0,1,1] [0,1,−1]

 的路径构件, 可实现函数  . 定存在  , 使得 

 和  . 故存在   门实现左侧函数   和  .
[0,1] [0,1]⊗2 k [0,1,1] [0,1] [1,1]

[0,1,−1] [0,1] [1,−1] pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k) G #(G)

[0,1,1] [1,−1] {[0,1,b]|=k} pl-Holant([0,1,b]|=k) G′

#(G′) = #(G)

利用图 6结构, 可以实现右侧   或  . 若   为奇数, 利用   与   相连可实现左侧函数  ; 利
用   与   相连可实现左侧函数  . 对于   的任一实例  ,   非 0 即 1,
可以将其中的    和    都替换成上述对应的    门 ,  得到    的实例   ,  有

.
 
 

=k =k

[0,1,bk−1] {[0,1,b]|=k} [0,1,b]图 4　一个实现   函数的   门, 黑色实心点表示二元函数 
 

 
 

=
k

=
k

=
k

=
k

=
k

=
k

{[0,1,b]|=k}图 5　一个   门
 

 
 

=k

[0, 1, 1]

[0, 1, 1]

=k

[0, 1, 1]

[0, 1, 1]

(a) 实现[0, 1] (b) 实现[0, 1]    2

[0,1] k [0,1]⊗2 k {[0,1,b]|=k}图 6　实现  (  为奇数)或  (  为偶数)的   门
 

k [0,1,1] [0,1]⊗2 [1,1]⊗2 [0,1,−1] [0,1]⊗2

[1,−1]⊗2 pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=k) G #(G) k

[1,−1] G [1,−1]

[1,−1]⊗2 {[0,1,b]|=k} [1,−1] [0,1,1]

{[0,1,b]|=k} pl-Holant([0,1,b]|=k) G′ #(G′) = #(G)

若   为偶数, 利用两个   与一个   相连可实现左侧函数  ; 利用两个   与一个   相

连可实现左侧函数   . 对于    的任一实例   ,   非 0 即 1, 由于    为偶数, 故
 在   中的出现次数必为偶数次, 通过调整, 在保持平面性的同时, 可以保持每个面内   的个数是偶数.

利用实现    的    门去替换同个面内相邻的成对   ; 同时将其中的    也替换成对应的

 门, 从而得到   的实例  , 有  .
{[0,1,b]|=k} [0,1,1] [1,−1] |V(G′)| = O(|V(G)|)

G′
上述两种情况都是利用常数规模的   门实现   和  , 故  , 且在多项式时

间内能构造出  . 故定理得证.
mod p F λF F λF

λ mod p , 0

在   环境下, 仍可以使用归一化操作, 将函数   替换为  , 来进行函数   和   之间的替换, 但需要保证

.
a, b (a,b) < {(1,−1), (−1,1)} ab < {0,1} ε > 0

k ⩾ 3 pl-Holant({[a,1,b], [0,1]}|=k) 2ε
√

N N

引理 8.   为两个有理数, 满足   且  . 若 rETH成立, 则存在  , 对任意正整

数   有   不能在   时间内计算, 其中   表示输入图的点数.

ab = −1 [a,1,b] =
1
b

[−1,b,b2] b < {0,±1} k (=k)
k−2

2 [−1,b,b2]

[±1,0,bk−2] [−1,b,b2]

[bk ±1,bk+1∓b,bk+2±b2] [a′,1,b′] a′b′ < {0,±1} a′ , ±b′ k

(=k)
k−1

2 [−1,b,b2] [±1,bk−1] [−1,b,b2] [bk ±1,b(bk ∓1)]

(=k)
k−3

2 [−1,b,b2] [bk ±1,b(bk ∓1)] [1±bk,0,bk−2(bk ∓1)]

[−1,b,b2] [bk(bk −1)+ (bk +1),bk+1(bk −1)−b(bk +1),bk+2(bk −1)+b2(bk +1)]

[bk(bk +1)− (bk −1),bk+1(bk +1)+b(bk −1),bk+2(bk +1)−b2(bk −1)] [α,β,γ] b < {0,±1} b

证明: 若  , 即  , 有  .   为偶数时, 利用一个   与   个   相连,

形如图 6中构件, 可得右侧二元函数  ; 进一步将该二元函数左右两端都与   相连, 则可以得到左

侧二元函数  , 归一化为  . 容易验证,   且  .   为奇数时, 利用一个

 与   个   相连, 得到右侧一元函数  ; 将其与   相连得到左侧  ; 再将

 与   个   和一个   相连得到  . 进一步将该二元函数左右两端都

与    相连 ,  则可以得到左侧二元函数    或

,  记为   .  由于    且    为有理数 ,  则
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β , 0 [a′,1,b′] a′b′ < {0,±1} a′ , b′ ab , −1, 故可归一化为  , 满足   且  . 故不妨设  .

p a,b, (ab+1), (ab−1)令   是与   互素的质数.
k = 3 =3) [a,1,b] [a2,1,b2] ab , ±1(

a2 1
1 b2

) (
a2 1
1 b2

)−1

[b2,−1,a2] [0,1] (=3) [0,1]

[b2,−1,a2] [−1,a2] [−1,a2] (=3) [−1,0,a2]
(

a 1
1 b

)(
−1 0
0 a2

)(
a 1
1 b

)
=

(
0 a2b−a

a2b−a a2b2−1

)
[0,a,ab+1]

(1)  . 两个 (  与通过两个   连接, 类似图 4 结构, 可以实现右侧   函数; 由于  , 则矩

阵   可逆, 可实现左侧   即   函数. 两个   与一个   相连得到右侧  ; 将其与左

侧   函数相连得左侧  ; 再将   与   相连得右侧的  . 通过 

 实现左侧   函数. 根据引理 7, 得证.

k = 4 [0,1] (=4) [0,1] [0,1] [a,1,b]

[1,b] [1,b] (=4) [1,0,b2] [b2,0,1] [a,1,b]

[b2,0,1] (=4) b2[a2,0,1] [1,0,a2]

[a3,1,b3] [b3,−1,a3] [0,1] [b3,−1,a3] [−1,a3]

[−1,a3] (=4) [1,0,a6] l ∈ N

(2)  . 利用 3 个    与    相连可得到右侧   ; 进一步利用    和左侧的    连接得到左侧的

; 再利用两个   与一个   连接, 可得右侧   函数, 从而得到左侧逆函数  . 利用两个  、

一个   与两个   连接, 得到右侧  , 进一步得到左侧逆函数  . 又通过图 4类似结构, 可实现

右侧   函数, 从而得到左侧对应逆函数  ; 利用   和左侧的  , 可得左侧的  ; 再将

两个   与一个   连接, 可得右侧   函数. 对于任意  , 通过   1 0

0 a2

 1 0

0 a6

 1 0

0 a2

l

=

 1 0

0 a2+8l


[1,0,a2+8l] p a,b, (ab+1), (ab−1) 3+8l

p l0 2+8l0 = p−1 [1,0,a2+8l0 ] = [1,0,1]

[a,1,b] [1,0,1] (=4) [a2,1,b2]

[b2,−1,a2] [a,1,b] [b2,−1,a2] [1,0,1] (=4) [ab2,−1,a2b]

[a,1,b] [b,−1,a] [0,1] [−1,a] (=4) [−1,a] [1,b] [−1,0,ab]

[−1,0,ab] [1,0,1] [1,0,a2b2]
(

ab2 −1
−1 a2b

)
(

1 0
0 a2b2

)(
a 1
1 b

)
=

(
0 ab2−a2b3

a4b3−a a4b4−1

)
[1,0,1]

(
0 ab2−a2b3

a4b3−a a4b4−1

)
(

0 a4b3−a
a4b3−a a4b4−1

)
[0,a5b5+a3b3−a6b6−a2b2,a4b4−1].

可得到左侧的   . 令    是与    互素且形如    的质数 (由于质数是无限的, 故总能取

到这样的   ), 即存在    使得   , 根据费马小定理, 通过上述构造可获得左侧函数  

函数. 获得了二元相等函数后无需再注意左右侧. 通过两个  、一个   与两个   连接获得  ,
其逆矩阵为   ;  再利用一个   ,  一个    和一个    与两个    连接获得   .

 的逆矩阵对应   , 其与    相连获得   ; 利用    与    和    相连获得   ; 再利

用两个   ,  一个    与两个 ( = 4 ) 连接 ,  形如图 4 构件 ,  实现   .  可实现  

 函数 ;  再利用两个 ( = 4 ) 与   ,    和

 相连, 形如图 4构件, 得到   根据引理 7, 得证.

k > 4 (=2 (=k)
k−3

2
k−4

2 (=2) (=3) =4)(3)  . 考虑造出左侧  ), 从而将   与   或   个   相连获得   或 ( , 回到上述情况.

k (=k)
k−1

2 [a,1,b] [a k−1
2 ,b

k−1
2 ]

[b k−1
2 ,a

k−1
2 ] (=k) (k−3)/2 [a,1,b] [b k−1

2 ,a
k−1

2 ] [b,0,a]

[a,0,b] (=k) (k−2) [a,1,b] [a,0,b] [ak−1,0,bk−1] l ∈ N
[a,0,b], [ak−1,0,bk−1], . . . , [a,0,b] [akl+1,0,bkl+1] p a,b, (ab+1), (ab−1)

kl+2 l1 p−1 = kl1+1 [akl1+1,0,bkl1+1] [1,0,1]

若   为奇数, 利用一个   与   个   相连, 形如图 6 中构件, 实现右侧的  ; 进一步实现左侧

逆函数  ; 再利用一个   与   个   和一个   相连, 实现右端   函数, 从而实现左

侧逆函数  . 通过两个   与   个   和一个   可以实现右侧的  . 对任意  , 通过

由形如    的路径构件实现左侧的   . 令    是与    互素且

形如   的质数, 即对某个   有  , 根据费马小定理,   实现了左侧  .

k [0,1] [a,1,b] [1,b] (k−2) [1,b]

=k [1,0,bk−2] [bk−2,0,1] (k−2) [a,1,b] [bk−2,0,1]

=k bk−2[ak−2,0,1] [1,0,ak−2] [ak−1,1,bk−1]

[bk−1,−1,ak−1] [0,1] [bk−1,−1,ak−1] [−1,ak−1] (k−2)

[−1,ak−1] =k [1,0,a(k−1)(k−2)] l ∈ N
(

1 0
0 ak−2

)((
1 0
0 a(k−1)(k−2)

)(
1 0
0 ak−2

))l

=(
1 0
0 a(k−2)+k(k−2)l

)
[1, ,0,a(k−2)+k(k−2)l] p a,b, (ab+1), (ab−1) (k−1)+ k(k−2)l

l2 (k−1)+ k(k−2)l2 = p−1 [1,0,a2+8l0(k−2)+k(k−2)l2 ] = [1,0,1]

若   为偶数, 则与情况 (2)类似, 利用   和左侧的   连接得到左侧的  ; 再利用   个   与一

个    连接, 可得右侧    函数, 从而得到左侧逆函数   . 利用    个    和一个    与

两个   连接, 得到右侧  , 进一步得到左侧逆函数  . 又通过图 4类似结构, 可实现右侧 

函数, 从而得到左侧对应逆函数  ; 利用   和左侧的  , 可得左侧的  ; 再将 

个   与一个   连接, 可得右侧  . 对任意  , 通过 

 实现左侧  . 令   是与   互素且形如   的质数, 即

存在   使得  , 根据费马小定理, 可获得左侧函数   函数.
在比#ETH 更强的 rETH 假设下, 本节借助取模运算规避插值, 从而证明了定理 2. 但该方法受到取模运算定
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义的局限性, 无法推广到更一般的实数域乃至复数域.
 4.2.2    插值与小规模构件结合

d
√

N

2N

O(log N) N

([a,1,b]|=k)

仍然考虑插值方法. 想构造根号亚指数归约, 多项式时间插值的局限性在于新实例规模非线性变化; 块插值的

局限性在于所需构造的新实例个数过多 (归约时间过长), 即使增大   至非常数, 如  , 也无法在满足根号亚指数

归约时间的同时保持新实例规模仅线性变化. 一个直观的想法是, 减少模拟线性无关函数构件的规模. 考虑一个

N个点的平面图, 若每个点随机赋予函数 A或 B, 则会产生   个构件 (有重复), 这暗示了 N个点的平面构件所能

实现的函数个数极多, 很多时候远超所需要的 N个. 根据这点, 本节提出了仅利用   规模的构件来实现 

个两两线性无关函数的方案, 创新地将其与多项式时间插值结合, 从而在更弱的#ETH 假设下探索 pl-Holant
 相关的细密度复杂性.

b k ⩾ 3 ε > 0 pl-Holant([0,1,b]|=k)
2ε
√

N/ log N N

根据定理 3, 若#ETH 成立, 对于任意正实数   和任意正整数  , 存在  , 使得   不能

在   时间内计算, 其中   表示输入图的点数.

k−3 k−2 [1,1] (=k) (=3) (=2) b ,
1
2

x = − 2
b2
,

y = − 2
b(2b−1)

[0,1,1] b =
1
2 x = −4,y = −2 [0,4,0][

0,1,
1
2

]
, [1,0,1], [0,4,0], [1,0,1],

[
0,1,

1
2

]
[0,1,1] pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3)⩽polypl-Holant

({[0,1,b], [1, x], [1,y], [1,1], [1,−1]}|=k) pl-Holant([0,1,b]|=k)
n poly(n) n {[0,1,b]|=k} n

O(logn) pl-Holant({[0,1,b], [1, x], [1,y], [1,1], [1,−1]}|=k)⩽polypl-Holant([0,1,b]|=k)

N O(N log N)

证明:  利用    或    个    与    相连实现    或   .  若   ,  则利用图 7 所示构件 ,  令  

, 实现   ; 否则,  , 令   , 图 7 所示构件实现    函数, 再利用路径构件:

, 实现  . 即根据构件构造有 

. 接下来只需要考虑在   内插值出这 4个一元函数. 根据引

理 3, 若对于任意正整数  , 可以在   时间内构造   个   门实现   个两两线性无关函数, 且每个构件

的规模为  , 则  , 且若原实例的规模为

, 生成的新实例的规模为  . 下面考虑构造所需的两两线性无关函数.
 
 

=3 =3 =3[0, 1, b] [0, 1, b] [0, 1, b][0, 1, b]

[1, y] [1, y][1, x]

[0,1,1]图 7　实现函数   的平面构件
 

[0,1,b] [1,b] [1,b,b2] = [1,b]⊗ [1,b]

[0,1,bk−1] A =
(

0 1
1 b

)(
0 1
1 bk−1

)
=(

1 bk−1

b bk +1

)
A [1, x] k =k

k−3 [1,0,0,bk−1] B =
(

0 bk +1
b2 bk+1+b

)
B

[1,y] s = A
(

1
b

)
= (bk +1)

[
1,b+

bk−1

bk +1

]
{[0,1,b]|=k} {Ml Ml−1 . . .M1s|Mi = A或B, i ∈ [l], l ∈ N+}

利用一个或两个   与图 6类似构造连接可以实现左侧一元函数   或二元函数 

(归一化后). 利用图 4 类似构造可以实现函数  ; 从而可以构造一个二元函数 

, 且总可以通过   和左侧一元函数   连接, 实现新的左侧一元函数. 若   为奇数, 利用一个   与

 个一元相等相连得到三元函数  ; 从而可以实现图 8(a) 所示构件  , 且连接   和

左侧一元函数   能实现新的左侧一元函数. 记  ; 利用上述方法, 总可以递归地

构造一系列   门, 实现一元函数集合  .
 
 

(a) k 为奇数 (b) k 为偶数

[0, 1, b] [1, 0, 0, bk−3]

[1, 0, 0, bk−3] [1, b]

[1, b] [0, 1, b] [0, 1, b]

[0, 1, bk−2]

[0, 1, b]

[1, 0, 0, 0, bk−4]

(
0 bk +1
b2 bk+1+b

)
图 8　实现函数   的构件

 

{Ml Ml−1 . . .M1s} l = 1 As = [b2k+1+2bk +1,b2k+3+bk+2+bk+1+b]

Bs = [b2k+2+bk+1+bk+2+b,b2k+3+bk+3+2bk+1+2b2] {Ml−1 . . .M1s}
归纳法证明    集合内函数两两线性无关 .  若   ,    和

 线性无关. 假设从   内任取两个一元函数, 归一化后记
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[1, x] [1,y] x , y A
(

1
x

)
A
(

1
y

)
B
(

1
x

)
B
(

1
y

)
A
(

1
x

)
[1,b+ (bk−1+ x−1)−1] B

(
1
y

)
[1,b+ (bk−2+b−2)−1y−1] s =

[
1,b+

bk−1

bk +1

]
b > 0 b+

bk−1

bk +1
> b

x,y > b b+ (bk−1+ x−1)−1 b+ (bk−2+b−2)−1y−1 b+ (bk−1+ x−1)−1 < b+ (bk−1+b−1)−1 < b+

(bk−2+b−2)−1y−1 A
(

1
x

)
B
(

1
y

)
{AMl−1 . . .M1s}∪ {BMl−1 . . .M1 s}

作   和  , 它们线性无关, 即  . 容易判断   和  ,   和   线性无关.   归一化

后为  ,   归一化后为  ; 由于   且  , 故  ,

则   ;  又    单调递增 ,    单调递减 ,  则  

, 即    和    线性无关. 则综上可知    集合内函数两两线性

无关.
k =k k−2 [1,0,0,0,bk−2] =k k−2

[1,0,bk−2] B =
(

0 bk +1
b2 bk+1+b

)
s′ = A⊗2

(
1
b

)⊗2

k pl-Holant({[0,1,b], [1, x], [1,y], [1,1], [1,−1]}|=k)

s′ = A⊗2

(
1
b

)⊗2

s = A
(

1
b

)
((Ml Ml−1 . . .M1)⊗ (M′

l M
′
l−1 . . .M

′
1))s′ Ml Ml−1 . . .M1s M′

l M
′
l−1 . . .M

′
1s

Mi,M′
i = A B i ∈ [l]

若   为偶数, 利用一个   与   个一元相等相连得到四元函数  ; 利用一个   与   个一元相

等相连得到二元函数  ; 从而可以实现图 8(b)所示构件  . 此时, 令  , 由于

 为偶数, 则   的任意实例中一元函数出现的个数为偶数, 且可以通过

调整平面实例, 使其满足每一个面包含偶数个一元函数, 则    可视为两个独立的    使用;

同理, 形如   的函数可以视为两个独立的一元函数   和 

使用, 其中   或  ,  . 故仍可以按照引理 3所给方式进行插值.

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3) pl-Holant([0,1,b]|=3) G

pl-Holant({[0,1,1], [1,−1]}|=3) N poly(N) poly(N) pl-Holant

([0,1,b]|=3) cN log N c ε > 0

2ε
√

cNlogN/log(cN log N) ⩽ 2ε
√

c′N c′ ϵ > 0 N

ε poly(N)+poly(N)2ε
√

c′N ⩽ 2ϵ
√

N #(G)

上述归约方法建立了    到    的多项式时间归约. 不妨设    是

 的一个   个点的实例, 则上述归约时间为  , 归约过程中产生   个 

 的实例, 且新实例的点数不超过  ,   为某个常数. 若定理 3不成立, 则对任意  , 每个新实例

的值能在   时间内计算,   为某个常数. 结合上述归约算法, 对于任意  , 在   足够大时,

总可以选取足够小的  , 使得   时间内能计算出  , 这与定理 6矛盾.

 5   总　结

Holant([a,1,b]|=k)
Holant([a,1,b]|=k)

p

O(logn) n

pl-Holant({[a,1,b], [0,1]}|=k) a,b ∈ Q
pl-Holant([0,1,c]|=k) c ∈ R+

pl-Holant([a,1,b]|=k) [0,1] pl-Holant([a,1,b]|=k)

pl-Holant([a,1,b]|=k)

本文探讨了, #ETH假设和 rETH假设下,   的相关细密度复杂性. 当无额外图结构限制时, 利
用已有的归约技术和证明思路, 容易发展#ETH假设下   的细密度二分定理. 当要求图结构为平面

时, 对归约时间和生成实例规模的进一步限制使得已有的插值方法失效. 本文提出了两种解决方案: 一种是在更强

的 rETH 假设下, 只需实现出与目标函数在模   意义下等价的函数即可, 从而规避掉插值运算; 第 2 种方法仍在

#ETH 假设下, 利用   规模构件来实现   个线性无关的函数, 将其与多项式时间插值结合, 降低多项式时间

插值产生的新实例的规模. 利用这两种方案, 本文论证了   问题 ( ) 在 rETH 下的

细密度二分定理和   问题 ( )在#ETH下的细密度复杂性下界. 这两个结论仍待改进. 一方

面思考如何在   内实现   函数, 以得到   在 rETH 下的细密度二分定理;
另一方面是找到小规模构件模拟线性无关函数的充分条件, 扩大改进后的多项式时间插值的适用范围, 以探讨

#ETH下, 实数域乃至复数域上   问题的细密度下界.

2Ω(
√

N) 2Ω(
√

N/(log N))

2Ω(
√

N)

本文在较强的 rETH 假设下, 利用取模操作降低了函数实现的难度, 得到了平面正则图上双态自旋系统相关

的    下界结论; 在较弱的#ETH 假设下, 改进了现有插值方法, 得到了相关的    下界结论. 若想在

#ETH下得到更强的   下界结论, 两个可能的研究思路是: (1)寻找函数集更易于实现的归约起始问题, 从而规

避插值; (2)本文在使用插值方法时, 求解了所有的系数, 但很多时候只需求解某些特定系数即可, 从这点入手或可

改进块插值方法.
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