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摘　要: 图数据在现实应用中普遍存在, 图神经网络 (GNN)被广泛应用于分析图数据, 然而 GNN的性能会被图结

构上的对抗攻击剧烈影响. 应对图结构上的对抗攻击, 现有的防御方法一般基于图内聚先验进行低秩图结构重构.
但是现有的图结构对抗防御方法无法自适应秩真值进行低秩图结构重构, 同时低秩图结构与下游任务语义存在错

配. 为了解决以上问题, 基于过参数化的隐式正则效应提出过参数化图神经网络 (OPGNN)方法, 并形式化证明所

提方法可以自适应求解低秩图结构, 同时证明节点深层表征上的过参数化残差链接可以有效解决语义错配. 在真

实数据集上的实验结果表明, OPGNN 方法相对于现有基线方法具有更好的鲁棒性, 同时, OPGNN 方法框架在不

同的图神经网络骨干上如 GCN、APPNP 和 GPRGNN 上显著有效.
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Abstract:  Graph  data  is  ubiquitous  in  real-world  applications,  and  graph  neural  networks  (GNNs)  have  been  widely  used  in  graph  data
analysis.  However,  the  performance  of  GNNs  can  be  severely  impacted  by  adversarial  attacks  on  graph  structures.  Existing  defense
methods  against  adversarial  attacks  generally  rely  on  low-rank  graph  structure  reconstruction  based  on  graph  community  preservation
priors.  However,  existing  graph  structure  adversarial  defense  methods  cannot  adaptively  seek  the  true  low-rank  value  for  graph  structure
reconstruction,  and  low-rank  graph  structures  are  semantically  mismatched  with  downstream  tasks.  To  address  these  problems,  this  study
proposes  the  over-parameterized  graph  neural  network  (OPGNN)  method  based  on  the  implicit  regularization  effect  of  over-
parameterization.  In  addition,  it  formally  proves  that  this  method  can  adaptively  solve  the  low-rank  graph  structure  problem  and  also
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proves  that  over-parameterized  residual  links  on  node  deep  representations  can  effectively  address  semantic  mismatch.  Experimental  results
on  real  datasets  demonstrate  that  the  OPGNN  method  is  more  robust  than  existing  baseline  methods,  and  the  OPGNN  framework  is
notably effective on different graph neural network backbones such as GCN, APPNP, and GPRGNN.
Key words:  semi-supervised  classification  of  graph  nodes;  graph  structure  adversarial  defense;  over-parameterization;  implicit

regularization; graph neural network (GNN)

图 (graph)是一种普适的数据格式, 图数据的节点特征和节点间邻接关系分别可以描述不同对象及对象间的

复杂关系. 近年来被用于分析图数据的图神经网络 (graph neural network, GNN)[1−3]在药物发现 [4]、社交网络 [5]、

交通预测 [6]、知识表示 [7]等众多应用中具有重要意义. 近期研究表明, 图神经网络的性能会被图结构 (graph structure)
上的扰动显著影响 [8]. 由于图神经网络的消息传递机制 (message passing mechanism)[9]在多层网络中将图结构上变

化导致的错误信息逐层积累放大, 同时结构上的扰动可能会屏蔽正确信息在节点间的传递, 因此图结构上的微小

扰动即可剧烈降低图神经网络在图节点分类任务上的性能.
本文研究图结构被扰动过的直推式 (transductive)图节点半监督学习 [3], 即研究在存在非定向对抗攻击 (non-

targeted adversarial attack)下的图节点分类任务的对抗防御. 图节点任务上的定向攻击指通过扰动降低预先选定的

节点集合内节点的分类准确率, 通常情况下通过扰动目标节点的邻接图结构或特征实现. 区别于定向攻击, 非定向

攻击期望通过扰动降低整体测试节点集合的分类准确率, 因此非定向攻击相比定向攻击更难检测, 面向非定向攻

击的对抗防御更加困难.
面向针对图结构的非定向对抗攻击 ,  一类有效的图节点分类对抗防御方法是基于图内聚 (community

preservation)先验的图结构学习 (graph structure learning, GSL)方法 [10]. 图内聚先验即: 对于下游任务而言具有相

同标签的节点普遍具有相似的节点特征, 因此这些节点有更高的概率连边, 从而也更可能形成具有内聚性的图结

构. 由图频谱理论 (graph spectral theory)[11]可以得知一个邻接矩阵的秩 (rank)与该图中的连通分量的数量有关, 而
低秩图具有更为密集的连通分量. 因此为了更好地实现图内聚性质, 通常对图的邻接矩阵做低秩约束. 然而求解矩

阵的秩需要求解矩阵极大线性无关组的个数, 是一个 NP-难的问题, 在机器学习过程中想要直接计算矩阵秩并进

行优化非常困难. 因此多数工作 [12−14]会考虑优化矩阵秩的凸松弛问题: 优化矩阵的核范数 (nuclear norm)作为代理

优化目标. 核范数被定义为矩阵特征值的核, 其计算一般依赖于矩阵的奇异值分解 (singular value decomposition,
SVD), 然而这一过程的时间复杂度高, 且在梯度反向传播过程中会出现数值不稳定的现象 [15]. 另外, 有工作将矩阵

的低秩优化问题转化为低秩约束问题 [16], 然而如何选取合适的低秩真值依赖于高复杂度的超参数调优. 总之, 一
个亟需解决的问题是现有方法无法自适应秩真值进行低秩图结构重构.

另一方面, 考虑到图结构的潜在度量空间与下游任务语义度量空间存错配, 因此往往需要将学习到的图结构

与任务进行适配. 一种自然的想法是通过添加稀疏的残差链接以合并低秩图结构与稀疏的错配结构描述完整的图

结构 [17−19]. 当原始图结构未被攻击时, 稀疏的残差链接可以有效建模任务语义度量与图结构度量上的错配, 然而当

图结构被攻击时, 低秩图结构学习、结构上的稀疏错配学习受到图滤波器学习共同作用, 图结构上稀疏的残差链

接对稀疏错配的学习与低秩结构学习互相耦合影响, 形成一个难以优化的联合非凸问题, 使得所学图结构并不能

有效适配到下游任务的语义度量空间. 因此, 另一个亟需解决的问题是解决所学低秩图结构与下游任务语义的错配.
为了解决现有基于图结构学习的直推式图节点半监督学习对抗防御方法中存在的: (1)无法自适应秩真值进

行低秩图结构重构. (2)所学低秩图结构与下游任务语义的错配问题. 本文提出一种新的基于过参数化隐式正则效

应的图神经网络, 称为过参数化图神经网络 (over-parameterized GNN, OPGNN)方法. 本文证明, 在特定条件下, 无
需提前指定矩阵秩的真值或进行核范数优化, 所提的 OPGNN方法可以自适应求解低秩图结构邻接矩阵. 同时, 所
提 OPGNN方法将结构上的稀疏结构学习转化为节点深层表征 (即评分函数)错配学习以解决语义错配问题, 本文

证明当节点深层表征语义的错配稀疏时, 所提的 OPGNN 方法学习到的低秩图结构可以良好适配下游任务语义.
为了验证所提 OPGNN方法的有效性, 本文验证 OPGNN方法在多个真实图数据集 (Cora, Citeseer及 Polblogs), 多
种图神经网络骨干 (GCN[3]、APPNP[20]和 GPRGNN[21]等), 在Metattack[22]针对图结构不同攻击强度下的半监督图

节点分类性能. 实验结果表明 OPGNN方法相对于现有基线方法具有更好的鲁棒性, 且攻击强度越高, 鲁棒性越显著.
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本文第 1节介绍与所提 OPGNN方法有关的相关工作. 第 2节介绍与所提 OPGNN方法相关的预备知识. 第
3 节介绍本文与所提 OPGNN 方法相关的理论结果. 第 4 节介绍所提 OPGNN 方法的方法细节. 第 5 节展示所提

OPGNN方法的实验性能. 最后, 在第 6节对 OPGNN方法进行总结并对未来工作进行展望. 

1   相关工作
 

1.1   鲁棒图结构学习方法

面向针对图结构的非定向对抗攻击, 鲁棒图结构学习方法主要设计思路基于图内聚先验的低秩图结构重构.
GCN-SVD[13]发现对图结构的攻击可能影响图在谱域中的高秩部分, 并使用截断的奇异值分解方法对邻接矩阵进

行低秩逼近. Pro-GNN[23]对图的稀疏性、低秩性和特征平滑性的显式正则化来学习清除噪音后的图结构. SimP-
GCN[24]利用额外的自监督任务约束原始节点特征空间和隐层节点表示空间的距离差异, 鼓励图神经网络学得一

个保距映射, 尝试提升模型对抗噪音的鲁棒性. LRGNN[16]将原始图结构拆分为噪声矩阵和去噪后的真实图邻接矩

阵, 并分别用稀疏性与低秩性对噪声矩阵与真实邻接矩阵进行约束. STABLE[25]与 SimP-GCN 类似, 利用基于对比

学习的无监督学习在深层表示空间重构图结构, 使图特征的表示学习与图结构学习在无监督训练信号下相互促

进. 低秩图结构重构对一系列具体任务具有重要意义, 如在社交图像理解 [26]中, 可以通过在一种新颖深度协同嵌

入方法中无缝整合多个低秩图结构重构, 取得显著的性能提升; 如在社交图像检索 [27]中, 可以通过实现鲁棒图结

构优化与下游任务无缝地兼容适配, 以显著提升下游任务的性能.
面向图结构度量空间和下游语义任务空间的错配, 一些鲁棒图结构学习方法在结构上适配语义错配. AGC方

法 [17]将初始图结构的拉普拉斯矩阵与更新后的图拉普拉斯矩阵进行加权求和. GAUG-O[19]将优化的图连边概率与

原始图结构加权叠加后得到新的连边概率, 再根据此概率进行采样. 基于通道维度注意力机制的将原始结构和残

差结构结合的聚合方法, 如研究者提出了一种用于基于的通道注意力的混合消息传递机制 [18], 该机制利用注意力

权重为初始图结构和优化图结构的每一个元素分配注意力从而进行信息聚合.
与上述方法不同, 本文提出的 OPGNN方法基于过参数化隐式正则效应自适应求解低秩图结构, 同时考虑节

点深层表征 (即评分函数)错配, 解决了当前工作中存在的低秩超参调参困难与结构任务语义错配问题. 

1.2   基于过参数化的隐式正则方法

近期, 区别于传统的构造显式正则项的正则方法, 一系列工作揭示了通过过参数化待学习参数, 在特定的初始

化条件及更新规则下, 无需显式构造正则项即可实现对机器学习算法的正则化效应. Gunasekar 等人揭示了线性矩

阵分解过参数化可以学习到低秩的矩阵重构 [28], 奠定了隐式正则化研究的重要基础. Arora 等人拓展了 Gunasekar
等人的工作, 揭示了多层过参数化具有更强的低秩隐式正则效应 [29]. Vaškevičius等人 [30]和 Zhao等人 [31]同时独立

发现了哈达玛积过参数化的稀疏正则效应, 区别是 Vaškevičius等人关注最优恢复补全, 而 Zhao等人更关注稀疏

鲁棒回归. You 等人通过引入异步学习率证明了可以通过过参数化同时起到低秩和稀疏两种正则效应 [32]. 最近,
Liu等人研究者设计了过参数化的卷积神经网络并验证了隐式正则效应对鲁棒图像分类的有效性 [33]. 然而, 目前

过参数化的图卷积神经网络仍缺乏足够研究, 本文提出了线性算子谱图神经网络和基于过参数化的 OPGNN 方

法, 首次在鲁棒图数据分析领域利用过参数化的隐式正则效应提升了图神经网络在图节点半监督学习的结构对抗

防御性能. 

2   预备知识
 

2.1   方法相关预备知识

本节介绍本文方法相关的预备知识.

G = (V,E,A, f) V = {1, . . . ,N} E = {(i, j)} ⊂ V ×V A = {ai j}i, j
G ai j ∈ (0,1] (i, j) ∈ E ai j = 0 (i, j) < E

首先, 介绍与图相关的基本概念. 一个 N-节点带权特征图 (N-node weighted feature graph, 简称为图)是一个四

元组   . 其中   称为节点集 (node set),    称为边集 (edge set). 矩阵  
称为图   的邻接权重矩阵 (简称为权重矩阵或邻接矩阵), 其满足   仅当边   ,    仅当   .
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f : V → RF RF F ∈ N一个图信号 (graph signal)被定义为如下函数   , 即将每个图节点映射至   空间中其对应的   维图节

点信号向量 (graph node signal vector).
f f = (f1, . . . , fN)⊤ ∈ RN×F fi ∈ RF i

i i di di :=
N∑

j=1

ai j G

L L := D−A D G i

i D := diag(d1, . . . ,dN) G = (V,E,A, f) L A

A G G = (V,E,L, f)

为了方便阐释, 本文亦使用   代表图信号矩阵 (signal matrix), 即   , 其中   表示第   个

图节点的图信号向量 (简称为节点   的图信号). 第   个图节点的度 (degree)    定义为   , 图   的拉普拉斯

矩阵 (graph Laplacian)    定义为   , 其中   为图   的度矩阵 (degree matrix), 度矩阵是一个对角矩阵, 第 

个对角元为第   个图节点的度, 即   . 给定图   , 其拉普拉斯矩阵   由邻接矩阵   确

定, 因此亦可用图拉普拉斯矩阵替代邻接矩阵   表示一个图   , 即   .

f = (f1, . . . , fN)⊤ ∈ RN×F L A

ΘL(f) : RN×F → RN×Fout , f 7→ z = (z1, . . . ,zN)⊤ z ∈ RN×Fout

Fout Fout = 1

L
Λ h(Λ) f

接下来介绍与图神经网络相关的概念. 一般来说, 图神经网络可以看做是对输入空间中原始图信号矩阵

 根据图的拉普拉斯矩阵    (或图的邻接权重矩阵   ) 进行滤波的特征映射, 即一个图神经网

络是如下映射:    , 其中   表示图的深层表征矩阵 (deep latent repre-
sentation matrix), 且   表示每个节点深层表征向量的维度. 当下游任务为图节点的 2-分类任务时, 一般取   .
从图信号的滤波视角出发, 谱图神经网络 (spectral GNNs) (本文聚焦于谱图神经网络, 基于启发式消息传递图神经

网络 heuristic MPNNs的相关研究留作未来研究方向)具有较好的理论释义: 可以被看作在图拉普拉斯矩阵   的频

谱   上基于一个多项式滤波器   对图信号矩阵   进行滤波 [34], 即: 

z = ΘL(f)
def
=Uh(Λ)U⊤g(f) (1)

U ∈ RN×N UΛU⊤ = L L

U,Λ ∈ RN×N UΛU⊤ = L g(f) g(f)

g(·)

其中,    是图拉普拉斯矩阵的特征向量构成的矩阵, 并满足   (图拉普拉斯矩阵   是一个对称半正

定矩阵, 因此总存在矩阵    , 使分解    成立),     表示对原始图信号矩阵    进行特征变换,
 一般由全连接神经网络参数化并在端到端优化中被学习.
公式 (1)的滤波过程如下.

U⊤g(f) g(f)(1) 首先, 图傅里叶变换 (graph Fourier transform)    将特征变换过的图信号矩阵   映射至图的谱域

(spectral domain).
h(Λ) U⊤g(f) h(Λ)U⊤g(f) h(·)(2) 然后, 图滤波器   对谱域上的投影   进行滤波, 滤波后的谱图投影变为   , 其中   作用

在一个矩阵的每一个元素上.
h(Λ)U⊤g(f) U⊤

z = Uh(Λ)U⊤g(f)

(3) 最后, 将滤波后的谱图投影   利用图傅里叶逆变换 (inverse graph Fourier transform)矩阵   映射

回空域 (spatial domain), 即   .
h(Λ) Uh(Λ)U⊤ = h(L)当滤波器   是一个多项式时, 显然有   , 因此谱图神经网络经常写为公式 (2): 

z = ΘL(f)
def
= h(L)g(f) (2)

U Λ

U

相较于公式 (1), 公式 (2)不需要显式地求解图拉普拉斯变换矩阵   , 在频谱矩阵   存在取值相同的特征值时,
图拉普拉斯矩阵   不具有唯一解, 因此基于公式 (2)设计的图神经网络具有更好的算法稳定性, 基于公式 (2)的常

见谱图神经网络有 GCN[3]、APPNP[20]和 GPRGNN[21]等. 

2.2   图节点半监督学习对抗防御问题设定

G = (V,E,A, f) V i yi

Θ : V → Y

Y

图节点半监督学习: 给定图   , 节点集合   中的每个图节点   都有一个标签   , 其中一部分节点有

真实标签, 一部分节点没有标签, 图节点半监督学习的目标是预测未标记节点的标签, 即找到一个函数   ,
其中   表示标签集合, 使得预测的标签与真实标签尽可能接近.

G = (V,E,A, f) A f
Θ : V → Y

图节点半监督学习: 当图   存在对抗攻击时, 即对邻接矩阵   和   进行扰动 (通常扰动幅度较小,
使得对抗攻击不易被察觉), 图节点半监督学习对抗防御的目标是使半监督学习模型的标签预测   相对于

对抗攻击鲁棒. 

3   理论分析

在介绍本文方法细节前, 本节阐释方法相关的理论结果, 以说明所提方法设计思路来源及其合理性. 本节首先给
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出本文所考虑的一类线性图神经网络——线性算子谱图神经网络, 然后介绍该类线性算子谱图神经网络的相关性质.
在神经网络的理论分析中, 非线性激活函数 (non-linear activation function)对理论分析带来极大的困难, 为了

分析的便利性和结论的普适性, 常常考虑分析神经网络的线性情形 [29,35], 以得出相对有效的结论. 另一方面, 在神

经网络的实践中, 常常将线性情形得到的结论套入到非线性神经网络中, 设计新的网络结构或算法, 往往可以得到

显著的实践结果 [33].

G = (V,E,L, f) ΘL(f)

z := ΘL(f) = h(L)g(f) z = (z1, . . . ,zN)⊤ ∈ RN×Fout

Fout = 1

z ∈ RN ΘL(f) h(L) g(f)

Ag(f) A

在本节中, 我们关注一类基于谱图神经网络的线性图神经网络, 本文将这类线性图神经网络称为线性算子谱

图神经网络 (linear operator spectral GNN). 在第 2节中曾指出, 给定图即   , 谱图神经网络   的一

种一般形式由公式 (2) 给出:   , 其中图的深层表征矩阵   . 由于本文所关

注的图数据分析的下游任务为图节点分类, 因此可以将图节点的深层表征向量 (标量) 维度设置为 1, 即   ,
此时   . 本文将线性算子图神经网络定义为可以将   写做作用在谱滤波器   上的由   参与参数化的

线性算子 (linear operator)   . 在不引起歧义时, 略去下标记为   . 正式的定义如下.
N G = (V,E,L, f) g(·)

h(L) G Ag(f) : RN×N → RN

定义 1. 线性算子谱图神经网络. 给定   -节点带权特征图   , 给定一个图信号特征变换映射 

和一个谱滤波器   , 图   的线性算子谱图神经网络   是一个由下述映射 (隐式)指定的线性算子: 

[Ag(f)(h(L))]i =< A(i)
g(f),h(L) >, A(i)

g(f) ∈ RN×N , i = 1, . . . ,N (3)

< ·, · > < A,B >:= Trace(AB⊤) z ∈ RN其中,    表示矩阵的内积, 即   . 此时, 若   表示线性算子谱图神经网络滤波后的向

量, 则: 

z def
=ΘL(f) =Ag(f)(h(L)) (4)

N G g(f)

Ag(f)(h(L)) A(h(L))

在图节点分类任务中, 一般只有一个   -节点带权特征图   , 因此在不引起歧义时可略去标示图的下标   ,
将线性算子谱图神经网络   简记为   .

ztrue : RN×F → RN z =A(h(L))

S (x) = 1/(1+ e−x)

L

为了方便阐释, 本节考虑图节点的 2-分类任务 (多分类任务仅需考虑多个信道的线性算子谱图神经网络, 多
个信道的评分函数及 Softmax 层). 在图节点 2-分类任务中, 常将类别标记为 0类和 1类, 并期望通过图神经网络拟

合全部节点属于 0类的真值评分函数 (score function)    . 分类时, 仅需将拟合的评分函数 

输入给 Sigmoid 激活   或通过硬阈值法 (hard-thresholding) 确定分类即可. 换句话说, 面向图节点

的 2-分类任务时, 常常需要进行如下优化, 并期望所学习到的图拉普拉斯矩阵   具有更好的抵御结构上对抗攻击

的能力: 

minL≽0∥A(h(L))− ztrue∥22 (5)

A(·) RN×N

RN×N G N ≪ N2 L L ≽ 0

A(h(L) = ztrue

A(h(L))

考虑到线性算子谱图神经网络   (或一般的基于图结构学习的图节点分类图神经网络)是一个   空间到

 空间的映射, 当图   规模较大时,    , 此时即使约束   为半正定矩阵, 即   , 优化问题式 (5) 仍然为

一个欠定系统 (underdetermined system), 此时存在无穷多个全局最小值满足   . 对于这一类欠定系统,
仅优化公式 (5)并不能保证得到一个具有泛化能力的线性算子谱图神经网络   .

L 0

L

为了得到具有泛化能力的 (线性算子谱)图神经网络, 需要额外的归纳偏置 (inductive bias)在公式 (5)的最优

解集合中找到具有泛化能力的子集. 一种常用的归纳偏置为图内聚 (community preservation)先验, 该先验认为对

于下游任务而言具有相同标签的节点普遍具有相似的节点特征, 因此这些节点有更高的概率连边, 从而也更可能

形成具有内聚性的图结构. 由于拉普拉斯矩阵   的特征值为   的个数等于图连通分量个数 [11], 因此可以通过压缩

拉普拉斯矩阵   的秩 (rank)以使得图结构具有更好的内聚性: 鼓励图结构具有更为密集的连通分量, 使得相似节

点倾向于连通而不相似节点倾向于不连通. 此时在公式 (5) 的最小值解集合中找到使得符合图内聚先验的子集,
使得所学图神经网络具有良好泛化能力. 因此, 可以摈弃优化公式 (5)转而优化公式 (6): 

minL≽0∥L∥∗, s.t.A(h(L)) = ztrue (6)

∥ · ∥∗ L = UΛU⊤ ∥L∥∗ := Trace(Λ)其中,    表示矩阵的核范数 (nuclear norm), 即若   则有   .
L

ΘL(f)

另一方面, 描述图结构的度量空间与下游任务语义的度量空间存在错配, 即拉普拉斯矩阵   蕴含的相似度度量

与任务语义上的节点特征   蕴含的相似度度量存在错配. 在图谱分析的语境下, 拉普拉斯矩阵蕴含的度指图的
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谱度量 (spectral metric), 谱度量与拉普拉斯矩阵的特征值和特征向量有关, 提供了有关图结构、连通性等图谱属性

信息. 在图神经网络与图节点半监督学习的语境下, 节点特征蕴含的相似度度量即为分类任务语义的相似度, 隶属

于同一类别的图节点在该度量下应该接近. 由于当下很多图节点半监督分类任务中节点的类别不仅依赖于图的结

构信息, 也与图的原始图信号相关, 因此拉普拉斯矩阵蕴含的相似度度量与任务语义上的节点特征蕴含的相似度度

量存在错配. 现有图结构学习方法试图在图结构上添加稀疏的残差连接以描述低秩图结构与下游任务语义的错配.
在本节所述线性算子图神经网络的上下文语境下, 这种结构上的稀疏残差连接可以被描述为如下优化问题: 

minL≽0∥L∥∗+λ∥s∥1, s.t.A(h(L+ s)) = ztrue (7)

h(·) h(A) =
K∑

k=0

wkAk h(L+ s) LksK−k

L s

然而, 由于谱滤波器   一般取为多项式滤波器, 即   , 优化问题式 (7)中   会包含   ,

这使得低秩结构   与稀疏结构   在优化问题式 (7)中联合非凸 (jointly non-convex), 极大地增加了有效学习线性算

子谱图神经网络的难度.

s z =A(h(L)) ztrue z+ s =

A(h(L))+ s = ztrue

因此为解决上述挑战, 本文提出将结构上的稀疏结构学习转化为节点深层表征 (即评分函数)上的错配: 仍考

虑一个残差连接     ,  此时错配发生在低秩结构诱导的评分函数    与真值评分函数间     ,  即  

 , 对应的优化问题如下: 

minL≽0∥L∥∗+λ∥s∥1, s.t.A(h(L))+ s = ztrue (8)

ℓ1优化问题式 (8)的求解仍然存在挑战: 由于核范数与   -范数局部不可微, 在基于梯度下降的优化过程中会出

现数值不稳定现象 [15].

L s

ℓ2

为求解局部不可微的优化问题, 近期有一系列工作将局部不可微问题转化为全局可微问题并证明求解全局可

微问题会得到该局部不可微问题相同的解 [28,30,32]. 受此启发, 接下来本文证明, 通过对   和   进行过参数化 (overpara-
meterization), 在特定更新规则及初始化下, 求解一个全局可微的   -范数优化问题可以得到优化问题式 (8)的解.
具体地, 本文提出定理 1.

N G = (V,E,L, f) g(·) h(L) =
K∑

k=1

wkLk

k = 0 z A∗ A A

A∗ : R−
m→ Rn×n A∗(r) =

∑
i

riA(i) Xt(γ) ∈ RN×N ut(γ), vt(γ) ∈ RN

给定   -节点带权特征图   , 给定一个图信号特征变换映射   和一个多项式谱滤波器 

(假设   对应的偏执项被评分函数   吸收). 令   表示   的伴随算子 (adjoint operator), 线性算子   的伴随算子

定义为   ,    . 考虑由如下参数矩阵/向量   ,    的梯度流 (gradient

flow)指定的微分方程: 

Ẋt(γ)
def
= lim
τ→0

Xt+τ(γ)−Xt(γ)
τ

= −A∗ (rt(γ))
K∑

k=1

wk(Xt(γ)Xt(γ)⊤)k−1Xt(γ),(
u̇t(γ)
v̇t(γ)

)
def
= lim
τ→0

((
ut+τ(γ)
vt+τ(γ)

)
−

(
ut(γ)
vt(γ)

))
/τ = −α ·

(
rt(γ)◦ut(γ)
−rt(γ)◦vt(γ)

)
(9)

r◦u r◦u :=
∑

i

riui rt(γ) rt(γ) :=A (
h(Xt(γ)Xt(γ)⊤

)
+

ut(γ)◦ut(γ)−vt(γ)◦vt(γ)− ztrue

其中,    表示向量间的哈达玛积 (Hadamard product), 即   ; 残差向量   为 

 .
ℓ2不难看出, 公式 (9)中的梯度流经过离散化即为下述   -范数优化问题的梯度下降更新: 

minX∈RN×N ,u,v∈RN
1
2
∥A (

h(XX⊤)
)
+u◦u−v◦v− ztrue∥22 (10)

γ→ 0 A t→∞定理 1指出, 在特定初始条件下 (   ), 线性算子谱图神经网络   可交换时, 梯度流式 (9)会收敛到 (   )
优化问题式 (8)的解. 正式地, 定理 1表述如下.

A 1 ⩽ i , j ⩽ N A(i)
g(f)A

( j)
g(f) = A( j)

g(f)A
(i)
g(f)定理 1. 假设线性算子谱图神经网络   满足交换性, 即对于任意   , 成立   . 将微分

方程梯度流的初始条件设置如下: 

X0(γ)
def
= γIN×N ,

[
u0(γ)
v0(γ)

]
def
=

[
γ1N×1

γ1N×1

]
(11)
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Lt(γ) := Xt(γ)Xt(γ)⊤ Lt(γ), ut(γ) vt(γ) t L∞(γ), u∞(γ) v∞(γ)令   . 将   和   在   趋于无穷的极限点记作   和   , 即: 

L∞(γ)
def
= lim

t→∞
Lt(γ),

[
u∞(γ)
v∞(γ)

]
def
=

 lim
t→∞

ut(γ)

lim
t→∞

vt(γ)

 (12)

γ→ 0 h(L) = wL则当初始化足够小时, 即   时, 谱滤波器为 1阶多项式时 (即   ) , 公式 (12)中极限点将收敛到问题 (8)
的解. 具体地: 

L̂ def
= lim
γ→0

L∞(γ),
[

û
v̂

]
def
=

 lim
γ→0

u∞(γ)

lim
γ→0

v∞(γ)

 (13)

公式 (13)是下述优化问题的解: 

minL∈RN×N ,u,v∈RN ∥L∥∗+λ∥u◦u−v◦v∥1, s.t.A(h(L))+u◦u−v◦v = ztrue (14)

证明: 定理证明思路类似文献 [28,32], 由于欠定问题最优解存在, 仅需证明该解满足公式 (14)的 Karush-Kuhn-
Tucker (KKT)条件即可, 具体证明细节见附录 A. 

4   过参数化图神经网络 (OPGNN) 方法
 

4.1   方法概览

G = (V,E,A, f) Â Â L̂
f ΘÂ(f)

z = ΘÂ(f)

Softmax(z) Softmax(z)

Â ΘL̂(f)

本节介绍过参数化图神经网络 (OPGNN)方法, 其设计思路基于第 3节定理 1的结论. 方法的框架图如图 1所
示, 给定受攻击图   , 将重构邻接矩阵   (或基于   计算得到的重构拉普拉斯矩阵   )初始化, 并将其及

图节点信号向量构成的图信号矩阵   输入给一个图神经网络骨架 (如 GCN、APPNP、GPRGNN 骨架)   . 图
神经网络骨架将处理过的深层表征矩阵   输入给 Softmax 层得到全部节点属于任意类别的拟合概率矩阵

 , 再将   输入给线性算子谱图神经网络损失函数. 线性算子谱图神经网络损失函数通过梯度下

降反馈更新更好的重构图结构   , 重新输入图神经网络骨架   不断迭代得到更具泛化能力的图节点分类神经

网络. 同时, 由于受攻击图结构仍具有一定参考意义, 攻击者往往不会大幅度更改受攻击的图结构, 因此可以将重

构图结构和受攻击图结构输入重构误差损失函数, 对整体学习进程的收敛速度进行加速. 

4.2   方法细节

Lt(γ) = Xt(γ)Xt(γ)⊤

A

在定理 1中, 对拉普拉斯矩阵进行如过参数化   及按照梯度流公式 (9)更新仅能保证其半正

定性, 而良好定义的图拉普拉斯矩阵需要满足其每一行的行和为 0, 过参数化拉普拉斯矩阵及按公式 (9)更新并不

能满足这一性质. 因此考虑对图结构临界矩阵   进行过参数化, 即: 

At(γ)
def
=Xt(γ)Xt(γ)⊤ (15)

L = D−A h(·) h(A) = h(XX⊤)

Â

事实上, 由于   , 且谱滤波器   为多项式, 因此考虑   并不影响第 3节的结论, 重构学习

低秩的邻接矩阵   仍能体现内聚性先验.
z = ΘÂ(f) = ΘX̂X̂⊤ (f) ∈ RN

z M M ⩾ 3 z ∈ RN×Fout Fout = M

z i j i j j = 1, . . . ,M M

M {h( j)(·)}Mj=1

为了方便阐释理论结果, 第 3节考虑了相对简单的 2-分类任务进行分析, 此时图深层表征   ,

深层表征   表示全部节点属于 0类的评分函数. 当面临   -分类 (   )时, 图深层表征   , 一般取   ,
此时图深层表征   的第   行第   个元素表示第   个节点属于第   类的评分,    . 在图节点分类任务为   -分
类时, 可以构造   个信道的谱滤波器   :
 

h( j)(A)
def
=

K∑
k=1

w j
k(A)k, j = 1, . . . ,M (16)

j j M

z := (z(1), . . . ,z(M)) ∈ RN×M

其中, 信道上标   表示第   类. 相对应地, 与一般的多分类谱图神经网络相同, 将   个信道的评分函数构成图深层

表征   , 其中, 

z( j) = ΘÂ(f)( j) def
=Ag(f)(h( j)(Â)) (17)

ztrue实践中真值评分函数   往往无法被直接观测, 更多的时候可观测的是表示图节点类别的独热编码 (one-hot
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Y = (Y1, . . . ,YN)⊤ ∈ RN×M z = ΘX̂X̂⊤ (f) (0,1)

Y = (y1, . . . ,yn)⊤ z i j z( j)
i

encoding)   , 因此实践中需要将拟合的评分函数   通过 Softmax 层映射至   取

值区间与独热编码   匹配后计算损失函数, 即对   的第   行第   列元素   考虑映射: 

Softmax(z( j)
i ) =

exp(z( j)
i )

M∑
j=1

exp(z( j)
i )

(18)

Softmax(z) z记   为 Softmax 函数公式 (18)作用在   上的每一个函数得到的矩阵.
  

原始图结构 Ainit 受攻击图结构 A

输
入

输
出

Softmax 层

输
入

输
入

输
入

重构图结构 Â

重构误差损失函数 ℓRCNST

反馈
更新

线性算子谱图神经网
络损失函数 ℓOPGNN

对
抗
攻
击
侧

对
抗
防
御
侧

图结构攻击扰动

受攻击节点

一阶受影响节点

节点特征向量 fi

损失函数

神经网络结构

图神经网络骨架 ΘÂ(f)

图 1　OPGNN 方法
 

M u◦u−v◦v = ztrue−ΘÂ(f)

u, v ∈ RN×M M

同时, 注意到在   -分类任务时到还需要匹配节点深层表征错配上的残差   的维度, 此时

需要   , 故在   -分类时, 过参数化参数矩阵初始化为: 

X0(γ)
def
= γIN×N ,

[
u0(γ)
v0(γ)

]
def
=

[
γ1N×M

γ1N×M

]
(19)

l2

l2

基于第 3节定理 1的结论 OPGNN方法的深度线性算子谱图神经网络损失函数 (分类任务实践中也可以将 

损失函数更换为交叉熵损失函数, 本文表述仍使用   损失函数以兼容回归任务)如下: 

ℓOPGNN
def
= minX∈RN×N ,u,v∈RN×M

1
2
∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22 (20)

A另一方面注意到观测到的受攻击图结构   仍具有一定参考意义, 攻击者往往不会大幅度更改受攻击的图结

构, 因此可以将重构图结构和受攻击图结构输入重构误差损失函数, 对整体学习进程的收敛速度进行加速, 具体的

重构损失函数如下: 

ℓRCNST
def
= ∥X̂X̂⊤−A∥F (21)

∥ · ∥F其中,    表示矩阵的 Frobenius范数.
最后, OPGNN方法的整体优化目标如下: 

LOPGNN = ℓOPGNN+βℓRCNST (22)

β其中,    控制重构误差的正则强度, 适中的强度将加速重构结构学习.
本文所提 OPGNN方法的算法流程如算法 1所示.
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算法 1. 面向图节点分类对抗防御的过参数化图神经网络 OPGNN.

G = (V,E,A, f) X, u, v Θ

η X τ u,v α G X, u, v γ β

K

输入: 图   , 参数    , 图神经网络骨架网络参数   , 训练迭代数 T, 图神经网络骨架网络参数学习

率   ,    学习率   ,    学习率   , 图   的独热编码标签 Y,    参数初始化尺寸   , 重构损失函数权重   , 谱滤

波器阶数   .
X0(γ)← γIN×N u0(γ)← γIN×M v0(γ)← γIN×M Θ初始化:   ,    ,    , 随机初始化网络参数 

t , T1. while     do
Θ Θ′2.　 #基于 (随机)梯度下降训练图神经网络   ,    ;

Θ← Θ−η ·
[
∂∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22+β∥X̂X̂⊤−A∥F/∂Θ

]
3.　    ;

Θ′← Θ′−η ·
[
∂∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22+β∥X̂X̂⊤−A∥F/∂Θ

]
4.　    ;

X5.　 #更新   ;
X← X−τ ·

[
∂∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22+β∥X̂X̂⊤−A∥F/∂X

]
6.　    ;

u,v7. 　#更新   ;
u← u−α · [∂∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22/∂u

]
8.　    ;

v← v−α · [∂∥Softmax (Θ′X̂X̂⊤ (ΘX̂X̂⊤ (f)+u◦u−v◦v))−Y∥22/∂v
]

9.　    ;
10. end while

Â← XX⊤ s← u◦u−v◦v Θ′
X̂X̂⊤

(ΘX̂X̂⊤ (f))输出: 重构结构   , 语义错配残差连接   , 深度线性算子谱图神经网络   .
 

5   实验分析

本节验证所提 OPGNN方法的实验性能, 首先陈述实验设置; 然后展示 OPGNN方法在多个数据集上与基线

方法的性能对比, 并验证 OPGNN方法在不同图神经骨架网络上的有效性; 最后对方法的组成成分进行分析. 

5.1   实验设置
 

5.1.1    数据集

N ×N

本文在 3个常用半监督节点分类任务的基准数据集上验证了我们提出的 OPGNN方法的有效性, 包括两个学

术引用图数据集, 即 Cora和 Citeseer数据集, 以及一个网络博客相关的图数据集, 即 Polblogs数据集. 这些数据集

的统计数据如表 1所示. 需要注意的是, 在 Polblogs图中没有可用的节点特征. 在这种情况下, 我们采用和文献 [23,25]
等相同的方案, 将图信号矩阵设置为一个   的单位矩阵, 并类似文献 [25]通过随机删减边进行样本增强.
  

表 1　实验数据集
 

数据集 节点集大小 边集大小 节点类别数 节点特征维度

Cora 2 485 5 069 7 1 433
Citeseer 2 110 3 668 6 3 703
Polblogs 1 222 16 714 2 －

  

5.1.2    基线方法与图神经骨干网络

为了充分验证 OPGNN的鲁棒性与有效性, 本文将所提 OPGNN方法与目前最先进的图结构对抗防御方法进

行比较.
• RGCN[36]将隐藏层特征建模为高斯变量, 并在聚合邻居信息时对方差较大的节点分配低权重.
• GCN-Jaccard[37]使用节点特征的 Jaccard相似度作为度量, 并消除连接不相似节点的连边以对抗结构上的扰动.
• GCN-SVD[13]发现对图结构的攻击可能影响图在谱域中的高秩部分, 并使用截断的奇异值分解方法对邻接矩

阵进行低秩逼近.
• Pro-GNN[23]对图的稀疏性、低秩性和特征平滑性的显式正则化来学习清除噪音后的图结构.
• SimP-GCN[24]利用额外的自监督任务约束原始节点特征空间和隐层节点表示空间的距离差异, 鼓励 GCN学
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得一个保距映射, 尝试提升模型对抗噪音的鲁棒性.
• LRGNN[16]将原始图结构拆分为噪声矩阵和去噪后的真实图邻接矩阵, 并分别用稀疏性与低秩性对噪声矩阵

与真实邻接矩阵进行约束.
ℓ1 ℓ2• Elastic[38]构造了基于   -范数和   -范数的图节点信号表征光滑性正则化的消息传递聚合图神经网络, 通过

鼓励表征之间的光滑性对图结构的攻击进行防御.
• STABLE[25]与 SimP-GCN类似, 利用基于对比学习的无监督学习在深层表示空间重构图结构, 使图特征的表

示学习与图结构学习在无监督训练信号下相互促进.
需要注意的是, GCN-Jaccard和 Pro-GNN方法都仅在节点特征可用时才有效. 此外, 我们还将以上图结构对抗

防御方法与通用图卷积网络 GCN[3]和图注意力网络 GAT[39]进行了比较.
为了充分验证 OPGNN的广泛适用能力, 本文在不同的图神经骨干网络上验证 OPGNN的有效性, 包括:
• GCN[3]: 图卷积网络 GCN从谱域图卷积的二阶切比雪夫多项式近似而来, 本质上是一个低通滤波器, 形如: 

z = σ(w(I+ Â)f) (23)

σ其中,    为激活函数.
• APPNP[20]: APPNP 利用自定义 PageRank (personalized PageRank)核来推导谱域图卷积. APPNP的模型结构

定义如下: 

z =
K∑

k=0

α(1−α)k(Âkg(f)) (24)

α ∈ (0,1] g(·) f其中,    是一个控制伸缩系数的超参数,    是一个参数化的神经网络对原始图信号矩阵   进行变换. APPNP
骨架首次分离了特征变换和传播两个步骤, 提高了其可扩展性.

• GPRGNN[21]: GPRGNN使用单项式基函数逼近谱域图卷积, 也可以理解为基于广义 PageRank核的图神经

网络, 形式如下: 

z =
K∑

k=0

wk(Âkg(f)) (25)

wk g(f)其中,    是可学习的参数,    是特征变换过的图信号矩阵. 

5.1.3    超参数设置与实现细节

η X, u, v γ

X τ u, v α

β {0.01,0.1,1,5,10} h(·) K {2,3,4}
X, u, v T

T

对于每一个数据集, 本文随机挑选其中 10%的节点作为训练集, 10%作为验证集, 以及剩余的 80%作为测试

集进行实验. 3个数据集均为分类任务, 本文使用分类的准确率 (Accuracy)作为评测指标. 对于所有实验, 本文用

10个不同随机种子下的所有结果的均值与标准差作为汇报的方法性能. 为了公平对照, 所有方法的数据集划分方

式是相同的. 所有本文 OPGNN相关方法的图神经网络骨架学习率   固定为 1E–3,    参数初始化尺寸   固定

为 5E–3. 在实验中剩余的超参数都在验证集上根据损失函数与准确率进行筛选. 具体地, 在方法 OPGNN中, 低秩

结构过参数化参数   的学习率   和语义错配过参数化参数   的学习率   从{5E–5, 2E–5, 1E–5}中筛选, 重构误

差损失函数的权重   从   中进行筛选, 谱滤波器   的阶数   从   中筛选. 图神经网络骨架、

 参数的优化器均使用 Adam优化器. 在 Cora和 Citeseer数据集上的训练轮次   取 2 000, 在 Polblogs数据

集上的训练训练轮次   取 3 000. 在本次实验中涉及的对原数据集的抗扰动方法为目前常用的非定向攻击算法

Metattack[22]. 实验运行于装备了 Nvidia RTX 3090 GPU 的机器, 方法框架搭建主要基于 PyTorch 1.11.0 及 Deep-
Robust[40]深度学习库. 

5.2   定量实验
 

5.2.1    OPGNN方法与先进基线方法的性能对比

由于现有主要基线方法都使用了 GCN作为图神经网络骨干, 只有少数基线, 如 STABLE[25]、Elastic[38]使用或

构造了更强表达能力的图神经网络骨干, 因此为了较为公平的与现有基线方法比较, 本节考察以 GCN为图神经网
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络骨干的 OPGNN方法, 称之为 OPGNN-GCN.

本节考虑 6种不同扰动率, 扰动强度分别为{0, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%}, 扰动率为 a%时指对当前图结构

a%比例数目的边进行增减扰动. OPGNN-GNN与基线方法 (基线的准确率参考表 2中基线方法原论文自行汇

报的结果)在 Cora、Citeseer和 Polblogs的实验结果如表 2所示, 可以看到本文所提方法在 Cora和 Citeseer上

显著优于全部基线方法, 在 Polblogs上的性能与 STABLE方法相仿, 考虑到 Polblogs并无节点特征向量, 因此

主要性能来自于谱滤波器, 由于 Polblogs使用了增强的 GCN, 因此其具有相对更好的谱滤波性能, 而 OPGNN-

GCN仅基于原始 GCN, 可以看出 OPGNN的方法重构的图结构也具有很强的类别判别能力. 此外, 可以看到基

线方法在扰动率加大时性能衰减较为严重, 而本文所提 OPGNN-GCN方法在较大扰动率时具有更好的鲁棒性,

性能衰减更慢.
 
 

表 2　本文 OPGNN方法与基线方法在不同结构扰动率下在 Cora、Citeseer和 Polblogs数据集上的准确率 (%)
 

数据集 扰动率 Elastic STABLE GCN GAT RGCN GCN-
Jaccard GCN-SVD Pro-GNN SimP-GCN LRGNN OPGNN-

GCN
0 84.76±0.53 85.58±0.56 83.50±0.44 83.97±0.65 83.09±0.44 82.05±0.51 80.63±0.45 82.98±0.23 83.69±0.45 83.42±0.30 85.85±0.23
5 82.00±0.39 81.40±0.54 76.55±0.79 80.44±0.74 77.42±0.39 79.13±0.59 78.39±0.54 82.27±0.45 79.03±1.22 80.90±0.84 83.71±0.45

Cora 10
15

76.18±0.46
74.41±0.97

80.49±0.61
78.55±0.44

70.39±1.28
65.10±0.71

75.61±0.59
69.78±1.28

72.22±0.38
66.82±0.39

75.16±0.76
71.03±0.64

71.47±0.83
66.69±1.18

79.03±0.59
76.40±1.27

75.74±1.66
72.65±2.94

77.47±0.87
76.73±0.58

82.83±0.44
78.89±0.20

20 69.64±0.62 77.80±1.10 59.56±2.72 59.94±0.92 59.27±0.37 65.71±0.89 58.94±1.13 73.32±1.56 70.11±6.39 72.86±0.93 75.59±0.43
25 － － 47.53±1.96 54.78±0.74 50.51±0.78 60.82±1.08 52.06±1.19 69.72±1.69 66.41±7.36 70.11±1.00 73.84±0.65
0 74.86± 0.53 75.82±0.41 71.95±0.55 73.26±0.83 71.20±0.83 72.10±0.63 70.65±0.32 73.28±0.69 74.25±0.66 73.13±0.33 75.79±0.60
5 73.28±0.59 74.08±0.58 70.88±0.62 72.89±0.83 70.50±0.43 70.51±0.97 68.84±0.72 72.93±0.57 73.67±0.63 72.78±0.58 74.88±0.42

Citeseer 10
15

73.41±0.36
67.51±0.45

73.45±0.40
73.15±0.53

67.55±0.89
64.52±1.11

70.63±0.48
69.02±1.09

67.71±0.30
65.69±0.37

69.54±0.56
65.95±0.94

68.87±0.62
63.26±0.96

72.51±0.75
72.03±1.11

73.07±1.37
73.09±1.46

72.11±1.23
71.18±0.60

73.75±0.37
73.66±0.45

20 65.65±1.95 72.76±0.53 62.03±3.49 61.04±1.52 62.49±1.22 59.30±1.40 58.55±1.09 70.02±2.28 70.08±3.55 66.11±0.76 72.84±0.45
25 － － 56.94±2.09 61.85±1.12 55.35±0.66 59.89±1.47 57.18±1.87 68.95±2.78 71.30±2.45 63.60±0.60 72.32±0.37
0 95.57±0.26 95.95±0.27 95.69±0.38 95.35±0.20 95.22±0.14 － 95.31±0.18 － 95.81±0.40 94.50±0.23 94.92±0.42
5 90.08±1.06 93.80±0.12 73.07±0.80 83.69±1.45 74.34±0.19 － 89.09±0.22 － 72.97±2.20 93.30±0.33 94.62±0.31

Polblogs 10
15

84.05±1.94
72.17±0.74

92.46±0.77
90.04±0.72

70.72±1.13
64.96±1.91

76.32±0.85
68.80±1.14

71.04±0.34
67.28±0.38

－
－

81.24±0.49
68.10±3.73

－
－

72.40±2.51
67.54±2.92

88.15±0.66
86.22±1.38

91.73±0.70
90.20±1.79

20 71.76±0.92 88.46±0.33 51.27±1.23 51.50±1.63 59.89±0.34 － 57.33±3.15 － 57.33±3.49 83.39±0.61 89.20±1.93
25 － － 49.23±1.36 51.19±1.49 56.02±0.56 － 48.66±9.93 － 56.40±2.87 75.53±1.06 87.98±2.72

  

5.2.2    OPGNN方法对于不同图神经网络骨架的普遍适用

对比表 2中 GCN方法和 OPGNN-GCN可以看出, 相对于原始的 GCN, 所提的过参数化图神经网络具有更强

的鲁棒性, 这意味着过参数化在 GCN图神经网络骨架上具有隐式正则效应. 为了验证这一效应的普适性, 我们在

APPNP 和 GPRGNN 图神经网络骨架上套用本文所提 OPGNN 方法, 将对应的过参数化网络分别称作 OPGNN-

APPNP和 OPGNN-GPRGNN.

仍考虑 6种不同扰动率, 扰动强度分别为{0, 5%, 10%, 15%, 20%, 25%}, 考察原始 APPNP和 OPGNN-APPNP

在不同扰动率下的分类准确率, 同时考察原始 GPRGNN和 OPGNN-GPRGNN在不同扰动率下的分类准确率, 结

果分别如表 3和表 4所示. 结果表明, 在不同数据集上, OPGNN-APPNP和 OPGNN-GPRGNN在较强扰动率下相

对原始图神经网络骨干具有更好的鲁棒性, 且扰动率越高优势越显著. 结合 OPGNN-GCN相较于原始 GCN的优

势可以看出, 本文所提 OPGNN方法框架对于不同的常见谱图神经网络就有较好的普适性. 

5.2.3    OPGNN方法的消融实验与敏感度分析

OPGNN∗ Â = XX⊤ s = u◦u−v◦v

OPGNN† s = u◦u−v◦v Â = XX⊤

为了验证所提 OPGNN方法中对低秩结构的有效学习以及对语义错配残差链接的有效学习, 我们考察两种消

融基线: (i)    : 仅考虑基于过参数化学习低秩结构   , 而不学习语义错配残差链接   . (ii)

 : 仅考虑基于过参数化学习语义错配残差链接   , 而不学习低秩结构   .
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表 3　原始 APPNP和过参数化 OPGNN-APPNP实验结果 (%)
 

扰动率
Cora Citeseer Polblogs

GPRGNN OPGNN-GPRGNN GPRGNN OPGNN-GPRGNN GPRGNN OPGNN-GPRGNN
0 80.49±0.35 77.95±0.22 73.28±0.62 74.14±0.18 94.60±0.44 93.19±0.44
5 76.86±0.36 75.17±0.35 71.90±0.61 72.38±0.29 68.69±0.84 89.52±2.04
10 74.57±0.59 74.88±0.55 69.69±0.37 69.39±0.71 64.81±1.85 73.33±3.65
15 73.14±0.48 74.16±0.39 67.02±0.83 69.14±0.83 49.23±1.35 72.08±5.22
20 69.65±0.49 72.90±0.31 64.44±0.46 65.52±0.84 48.60±1.47 65.74±5.32
25 66.44±0.74 71.21±0.46 64.29±1.04 67.90±0.96 47.60±1.95 64.15±7.62

 
 

表 4　原始 GPRGNN和过参数化 OPGNN-GPRGNN实验结果 (%)
 

扰动率
Cora Citeseer Polblogs

GPRGNN OPGNN-GPRGNN GPRGNN OPGNN-GPRGNN GPRGNN OPGNN-GPRGNN
0 80.80±0.38 80.26±0.70 72.70±0.50 73.38±0.43 94.42±0.43 93.64±0.34
5 77.11±0.33 75.91±0.27 71.85±0.57 72.79±0.36 68.27±1.14 90.60±1.59
10 74.57±0.50 75.03±0.74 69.75±0.34 69.76±0.81 65.46±0.86 76.41±4.11
15 73.61±0.56 74.36±0.49 67.48±0.86 69.73±0.71 49.55±1.04 71.90±6.71
20 69.47±0.66 72.90±0.67 64.49±0.42 66.80±0.89 48.65±1.32 67.61±6.28
25 66.25±0.61 71.48±0.37 64.56±0.75 68.42±0.87 47.58±1.93 65.69±6.78

 

OPGNN∗ OPGNN†

OPGNN∗ OPGNN†

OPGNN†

OPGNN∗ OPGNN†

OPGNN†

OPGNN†

OPGNN†

我们基于 GCN图神经网络骨架实现   和   , 在 6种不同扰动率下考察上述两种 OPGNN的消

融方法在 Cora、Citeseer和 Polblogs数据集上的分类准确率, 与 OPGNN-GCN的结果对比如表 5所示. 表中结果

表明, OPGNN-GCN显著优于其消融基线方法   和   , 验证了对低秩结构学习以及对语义错配残差

链接学习的有效性和必要性. 在结构扰动率为 0时, 仅考虑基于过参数化学习语义错配残差链接的变体 

要好于即考虑结构重构也考虑语义错配的 OPGNN, 这是因为在结构扰动率为 0 时, 过参数化的 OPGNN 学习不

需要重构的邻接矩阵引入了更大的不确定性, 但在结构扰动率较大时, 过参数化的 OPGNN学习并重构了更真实

的邻接矩阵, 因此其性能更好. 另外可以看出   的性能显著优于   的性能, 说明了内聚性先验的强

正则效应. 另一方面, 图低秩结构的学习也一定程度上弱化了原始图结构度量空间语义和下游任务语义的错配问

题. 注意到, 表 5中仅考虑基于过参数化学习语义错配残差链接的消融模型   在 Polblogs数据集上的准确

率弱于表 2 中 GCN 方法. 由于 Polblogs 数据集不存在节点属性信息, 图分类单纯依赖于图结构拓扑. 消融模型

 不进行图低秩结构学习, 此时深层表征建模了图结构语义, 此时使用过参数化建模深层语义的错配链接

相当于对图结构引入了额外的扰动, 因此消融模型   在 Polblogs 数据集上的准确率弱于基线 GCN 方法.

这一观察从侧面说明了同时进行图低秩结构学习和语义错配学习的必要性.
 
 

表 5　OPGNN方法与消融基线方法的实验结果 (%)
 

扰动率
Cora Citeseer Polblogs

OPGNN-GCN OPGNN∗ OPGNN† OPGNN-GCN OPGNN∗ OPGNN† OPGNN-GCN OPGNN∗ OPGNN†

0 85.85±0.23 84.15±0.32 84.54±0.33 75.79±0.60 73.13±0.50 72.32±0.67 94.92±0.42 94.79±0.80 95.56±0.53
5 83.71±0.45 83.03±0.33 78.74±0.85 74.88±0.42 73.27±0.43 71.19±0.66 94.62±0.31 94.81±0.38 72.74±0.82
10 82.83±0.44 80.28±0.50 72.92±1.49 73.75±0.37 71.65±0.78 68.36±1.22 91.89±0.50 91.73±0.70 70.89±1.29
15 78.89±0.20 78.55±0.37 68.53±1.53 73.66±0.45 71.96±0.37 65.41±0.79 90.20±1.79 90.10±1.77 64.16±4.45
20 75.59±0.43 75.44±0.60 58.03±0.98 71.84±0.45 70.52±0.47 56.94±1.24 89.20±1.93 89.00±0.48 50.31±2.40
25 73.84±0.65 73.97±0.63 52.91±1.29 72.32±0.37 70.29±0.26 57.63±1.21 87.98±2.72 86.23±2.45 48.63±2.38

 

γ K β X τ

u, v α

接下来, 本节考察 OPGNN方法 (OPGNN-GCN)中在有结构扰动 (默认扰动率 10%)和无结构扰动时, 参数初

始化尺寸   、谱滤波器阶数   、重构误差强度   、低秩结构过参数化参数   、学习率   和语义错配残差链接过

参数化参数   学习率   的敏感度.
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γ

γ

γ

关于参数初始化尺寸   的敏感度在 Cora、Citeseer和 Polblogs数据集上的表现如图 2所示, 其中, ptb 表示扰

动强度参数, 结果显示有结构扰动相较于无结构扰动, OPGNN方法对初始化尺寸   更敏感. 实验表现与定理 1结
论契合, 在尺寸参数适中时表现良好, 初始化尺寸过小时需要过长的迭代时间到达理想的极小值, 过大的初始化尺

寸与定理 1假设不符合. 参数初始化尺寸   的敏感度的实验结果从侧面说明了定理 1的合理性和 OPGNN方法的

有效性.
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γ图 2　OPGNN方法中参数初始化尺寸   的敏感度
 

K关于谱滤波器阶数   的敏感度在 Cora、Citeseer 和 Polblogs 数据集上的表现如图 3 所示. OPGNN 方法在

Cora和 Citeseer和 Polblogs上呈现相反的趋势, 在 Cora和 Citeseer上的性能随阶数增高而减小, 这是因为越高阶

的多项式滤波器具有更强的过平滑化 (over-smooth) 效应. Polblogs 数据集上的表现随阶数增高而变高, 由于

Polblogs 数据集没有图信号, 因此不受过平滑化效应的影响, 同时需要更高阶的多项式去探索更大的节点邻域更

充分挖掘结构上的类别判别特征.
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K图 3　OPGNN方法中谱滤波器阶数   的敏感度
 

β关于重构误差强度   的敏感度在 Cora、Citeseer和 Polblogs数据集上的表现如图 4所示. 可以看到在无论在

有无结构扰动时, 一个强度适中的重构误差都有助于性能提升, 这是因为重构误差可以为优化低秩结构重构提供

有效的训练信号, 加速算法收敛, 避免由于迭代时间过长拟合噪音造成过拟合.
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β图 4　OPGNN方法中重构误差强度   的敏感度
 

X τ u, v α

τ α

α

τ α

关于低秩结构过参数化参数   学习率   和语义错配残差链接过参数化参数   学习率   的敏感度分别如图 5、
图 6 所示. 可以看到 OPGNN 方法对于   相对   更为敏感, 侧面说明重构低秩结构能够一定程度上弱化语义错

配. Polblogs数据集上对   不敏感是因为该数据集无图信号矩阵, 因此类别判别特征完全依赖于图结构, 此时再考

虑结构与下游语义错配没有意义. 同时可以看到, 使 OPGNN算法性能达到最优的学习率   和   并不一致, 这是因

为定理 1中的梯度流更新公式 (9)蕴含了异步学习率, 本质上通过异步学习率控制稀疏隐式正则化相对低秩隐式

正则化的强度. 图 5和图 6的结果说明了定理 1中建模异步学习率的合理性和 OPGNN方法的有效性.
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为了检验重构损失函数对学习收敛速度的影响, 我们考察在结构扰动率 10%时, 训练过程中训练集与验证集

交叉熵损失绝对差值 (因为训练集损失会逐渐被优化至 0, 因此该差值可作为泛化误差的代理)在有重构误差正则

项和无重构误差正则项的差异. 在 3个数据集上的结果如图 7所示, 可以看到, 在有重构误差正则项时, 训练集与

验证机交叉熵损失绝对插值呈现明显的先上升, 然后下降, 最后上升的三阶段过程. 初始时训练集和验证集的交叉

熵损失都很高而差异较小; 在学习初期, 第 1个阶段是模型学习在训练集损失快速下降验证集损失缓慢下降而呈

现上升趋势; 第 2个阶段是模型学习并收敛到有泛化能力的特征, 使得验证集损失下降, 此时训练集和验证集的交

叉熵损失在第 2个阶段差异变小; 此后, 模型逐渐过拟合训练集的噪音, 使得模型在验证集的损失变大, 进而使得

训练集和验证集的交叉熵在第 3个阶段的差异变大. 为了避免模型过拟合训练集中的噪音, 一般采取早停法 (early

stopping), 在有重构误差损失函数时, 可以在第 2个阶段采用早停法得到有泛化能力的模型. 相对应的, 在无重构

误差正则项时, 在训练过程中, 训练集和验证集交叉熵损失绝对值一直较大, 这意味着模型无法快速收敛到有泛化

能力的特征, 不断过拟合训练集的噪音, 使得通过早停法进行模型选择的策略失效.
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图 7　重构损失函数对经验泛化误差的影响
 

β

为了检验在面对高强度的结构攻击时重构误差损失函数的效用, 我们考察结构扰动率 25%时 (更高强度的结

构攻击在实际应用中不常见, 因为在实践中高强度攻击过于容易被检测, 同时攻击成本过高, 因此在广泛应用的评

测框架 DeepRobust[40]深度学习库中, 也至多考察结构扰动率 25%)不同重构误差正则强度   的 OPGNN方法在 3

个数据集上的实验效果. 结果如表 6所示, 表中结果显示, 在高强度结构攻击时, 强度适中的重构误差损失函数依

然对学习有正面促进作用, 具体地, 依然有 75%的可信边为学习低秩结构重构提供有效的训练信号, 隐式地加速

算法收敛, 避免由于迭代时间过长拟合噪音造成过拟合, 使得对抗防御算法有效.
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β表 6　结构扰动率 25%时不同重构误差强度   的 OPGNN方法在 3个数据集上的实验结果
 

β Cora (%) Citeseer (%) Polblogs (%)
0.1 73.74±0.70 69.53±0.33 83.53±0.53
1 73.84±0.65 70.21±0.37 87.98±2.72
10 73.39±0.51 72.32±0.37 86.44±4.23
100 73.31±0.47 70.28±0.36 86.35±4.32
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附录 A. 定理 1的证明

证明思路类似文献 [28,32], 由于欠定问题最优解存在, 仅需证明该解满足 (14)的 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)
条件即可.

s := u◦u−v◦v令   , 考虑问题式 (14)的拉格朗日函数: 

L(L,s,ν,Γ) = Trace(L)+λ∥s∥1+ν⊤(ztrue−A(h(L))− s)−⟨X,Γ)⟩,

ν Γ (L̂, ŝ)

ν

其中,    和   为对偶变量. 由 Karush-Kuhn-Tucker (KKT)条件可知, 公式 (14)的最优解   需要满足如下条件——

存在对偶变量   使得下述条件成立: 
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A(L̂)+ ŝ = y, L̂ ≽ 0 (I−A∗(ν)) · L̂ = 0, I ≽A∗(ν), ν ∈ λ · sign(ŝ),

A(L̂)+ ŝ = y L̂ ≽ 0

L̂ = X̂X̂⊤ ν

其中,    由欠定方程组系统的最优解自动满足 (即公式 (10) 存在解使该式取值为 0),    由分解构造

 自动满足, 因此只需要证明存在对偶变量   使得后 3个条件成立即可.

h(A) :=
K∑

k=1

wkAk接下来证明: 当   , 由初始条件
 

X0(γ)
def
= γIN×N ,

[
u0(γ)
v0(γ)

]
def
=

[
γ1N×1

γ1N×1,

]
,

及梯度流 

Ẋt(γ) = −A∗ (rt(γ))
K∑

k=1

wk(Xt(γ)Xt(γ)⊤)k−1Xt(γ)
K=1
= −A∗ (rt(γ))wXt(γ),

[
u̇t(γ)
v̇t(γ)

]
= −α ·

[
rt(γ)◦ut(γ)
−rt(γ)◦vt(γ)

]
(A1)

得到的极限点 

L∞(γ)
def
= lim

t→∞
Lt(γ)

def
= lim

t→∞
Xt(γ)Xt(γ)⊤,

[
u∞(γ)
v∞(γ)

]
def
=

 lim
t→∞

ut(γ)

lim
t→∞

vt(γ),

 ,
取 

ξT (γ) := −
∫ T

0
wrt(γ)dt, ξ∞(γ) := lim

T→∞
ξT (γ),

对于 

ν(γ) :=
ξ∞(γ)

log(1/γ)
(A2)

γ γ→ 0 (I−A∗(ν)) · L̂ = 0, I ≽A∗(ν), ν ∈ λ · sign(ŝ) λ = 1/α在   足够小时 (即   )使得   成立 (取   ), 即:
 

I ≽ lim
γ→0
A∗(ν(γ)), lim

γ→0

[
I−A∗(ν(γ))] · L̂ = 0, lim

γ→0
ν(γ) ∈ α−1 · sign(ŝ).

I ≽ lim
γ→0
A∗(ν(γ)), lim

γ→0

[
I−A∗(ν(γ))] · L̂ = 0(a)接下来先证明:    .

L̇t(γ) = Ẋt(γ)X⊤t (γ)+Xt(γ)Ẋ⊤t (γ) Ẋt(γ) = −A∗ (rt(γ))wXt(γ)由链式法则   及梯度流更新规则   可知:
 

L̇t(γ) = −A∗ (rt(γ))wLt(γ)−wLt(γ)A∗ (rt(γ)) .

A由于   可交换, 因此根据梯度流 (A1)有: 

Lt(γ) = exp(A∗(ξt(γ)))L0(γ)exp(A∗(ξt(γ))).

L0(γ) = X0X⊤0 = γ2I L∞(γ) = γ2 exp(2A∗(ξ∞(γ))) {Ai}Ni=1

i = 1, . . . ,N Ai U A∗(r) =
∑

i

riA(i) A∗(ξ∞(γ)) U

i = 1, . . . ,N

因为初始化选择使得   , 故   . 由于假设   可交换, 因此对于任

意   ,    可被同一个正交矩阵   对角化, 由于   , 故   也被   对角化, 因此对于任意

 , 有: 

λk (L∞(γ)) = γ2 · exp(2λi (A∗ (ξ∞(γ)))) = exp
(
2λi (A∗ (ξ∞(γ)))+2logγ

)
,

λi(·) U i其中,    表示正交矩阵   对应的第   大的特征值.

L̂ := lim
γ→0

L∞(γ)同时由于   , 因此:
 

λi (L∞(γ))
γ→0→ λi(L̂), ∀i = 1, . . . ,N.

X̂ ≽ 0 i = 1, . . . ,N λi(L̂) ⩾ 0注意到   , 因此对于   ,    .

λi(L̂) > 0(i)当    :
 

exp
(
2λi (A∗ (ξ∞(γ)))+2logγ

)→ λi(L̂)⇒ λi

(
A∗

(
ξ∞(γ)

log(1/γ)

))
−1− logλk(X̂)

2 log(1/γ)
→ 0.

ν(γ) := ξ∞(γ)/ log(1/γ)当   时, 可以得到: 
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lim
γ→0
λi (A∗(ν(γ))) = 1.

λi(L̂) = 0(ii) 当   : 

exp
(
2λi (A∗ (ξ∞(γ)))+2logγ

)→ 0.

ϵ ∈ (0,1/2) γϵ γ < γϵ exp
(
2λi (A∗ (ξ∞(γ)))+2logγ

)
⩽ ϵ根据极限定义, 对任意   , 存在   , 当   时,    , 因此有: 

λi

(
A∗

(
ξ∞(γ)

log(1/γ)

))
−1 <

logϵ
2log(1/γ)

< 0,

lim
γ→0
λi (A∗(ν(γ))) < 1由此可得到   .

i = 1, . . . ,N lim
γ→0
λi (A∗(ν(γ))) ⩽ 1综合 (i)(ii)可知, 对于任意   , 有   .

ν(γ) := ξ∞(γ)/ log(1/γ)因此当   时: 

I ≽ lim
γ→0
A∗(ν(γ)) (A3)

另外根据 (i)和 (ii)的讨论, 由特征向量构成的对角阵: 

ΛA∗(ν(γ)),ΛL̂满足 lim
γ→0

(I−ΛA∗(ν(γ)))ΛL̂ = 0,

因此有: 

lim
γ→0

U(I−ΛA∗(ν(γ)))ΛL̂U⊤ = lim
γ→0

(I−A∗(ν(γ))) · L̂ = 0 (A4)

limγ→0ν(γ) ∈ α−1 · sign(ŝ)(b)接下来仅需再证明:    .
根据梯度流 (A1)有: 

ut(γ) = u0(γ)◦ exp(α/wξt(γ)), vt(γ) = v0(γ)◦ exp(−α/wξt(γ)) (A5)

s := u◦u−v◦v由于   , 因此: 

si
∞(γ) = γ2 · exp

(
2α · ξi

∞(γ)
)
−γ2 · exp

(
−2α · ξi

∞(γ)
)
,

si
∞(γ) ξi

∞(γ) s∞(γ) ξ∞(γ) i其中,    和   分别是   和   的第   个元素.

ŝ := limγ→0s∞(γ) ŝi = limγ→0si
∞(γ) ν(γ) = ξ∞(γ)/ log(1/γ) limγ→0νi(γ) = 1/αsign(ŝi)令    并且    . 接下来证明当   时,    .

ŝi > 0 ŝi < 0 ŝi = 0根据   ,    及   分 3种情况讨论.

ŝi > 0 limγ→0ξ∞(γ) = +∞ exp(2αξ∞(γ))→ +∞ exp(2αξ∞(γ))→ 0(i) 当   时, 由公式 (A5)得知一定有   使得   ,    .
此时: 

2α · ξi
∞(γ)−2log(1/γ)

γ→0→ log ŝi⇒ lim
γ→0
νi(γ) = 1/α.

ŝi < 0 limγ→0ξ∞(γ) = −∞ exp(2αξ∞(γ))→ 0 exp(2αξ∞(γ))→ +∞(ii) 当   时, 类似 (i)此时   使得   ,    , 于是: 

−2α · ξi
∞(γ)+2log(1/γ)

γ→0→ log ŝi⇒ lim
γ→0
νi(γ) = −1/α.

ŝi = 0 γ→ 0 γ2 exp(2αξ∞(γ))→ 0 γ2 exp(−2αξ∞(γ))→ 0

ϵ ∈ (0,1/2) γϵ γ < γϵ

(iii)当   时, 由公式 (A5)得知当   此时一定有   且   . 根据极限

定义, 对任意   , 存在   , 当   时: 

γ2 ·max
{
exp

(
2α · ξi

∞(γ)
)
,exp

(
−2α · ξi

∞(γ)
)}
⩽ ϵ⇒ 2α ·

∣∣∣∣∣∣ ξi
∞(γ)

log(1/γ)

∣∣∣∣∣∣−2 <
logϵ

log(1/γ)
< 0⇒ lim

γ→0
|νi(γ)| < 1/α.

limγ→0ν(γ) ∈ α−1 · sign(ŝ)综合 (i)(ii)(iii)可知   .
ν(γ) := ξ∞(γ)/ log(1/γ)综合 (a)(b)可知, 当   时: 

I ≽ lim
γ→0
A∗(ν(γ)), lim

γ→0

[
I−A∗(ν(γ))] · L̂ = 0, lim

γ→0
ν(γ) ∈ α−1 · sign(ŝ), A(L̂)+ ŝ = y, L̂ ≽ 0,

(L̂, ŝ) = (X̂X̂⊤, û◦û− v̂◦v̂)满足 KKT条件, 此时   即为问题式 (14)的最优解.
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