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摘　要: 基于机器定理证明的形式化验证技术不受状态空间限制, 是保证软件正确性、避免因潜在软件缺陷带来

严重损失的重要方法. LLRB (left-leaning red-black trees)是一种二叉搜索树变体, 其结构比传统的红黑树添加了额

外的左倾约束条件, 在验证时无法使用常规的证明策略, 需要更多的人工干预和努力, 其正确性验证是一个公认的

难题. 为此, 基于二叉搜索树类算法 Isabelle验证框架, 对其附加性质部分进行细化, 并给出具体化的验证方案. 在

Isabelle 中对 LLRB 插入和删除操作进行函数式建模, 对其不变量进行模块化处理, 并验证函数的正确性. 这是首

次在 Isabelle 中对函数式 LLRB 插入和删除算法进行机械化验证, 相较于目前 LLRB 算法的 Dafny 验证, 定理数

由 158减少到 84, 且无需构造中间断言, 减轻了验证的负担; 同时, 为复杂树结构算法的函数式建模及验证提供了

一定的参考价值.
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Abstract:  Unlimited  by  the  state  and  space,  the  formal  verification  technology  based  on  mechanized  theorem  proof  is  an  important  method

to  ensure  software  correctness  and  avoid  serious  loss  from  potential  software  bugs.  LLRB  (left-leaning  red-black  trees)  is  a  variant  of

binary  search  trees,  and  its  structure  has  an  additional  left-leaning  constraint  over  the  traditional  red-black  trees.  During  verification,

conventional  proof  strategies  cannot  be  employed,  which  requires  more  manual  intervention  and  effort.  Thus,  the  LLRB  correctness

verification  is  widely  acknowledged  as  a  challenging  problem.  To  this  end,  based  on  the  Isabelle  verification  framework  for  the  binary

search  tree  algorithm,  this  study  refines  the  additional  property  part  of  the  framework  and  provides  a  concrete  verification  scheme.  The

LLRB  insertion  and  deletion  operations  are  functionally  modeled  in  Isabelle,  with  modular  treatment  of  the  LLRB  invariants.  Subsequently,

the  function  correctness  is  verified.  This  is  the  first  mechanized  verification  of  functional  LLRB  insertion  and  deletion  algorithms  in

Isabelle.  Compared  to  the  current  Dafny  verification  of  the  LLRB  algorithm,  the  theorem  number  is  reduced  from  158  to  84,  and  it  is

unnecessary  for  constructing  intermediate  assertions,  which  alleviates  the  verification  burden.  Meanwhile,  this  study  provides  references  for
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functional modeling and verification of complex tree structure algorithms.
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二叉搜索树类结构能够提供有效的内存空间分配、有规则的数据存储和支持强大的搜索算法, 广泛应用于信

息加密、数据解压和内存管理等领域. 然而在形式化验证领域, 对于涉及元素集合的复杂数据结构, 其形式化规约

的生成和功能的正确性验证是具有挑战性的 [1]. 树形数据结构在验证系统中被定义为验证基准, RB (red-black
trees)作为二叉搜索树的变体, 更是这组基准中最经典且难度最大的 [2]. 因而对二叉搜索树类算法的实现和机械化

验证进行研究具有一定意义.
机械化定理证明是保证程序正确性的有效途径, 使用机械化定理证明工具对算法性质进行机器证明已成为一

种发展趋势 [3]. Isabelle/HOL是当前被广泛使用的、LCF方法的机械化定理证明器 [4], 对于树这种较复杂数据结构

的算法进行正确性验证更为适宜. LLRB是由 Sedgewick提出的一种二叉搜索树变体 [5], 其结构比传统的 RB结构

多了“左倾”的约束条件. 在验证 LLRB算法的正确性时, 需验证所有子树是否满足左倾结构, 还需考虑自平衡调整

对“左倾”结构的影响. 换言之, 其验证时需要处理更多的特殊情况, 无法直接使用常规的证明策略, 需要更多的人

工干预和努力 [6]. 尤其是在删除操作中, 删除节点后不仅要考虑“黑高相同”“不能连红”等常规性质, 还需考虑“左倾”
特性是否被破坏. 这就意味着需要考虑更复杂的不变量, 其正确性验证需要更多的创造性思维和技巧 [7].

本文在 Isabelle中对 LLRB结构及其插入和删除操作进行函数式建模, 并对其性质进行划分: 1)基本性质, 即
中序遍历节点的键值是线性升序的. 2)附加性质, 相较于标准二叉搜索树所需满足的额外性质, 即 LLRB的颜色、

高度等特性. 最后验证了 LLRB函数式算法的功能正确性. 本文工作的主要贡献总结如下.
(1) 通过探究二叉搜索树类算法之间共性, 基于二叉搜索树类算法的函数式建模框架, 用区域 (locale)刻画二

叉搜索树类结构插入和删除高阶泛化函数, 在对具体的二叉搜索树变体结构 (如 AVL树、RB、LLRB等)进行建

模时, 可进行相应的实例化.
(2) Nipkow[8]提出的 Isabelle验证框架具有很强的通用性. 为了涵盖二叉搜索树类所有算法, 对附加性质只进

行了概述. 本文通过挖掘验证规约与辅助引理之间的关系, 对附加性质的验证进行细化, 给出具体化的验证方案,
该方案对解决 LLRB算法的正确性验证有效.

(3) 基于二叉搜索树类结构的插入和删除高阶泛化函数, 实例化生成 LLRB的函数式算法, 并基于贡献 (2), 首
次在 Isabelle中给出了函数式 LLRB插入和删除算法的机械化验证, 相较于目前 LLRB算法的 Dafny验证, 定理

数由 158减少到 84, 且无需构造中间断言, 减轻了验证的负担.
本文第 1节是对相关工作进行介绍和比较. 在第 2节二叉搜索树类算法的函数式建模框架中, 用区域刻画了

其插入和删除的高阶泛化函数. 第 3节对二叉搜索树类算法的 Isabelle验证框架的附加性质进行细化, 并给出具体

化的验证方案. 第 4节以 LLRB算法为实例, 对其进行 Isabelle函数式建模. 第 5节对 LLRB的算法性质进行正确

性验证. 第 6节与现有研究的实验进行对比. 第 7节是对全文的总结以及未来工作展望. 

1   相关工作

近年来, 针对 RBs类 (包括 RB, LLRB, RLRB等)算法的研究, 主要包括算法实现和机械化验证两个方面.
RBs类算法实现: 二叉搜索树类结构的插入和删除操作往往需要考虑大量不同的情况 [9], 同时 RBs类算法也

继承了其复杂性. 文献 [10]提出的 RB算法实现在插入过程中有 6种修复不变量的情况, 且对于删除操作的自平

衡引入了 8种情况, 仅删除操作的代码量就有 80行. 文献 [11]提出了一个更为简单的 RB版本, 称为 AA树, 在插

入或删除过程中引入 skew 和 split 两个基本的变换以修复不变量, 然而连续进行这些变换时最多可能需要 5 次,
插入和删除的自平衡代码大约有 100行的 Java代码. 上述有关 RBs算法的命令式程序比较复杂, 需考虑的自平衡

情况较多. 而函数式程序可以提高代码的复用性, 代码实现更为简洁, 且不会产生任何改变程序状态的副作用 [12].
文献 [13]提出了 RB算法的函数式版本. 该版本虽将自平衡的情况减少到 4种, 但其内部节点的左右子节点可以

是红色或黑色 [6], 限制较少, 且没有给出删除操作的算法.
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RBs类算法的机械化验证: 基于机器定理证明的形式化验证技术不受状态空间限制, 是保证软件正确性、避

免因潜在软件缺陷带来严重损失的重要方法. 文献 [14]通过引入模块 (module)和函子 (functor), 在 Coq辅助证明

工具中验证了基于有限集 (finite sets)实现的 RB算法, 文献 [7]在其基础上, 提出了一种更为高效且经过 Coq验证

的 RB算法. 上述文献是基于有限集的实现方式提供的规约表示, 由于有限集内的元素的无序性, 对于二叉搜索树

类结构的有序性质需要进行额外的刻画, 这给算法的正确性及终止性的机械化验证带来极大的困难. Why3 资源

库中 [15]实现了 RB算法的函数式版本, 并带有大量的辅助引理证明其基本操作的正确性, 但不包括删除操作及其

正确性验证. Nipkow改进了传统的基于有限集 (finite sets)的实现方案, 针对多类二叉搜索树线性升序的性质提出

了验证框架 [8], 并在其基础上对 RB算法进行了完整的机械化验证 [16], 但为了追求框架的通用性, 对于附加结构性

质具体化的验证方案尚未给出. 文献 [6] 利用 Dafny 平台验证了 LLRB 插入和删除操作, 证明了相应函数的终止

性和正确性. 然而相较于 Isabelle定理证明器, Dafny的定理 (requires+ensures)主要通过断言 (assert)来描述, 难以

继承 [17], 而 Isabelle的定理 (theorem+lemma)支持模块化的设计, 可通过定义新的类型、常量和规则对父理论进行

扩充, 有效地避免了重复的理论定义; Dafny只能为算法进行证明推理, 不可生成函数式可执行代码 [17], 而 Isabelle
中大多数定义和函数都达到了可执行级别, 也可以自动转换为其他函数式编程语言 (如 Haskell、ML等)[18]; Dafny
是一种命令式与函数式混合的描述语言, 在验证时探索前后置条件以及大量的中间断言是一段相当痛苦的过程 [6].

本文基于 Nipkow[8]提出的二叉搜索树类算法的 Isabelle验证框架, 改进了传统的基于有限集 (finite sets)的实

现方案, 使用 inorder 方法将树映射到有序列表 (sorted list), 可直接刻画二叉搜索树类结构的有序性质. 并对其附

加性质的验证进行细化, 给出具体化的验证方案. 进一步以 LLRB为实例, 在 Isabelle中给出了 LLRB的完整函数

式设计算法, 包括 LLRB 的结构定义、不变量的划分以及插入、删除操作的实现. 首次在 Isabelle 中给出了该数

据结构包括删除在内的函数式证明, 并从验证过程、验证脚本的模块化和代码的可执行性 3个方面与相关工作进

行对比, 展示了本文提出的插入和删除的高阶泛化函数以及针对附加性质提出的具体化验证方案的有效性. 

2   二叉搜索树类算法的函数式建模框架

二叉搜索树类结构包括标准体和多种变体, 在对该类算法进行函数式建模时, 其结构、不变量和基本操作的

定义在整体上都符合一定的模式. 对于插入和删除操作, 基于文献 [8]的二叉搜索树类算法的函数式建模框架, 我
们用区域 (locale)刻画了二叉搜索树类结构插入和删除高阶泛化函数, 在对具体的二叉搜索树变体进行建模时, 可
进行相应的实例化, 更有利于函数式设计. 

2.1   二叉搜索树类结构的函数式定义

二叉搜索树类结构能够有效地存储和访问元素的集合, 允许元素的快速搜索、删除和插入, 可用于实现动态

集合 (dynamic sets)、查找表 (lookup tables)等数据结构 [12]. 对于标准二叉搜索树 (简称 search_tree), 其数据类型

可以递归地定义为 [8]: 

datatype ′a search_tree = Lea f | Node (′a search_tree) ′a (′a search_tree).

在上述定义的基础上，我们给出了如下缩写描述:  {
< > ≡ Lea f
< l, x,r > ≡ Node l x r

.

对于二叉搜索树变体 (简称为 BsTreeVar, 在后文可实例化为某种具体的二叉搜索树), 其节点可能含有附加属

性 (如颜色、高度等, 统称为 add_ prop). 在 Isabelle内部, type_synonym 可以被完全展开而不被输出. 在提高理论

可读性的前提下, type_synonym 可以像其他类型一样被使用 [18], 也可在继承某一数据类型的基础上加以扩充. 基于

此, 定义了 search_tree 的类型同义词 BsTreeVar: 

type_synonym ′a BsTreeVar = (′a × add_prop) search_tree.
 

2.2   二叉搜索树类结构的不变量

不变量是指程序在执行过程中必须遵守的逻辑规则, 对程序进行验证时, 可以通过证明不变量在程序执行前
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后为真来完成 [19]. 二叉搜索树类结构的性质可以被定义为 [8]: 基本性质, 即中序遍历节点的键值按照线性升序的方

式排序, 以及附加性质 (如颜色、高度等). 维持基本性质不变的逻辑规则称为基本不变量 (简称 bst), 维持附加性

质不变的逻辑规则称为结构不变量 (简称 inv), 两者统称为二叉搜索树类的不变量 (简称 invar), 这些性质在进行

基本操作 (如查找、插入和删除)前后需维持不变, 从而证明相应函数的正确性.
二叉搜索树类结构支持集合和映射, 在 Isabelle中, 抽象函数 set_search_tree 实现了将树映射到其元素集合 [8]:  

set_search_tree :: ′a search_tree ⇒ ′a set

set_search_tree < > = { }
set_search_tree < l,a,r > = set_search_tree l ∪ {a} ∪ set_search_tree r

.

基于抽象函数 set_search_tree, 可对二叉搜索树类结构的基本不变量 bst 进行函数式建模, 其定义如下:  
bst :: (′a :: linorder) search_tree ⇒ bool

bst < > = True

bst < l,a,r > = ((∀x ∈ set_search_tree l. x < a) ∧ (∀x ∈ set_search_tree r. a < x) ∧ bst l∧ bst r)

,

′a ′a

inv :: ′a BsTreeVar ⇒ bool

其中,    类型元素满足全序关系 (后文中所有   的出现都是如此), 且对于二叉搜索树类结构的不变量, 其输出都

为 bool 类型 (True 或者 False). 另外 ,  对于二叉搜索树类变体的附加性质的不变量定义 ,  可通过抽象函数

 来表示. 因此标准二叉搜索树和二叉搜索树变体的不变量可以分别被定义为:   invar search_tree = bst search_tree

invar BsTreeVar = bst BsTreeVar ∧ inv BsTreeVar
.

 

2.3   二叉搜索树类结构查找、插入和删除的高阶泛化函数

′a

二叉搜索树类结构的基本操作包括对节点键值的查找、插入和删除, 作为具体的数据类型, 本文用抽象类型

set 来实现其一系列操作. 通过定义固定的接口 (即一组操作 lookup, ins, del), 从而可以操作抽象数据类型的值 [8],
其中   是 set 的元素类型:  

lookup :: ′a BsTreeVar ⇒ ′a ⇒ bool

ins :: ′a ⇒ ′a BsTreeVar ⇒ ′a BsTreeVar

del :: ′a ⇒ ′a BsTreeVar ⇒ ′a BsTreeVar

.

二叉搜索树类结构的一系列操作的函数式实现基于比较运算函数 cmp, 该函数返回 datatype cmp_val = LT |
EQ | GT (小于|等于|大于)的一种情况. 这使得函数式代码更加对称, 且相比于通过=、< 和> 来比较元素拥有更高

的效率, 具体定义如下:  
datatype cmp_val = LT |EQ|GT

cmp :: ′a⇒ ′a ⇒ cmp_val

cmp x y = (if x < y then LT else if x = y then EQ else GT )

.

(1) 查找

根据二叉搜索树的特征, 查找算法属于二分查找, 为了简化运算, 查找函数返回 True 或 False, 表示能否找到

某个键值 x. lookup 函数的实现框架如下:  

lookup < > _ = False

lookup < l, (a,_),r > x = (case cmp x a of LT ⇒ lookup l x

GT ⇒ lookup r x

EQ⇒ True)

.

(2) 插入和删除

在这一部分中, 首先使用 Isabelle的区域 (locale)来定义高阶泛化函数, 用于插入和删除操作. 区域是一种程

序模块化和参数化的复用机制, 能充分表达函数式程序结构之间复杂的依赖关系 [20]. 通过区域声明, 可定义通用

的泛化数据类型和函数, 并通过解释对其进行实例化, 以实现复用. 其结构如下:
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locale loc_name=//区域名

τ1　　fixes x1::   //声明参数

　　…
τn　　fixes xn:: 

　　begin//区域体

ϕ1　　　definition/fun/function/primrec a1::   //泛化函数

　　　　…
ϕn　　　definition/fun/function/primrec an:: 

　　　end

x1 :: τ1 τ1

τ1

a1 :: ϕ1 ϕ1

本文的区域声明包括两部分: 区域名 loc_name 和局部参数 fixes (接口). 接口   表示接口名 x1 及其类型   ,
其中   可以是数据类型、函数类型或任意多态类型. 区域声明之后, 可以定义一个由 begin-end 块构成的区域体,
区域体内部可定义一系列的泛化函数 definition/fun/function/primrec, 这些泛化函数可调用区域声明中的接口. 泛化

函数   定义了函数 a1 及其函数类型   .
区域声明并定义区域体后, 可通过解释 (interpretation)将该区域中声明的接口和已有的泛化函数实例化, 使

它们在当前上下文中可被复用. interpretation 一般语法如下: 

inorder t1@ a1 # inorder t2@ a2 # . . . # inorder tn.

在本文中, loc_name 是需要实例化的区域名, loc_instance1…loc_instancen 是用于实例化区域 loc_name 中接口

fixes 的具体函数.
考虑到二叉搜索树变体的结构不变量可能会随元素 x 的插入或删除而被破坏, 本节声明了区域 BsTreeVar_op

中定义了接口 pre_invl、pre_invr 和 pre_invsplit, 分别针对左子树、右子树和删除中的 split 操作来维持结构不变量

inv. 使用这 3个接口可定义二叉搜索树插入和删除操作的泛化函数 ins'、del'. BsTreeVar_op 构造了二叉搜索树类

结构的基本操作, 可进行具体的实例化, 这一点在第 4.2节详细阐述. 接口的定义如下: 

locale BsTreeVar_op =

fixes pre_invl :: “′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar”

and pre_invr :: “′a BsTreeVar⇒ ′a⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar”

and pre_invsplit :: “′a BsTreeVar⇒ ′a⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar”

插入算法基于二分查找从根节点逐步向下搜索合适的位置, 并将新的元素插入, 可分为两种情况.
1) 若键值 x 插入到空树< >, 则将该叶子直接替换键值为 x 的内部节点.
2) 若键值 x 插入到非空树<l, (a, _), r>, 则需调用 cmp 函数比较 x 与当前内部节点键值 a 的大小, 若相等 (EQ)

则表明已有该键值, 不做插入; 否则, 按 x 与 a 的大于 (GT)和小于 (LT)情况, 递归地将 x 插入到右子树或左子树中.
ins' x t 表示插入元素 x 到二叉搜索树 t 中, 并返回插入 x 后的新树, ins'的高阶泛化函数如下: 

f un ins′ :: “′a⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar”
ins′x <>=<<>, (x,_),<>>
ins′x < l, (a,_),r >= (case cmp x a of LT ⇒ pre_invl (ins′ x l) l a r

GT ⇒ pre_invr l a r (ins′ x r)
EQ⇒ l a r)

二叉搜索树类结构的删除操作相较于插入操作更为复杂, 被删除元素可能存在一定数量的左右子树, 这种情

况下要考虑其左右子树如何与上方的树节点进行连接或合并. 这里需要考虑以下两种情况.
1) 若待删除节点的右子树为叶子节点, 则将其左子树合并到其父节点下.
2) 若待删除节点的右子树是内部节点, 则从右子树中删除最小的元素, 并将其放到待删除节点的位置, 从而维

持新的树仍然满足二叉搜索树的性质.
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del' x t 表示从二叉搜索树 t 中删除元素 x, 并返回删除 x 后的新树, del'的高阶泛化函数如下: 

f un del′ :: ”′a⇒ ′a BsTreeVar⇒ ′a BsTreeVar”
del′x <>=<>
del′x < l, (a,_),r >= (case cmp x a of LT ⇒ pre_invl (del′ x l) l a r

GT ⇒ pre_invr l a r (del′ x r)
EQ⇒ pre_invsplit l a r)

 

3   二叉搜索树类算法的 Isabelle 验证框架

为了在 Isabelle中验证二叉搜索树类算法的正确性, 第 3.1节和第 3.2节概述了 Nipkow在文献 [8]中提出的

set 实现原理、inorder 方法, 并基于上述原理和方法给出了维持二叉搜索树类结构基本不变量 bst 的规约.
对于基本不变量 bst, 第 3.3节基于文献 [8]的 Isabelle验证框架, 添加了平衡函数引理集和删除操作中分离函

数的引理集; 并通过挖掘验证规约与辅助引理之间的关系, 给出了相应的辅助引理选用依据.
对于结构不变量 inv, 鉴于文献 [8]提出的 Isabelle验证框架是通用的, 对附加性质只进行了概述, 本文对附加

性质进行细化, 给出了具体化的验证方案. 在第 3.4 节中, 我们首先给出了证明附加性质的规约, 并通过分析附加

性质与平衡函数之间的关系从而探索辅助引理之间的共性, 依据插入和删除操作是否会破坏结构不变量 inv 划分

为两类问题, 进一步构造证明辅助引理集以提高验证效率, 最大化地将创造性劳动转化为非创造性劳动. 使得对于

此类较为复杂的数据结构, 机械化验证能够按照一定的模式进行. 

3.1   set 实现原理

∈ ∪

∈

使用同态的抽象函数表示规约可以追溯到 Hoare[21], 并成为面向模型的规约语言 VDM[22]的一个组成部分. 在
通用代数的一阶环境下, 存在完全抽象的模型来表示规约 [23]. 二叉搜索树这类数据结构的实现已证明与 set 同
态 [17], 即二叉搜索树上的操作 lookup, insert 和 delete 可以用 set 中的   、   和–来模拟. 例如规约 lookup s x 可用 x
  set s 来表示.

set_search_tree :: ′a search_tree⇒ ′a set invar :: ′a search_tree⇒ bool

在讨论函数 lookup, insert 和 delete 在基本不变量 bst 上的功能正确性时, 为了指定这些操作, 需要假设抽象函

数   和二叉搜索树的不变量   . 图 1 为 set 实现的相

关规约.
 
 

_ _ ( ) { } _ _

_ _ ( ) _ _ {  }

( _ _

invar BsTreeVar set search tree insert x BsTreeVar x set search tree BsTreeVar

invar BsTreeVar set search tree delete x BsTreeVar set search tree BsTreeVar x 

invar BsTreeVar lookup BsTreeVar x x set search

⇒ = ∪
⇒ = −
⇒ = ∈ )

( )

( )

tree BsTreeVar

invar BsTreeVar invar insert x BsTreeVar

invar BsTreeVar invar delete x BsTreeVar

⇒
⇒ 

图 1　set 实现的规约
  

3.2   inorder 方法

在图 1中用 set 来表示二叉搜索树基本操作的验证规约, 并且基于抽象函数 set_search_tree, 二叉搜索树的基

本不变量 bst 可以在 Isabelle中进行表达. 但实际的验证是基于 list 来完成, 因为中序遍历 (inorder)可以很好地表

示线性升序关系, 且中序遍历产生的 list 也可以很容易转换为集合, 使用具体数据类型 list 作为 set 和 search_tree
之间的中间数据类型, 简称 inorder 方法 [8]. 当对 t 进行归纳时, 会产生形如< <t1, a1, t2>, a2, <t3, a3, t4> > 的嵌套树

结构, 对树结构进行 inorder 遍历会产生以下形式的 list: 

inorder t1@ a1 # inorder t2@ a2 # . . . # inorder tn.

把函数 sorted 应用到上述公式中, 得到 sorted (xs1 @ a1 # xs2 @ a2 # … # xsn), 可以被分解为以下基本公式:   sorted(xs@[a])
模拟→ (∀x ∈ set xs. x < a)

sorted(a#xs)
模拟→ (∀x ∈ set xs. a < x)

.
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通过基本公式, 有序的 list 在 Isabelle 中模拟了 set 的有序性, 从而解释了使用 list 作为中间类型证明基本不

变量 bst 的原因. 以树的 inorder 遍历为基础, 从而表示 inorder :: 'a t ⇒ 'a list 分别与 bst 和 set_search_tree 之间的

关系:  bst BsTreeVar = sorted(inorder BsTreeVar)

set_search_tree BsTreeVar = set(inorder BsTreeVar)
.

为了方便函数 lookup, insert 和 delete 在列表上的表达, 下面定义了 4个关于列表的辅助函数:  

sorted :: ′a list ⇒ bool

sorted [ ] = True

sorted [x] = True

sorted(x#y#zs) = (x < y ∧ sorted(y#zs))

,

其中, sorted 表示列表按升序排序.  

inslist :: ′a ⇒ ′a list⇒ ′a list

inslist x [ ] = [x]

inslist x [a#xs] =

(if x < a then x#a#xs else if x = a then a#xs else a# inslist x xs)

,

其中, inslist 表示如果某一元素尚未出现在列表中, 则将该元素插入到顺序列表中的正确位置.  
dellist :: ′a ⇒ ′a list⇒ ′a list

dellist x [ ] = [ ]

dellist x [a#xs] = (if x = a then xs else a# dellist x xs)

,

其中, dellist 表示根据给定的元素值, 删除列表中第 1个等于该值的元素.  
elems :: ′a list⇒ ′a set

elems [ ] = ∅

elems(a#xs) = {a} ∪ elems xs

,

其中, elems 将一个列表转换为它的元素集合.
在上述规约函数 inorder 中, 'a t 为二叉搜索树的类型. 对于任意的一棵二叉搜索树 t, 基本不变量 bst 可以被

表示为 sorted(inorder t). 在 inorder 方法中, 定义了关于列表的 4个辅助函数: sorted, inslist, dellist, elems, 从而构造

在有序类型上基于 inorder 方法实现的相关规约.

set :: ′a t⇒ ′a set elems◦ inorder

图 2 中的规约 (1)–(3) 表达了 insert, delete 和 lookup 在基本不变量 bst 上的功能正确性. 如果把抽象函数

 解释为函数 elems 和函数 inorder 的复合:    , 使用图 3中列表操作与集合关系的相关

辅助引理, 可以证明图 2中在有序类型上 inorder 方法实现的规约与图 1中的规约等价 [8].
  

( ) ( ) (1)

( ) ( ) (2)

( ( )) (

list

list

invar BsTreeVar inorder insert x BsTreeVar ins x inorder BsTreeVar

invar BsTreeVar inorder delete x BsTreeVar del x inorder BsTreeVar

invar BsTreeVar lookup BsTreeVar x x elems inorder BsTreeVar

⇒ =

⇒ =

⇒ = ∈ 3)

invar BsTreeVar inv(insert x BsTreeVar)

invar BsTreeVar inv(delete x BsTreeVar)

⇒
⇒ 
图 2　在有序类型上基于 inorder 方法实现的规约

 

  
elems(inslist  x  xs) = {x}  ∪  elems  xs

sorted xs distinct xs⇒
distinct  xs ⇒  elems(dellist  x  xs) = elems  xs − {x}

sorted  xs ⇒  sorted(inslist  x  xs)

sorted  xs ⇒ sorted(dellist  x  xs)
 

图 3　列表操作与集合关系的相关辅助引理 
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3.3   基本不变量 bst 的验证框架

对于 bst 的验证框架, 基于 set 实现和 inorder 方法, 特别是针对二叉搜索树变体, 给出了相应的验证引理集,
并给出了辅助引理的选用策略, 克服引理选用的盲目性. 下面是基本不变量 bst 在 lookup, insert 和 delete 操作前后

不变量维持所需的规约:  
sorted(inorder t)⇒ inorder(insert x t) = inslist x (inorder t) T1

sorted(inorder t)⇒ inorder(delete x t) = dellist x (inorder t) T2

sorted(inorder t)⇒ lookup t x = (x ∈ set_BsTreeVar t) T3

通过在 Isabelle中证明规约 T1, T2 和 T3, 即表示了查找、插入和删除函数的功能正确性. 对于规约 T3 的证明,
与标准二叉搜索树的证明是相同的 [12], 这里我们不予讨论. 下面以规约 T2 为例, 讨论标准二叉搜索树 bst 的正确

性证明过程. 通过将 t 归纳为<l, (a, _), r>, 假设 x<a, 其证明过程如下: 

inorder(delete x t)
= inorder(delete x l)@ a # inorder r //delete的定义展开
= dellist x (inorder l)@ a # inorder r //归纳假设

= dellist x (inorderl@ a # inorder r) //通过构造辅助引理

= dellist x (inorder t) //t的定义

上面的第 3步是通过构造辅助引理得到的, 构造的引理如下:   sorted(xs @ y # ys) = (sorted(xs @ y) ∧ sorted(y # ys))

sorted(xs @ [a]) ∧ x < a⇒ dellist x (xs @ a # ys) = (dellist x xs) @ a # ys
.

第 1个引理重写假设 sorted(inorder t)到 sorted(inorder l @ [a])∧sorted(a # inorder r), 从而允许第 2个引理重

写项 dellist x (inorder l @ a # inorder r)到 dellist x (inorder l) @ a # inorder r).
这是标准二叉搜索树中函数 delete 能维持 bst 的一个证明过程, insert 亦是如此. 图 4中给出了二叉搜索树及

其变体基本不变量 bst 的验证引理集.
 
 

1

2

3

4

: ( @ # ) ( ( @[ ]) ( # ))

: ( # @ # ) ( ( # ) ( @[ ]) ( # ))
list _simps

: ( # )

: ( @[ ])

insert / delete_def

l sorted xs y ys sorted xs y sorted y ys

l sorted x xs y ys sorted x xs x y sorted xs y sorted y ys

l sorted x xs sorted xs

l sorted xs y sorted xs

l

= ∧
 = ∧ < ∧ ∧
 ⇒
 ⇒

{

5

6

7

: ( @[ ]) ( @ # )

( @ # @ ( # ))

: ( @ # ) ( @ # )

( @ # @ ( # ))

bst _balance_functions :

list

list  list

list

list  list

sorted xs a ins x xs a ys

if x a then ins x xs a ys else xs ins x a ys

l sorted xs a ys del x xs a ys

if x a then del x xs a ys else xs del x a ys

l ino

⇒ =
 <
 ⇒ =
 <

8

9

( _ ) @ #

: _ ( , ') '@[ ]
bst _split

: _ ( , ') # '

rder balance fun l a r inorder l a inorder r

l split max t a t t leaf inorder t a inorder t

l split min t a t t leaf a inorder t inorder t

=

= ∧ ≠ ⇒ =
 = ∧ ≠ ⇒ = 
图 4　二叉搜索树及其变体基本不变量 bst 的验证引理集

 

图 4中的引理集可用来证明规约 T1 和 T2 的正确性, 其中 l1 和 l2 是对有序列表@和#操作进行展开和化简的

辅助引理集, l3 和 l4 是有序列表中与其子列表的蕴含关系. l5 和 l6 基于 insert/delete 的定义, 表示的是 sorted 分别

与列表中插入、删除操作之间的关系. 对于标准二叉搜索树, 引理 l1−l6足以完成对 bst 的证明, 称为基本引理集 (list_simps
和 insert/delete_def).

对于二叉搜索树变体基本不变量 bst 的证明, 引理 l1−l6 的使用是默认的. 由于其插入和删除操作需要构造平

衡函数来维持结构不变量, 并不能保证不会破坏 bst, 因此在对 bst 进行证明时, 还需给出满足 inorder 遍历的平衡

函数引理集 l7 (bst_balance_functions). 在 l7 中, balance_fun 表示为了维持二叉搜索树附加性质在进行插入、删除

操作时所定义的泛化平衡函数, 其参数均为 l, a, r.
另外, 对于删除操作, 需要用待删除节点子树的最大元素或最小元素去替换待删除节点, 因此给出了分离函数
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引理集 l8 和 l9 (bst_split), 其中引理 l8 适用于 AVL树、AA树等, 引理 l9 适用于非平衡树、RBs、2-3-4树、1-2兄
弟树等 [8]. 在图 5中给出了规约 T2 在 Isabelle中的证明示例, 其中①为基本引理集的应用, 对于标准二叉搜索树基

本不变量 bst 的验证可使用①自动证明; 而对于二叉搜索树变体, 除①之外, 还需使用②和③的引理, ②表示平衡

函数和分离函数的引理集, ③是其他引理集, 不属于图 4中的验证引理集范围, 但在证明过程中会用到.
  

theorem T2: sorted(inorder t) inorder(delete x t)=dellist x(inorder t)

by (auto simp: list_simps   delete_def bst_balance_functions   bst_split others )

基本引理集 l1−l4 和 l6 平衡函数引理集 l7 和分离函数引理 l9 其他引理集

321

Proof:

 
图 5　二叉搜索树删除操作维持 bst 在 Isabelle中的证明

  

3.4   结构不变量 inv 的验证框架

附加性质的验证框架主要针对二叉搜索树变体, 其结构不变量 inv (如高度、颜色等)在算法执行前后不会被

破坏. 本节给出了一定的辅助引理集和引理选用策略, 下面是在 insert 和 delete 操作后, 维持结构不变量所需的规约:   invar t ⇒ inv(insert x t) T4

invar t ⇒ inv(delete x t) T5

对于规约 T4 和 T5, 其前提都为 invar t, 代表 t 完全满足某一类二叉搜索树变体的所有不变量, 在执行插入和

删除操作之后, 仍然满足某一结构不变量 inv, 这便是对函数 insert 和 delete 能维持某一附加性质的正确性证明. 其
中, inv 可以实例化为高度不变量、颜色不变量等. 我们的策略是对附加性质进行模块化处理, 分别在 Isabelle中验

证它们的正确性.
在对二叉搜索树进行插入或删除操作时, 往往需要调用平衡函数去维持其结构不变量, 因此对函数 insert 和

delete 进行正确性证明时, 需要对平衡函数构造辅助引理. 这里把它归结为两种情况.
(1) 在插入或删除一个节点后, 某一结构不变量不会被破坏, 需要验证平衡函数不会破坏该结构不变量.
(2) 在插入或删除一个节点后, 某一结构不变量可能会被破坏, 需要验证平衡函数对它进行调整之后, 能够维

持该结构不变量.
对于情况 (1), 下面给出了平衡函数的辅助引理集: 

l10 : inv t⇒ inv(balance_ f un l a r).

该灵感来自于 RB插入算法的实现 [8]中, 即总是将插入的新节点设置为红色, 那么 RB的高度性质将不会被破

坏, 因此在对它的高度性质进行证明时, 符合情况 (1). 在 l10 中, inv t 表示 t 满足某一结构不变量 inv, 且被平衡函

数调整后仍然满足该结构不变量.
对于情况 (2), 在插入或删除一个节点后, 某一结构不变量会被破坏, 那么在对平衡函数构造辅助引理的时候,

需要证明一种状态: 即某一结构不变量被破坏的状态 (在高阶逻辑中被形式化为弱化的谓词) 可通过平衡函数而

维持该结构不变量. 下面给出情况 (2)的平衡函数辅助引理集:   l11 : inv t⇒ inv_weak t

l12 : inv_weak t⇒ inv(balance_ f un l a r)
,

其中, 引理集 l11 表示若 t 满足某一结构不变量 inv, 则 t 必然也满足其弱化的结构不变量; 引理集 l12 表示当树被插

入或删除一个节点后, 某一结构不变量可能会被破坏, 因此用弱化的结构不变量 inv_weak 来尽可能表示所有被破

坏情况 (如果未能表示完全, 则需要继续构造别的辅助引理, 当然这是平凡的情况), 并且通过平衡函数 balance_
fun 之后, 这种被破坏的状态被修复, 从而仍然满足该结构不变量 inv. 

4   LLRB 算法的函数式建模

LLRB 是 Sedgewick[5]提出的一种二叉搜索树变体, 相较于其他的 RBs 版本, 自平衡时需要处理的情形较少,
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使得代码相对简洁. 本节选取了文献 [5]中的 Top-down 2-3-4版本, 并基于第 2节的二叉搜索树函数式建模框架,
在 Isabelle中对 LLRB的定义、不变量、插入和删除操作进行建模. 本文对 LLRB算法的建模及验证脚本可以参

阅 https://github.com/Criank/LLRB_proof/tree/master. 

4.1   LLRB 的定义及其不变量的函数式实现

LLRB内部节点具有唯一的键, 每个节点具有颜色属性 (红色或者黑色), 并且满足以下性质 [6].
性质 1: LLRB节点的中序遍历会产生一个线性升序的列表, 称为基本不变量 bst.
性质 2: 任意节点到叶子节点的所有路径都具有相同数量的黑色节点, 称为高度不变量 invh.
性质 3: 根节点为黑色.
性质 4: 在所有内部节点所形成的路径中, 不能存在两个连续的红色节点.
性质 5: 对于任意的内部节点, 其右子节点和左子节点不能同时为右红左黑, 同时这也是左倾红黑树的来由,

性质 4和 5统称为颜色不变量 invc.
这些性质保证了 LLRB 的查找、插入和删除某个值的时间复杂度的最坏情况与树的高度成正比, 在理论上

LLRB是高效的. 基于第 2节中二叉搜索树结构的函数式定义框架, BsTreeVar 实例化为 llrb, 附加属性 add_prop
实例化为颜色属性 color, LLRB定义的函数式实现如下.

//LLRB颜色属性定义

datatype color = Red | Black
type_synonym 'a llrb = “('a * color) search_tree”
//颜色缩写的语法糖

abbreviation R where “R l a r ≡ Node l (a, Red) r”
abbreviation B where “B l a r ≡ Node l (a, Black) r”

上述性质 2–5为 LLRB不变量的非形式化描述, 在 Isabelle中被形式化为谓词 llrb, 并对其附加性质进行模块

化处理, 被分为高度不变量 invh 和颜色不变量 invc.

//LLRB在 Isabelle中的形式化:
definition llrb :: “'a llrb ⇒ bool” where
　　“llrb t = (invc t ∧ invh t ∧ color t = Black)” //color t = Black 表示满足性质 3
//定义黑色高度 bheight
fun bheight :: “'a llrb ⇒ nat” where
　　“bheight Leaf = 0” |
　　“bheight (Node l (x, c) r) = (if c = Black then bheight l + 1 else bheight l)”
//定义高度不变量 invh, 满足性质 2
fun invh :: “'a llrb ⇒ bool” where
　　“invh Leaf = True” |
　　“invh (Node l (x, c) r) = (bheight l = bheight r ∧ invh l ∧ invh r)”
//定义颜色不变量 invc, 满足性质 4和性质 5:
fun invc :: “'a llrb ⇒ bool” where //fun 定义的优势在于函数的终止性可以自动证明

　　“invc Leaf = True” |
　　“invc (Node l (a, c) r) = ((c = Red ⟶ color l = Black ∧ color r = Black) ∧
　　　　　　　　　　　　(c = Black ⟶ color r = Red ⟶ color l = Red) ∧ invc l ∧ invc r)”
//下面是有关颜色的两个辅助函数:
fun paint :: “color ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where //设置节点颜色
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　“paint c Leaf = Leaf” | “paint c (Node l (a, _) r) = Node l (a, c) r”
fun color :: “'a llrb ⇒ color” where //获取节点颜色, 且定义叶子节点为黑色

　“color Leaf = Black” | “color (Node _ (_, c) _) = c”

将不变量分解为 invc 和 invh 提高了模块化, 通常可以分别证明插入和删除操作在结构不变量 invc 和 invh 上

的正确性, 有利于后期的验证工作. 

4.2   LLRB 插入和删除算法的函数式实现

LLRB 算法实现的难点在于插入和删除操作, 插入或删除某一节点后必须使整棵树仍然满足 LLRB 的性质.
由于其查找算法与标准二叉搜索树是完全相同的, 因此本文不予讨论. 本节主要阐述 LLRB的插入和删除算法是

如何基于第 2.3节的高阶泛化函数实例化生成的, 以及平衡函数是如何维持不变量的.
(1) 插入

对于插入操作的函数式实现, 首先将区域 BsTreeVar_op 进行实例化, 其中 BsTreeVar_op 实例化为 llrb_op,
BsTreeVar 实例化为 llrb.

locale llrb_op =
　　and pre_invl :: “'a llrb ⇒ 'a llrb ⇒ 'a ⇒'a llrb ⇒ 'a llrb”
　　and pre_invr :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒'a llrb ⇒ 'a llrb”
　　and pre_invsplit :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb”

LLRB的插入操作按照二分法, 从根节点开始往下遍历直至搜索到合适位置, 替换叶子节点实现元素的插入.
在这个过程中可能会破坏高度不变量 invh, 为了避免这种情况, 采用的策略是将插入的新节点设置为红色并与它

的父节点连接来避免破坏 invh, 从而使得在自平衡时只需考虑颜色不变量 invc. 由此基于本文第 2.3节的二叉搜索

树类结构插入操作的泛化函数, 可构造 LLRB的插入操作的泛化函数 ins'.

fun ins' :: “ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
//新节点插入空树中

　“ins' x Leaf = R Leaf x Leaf” |
//新节点插入黑色的非空子树中

　“ins' x (B l a r) = (case cmp x a of LT ⇒ pre_invl (ins' x l) l a r |
　　　　　　　　　　　　　　　GT ⇒ pre_invr l a r (ins' x r) |
　　　　　　　　　　　　　　　EQ ⇒ B l a r)” |
//新节点插入红色的非空子树中

　“ins' x (R l a r) = (case cmp x a of LT ⇒ R (ins' x l) a r |
　　　　　　　　　　　　　　　GT ⇒ R l a (ins' x r) |
　　　　　　　　　　　　　　　EQ ⇒ R l a r)”

当新节点插入红色非空子树中, 我们没有进行平衡操作且维持了子树节点的红色属性, 因为平衡会改变该子

树的黑色高度, 从而导致整个树的 invh 性质被破坏. 而当新节点插入黑色非空子树中, 需调用接口 pre_invl 和
pre_invr 对其进行平衡, 因为此时通过平衡操作能够在不破坏 invh 性质的前提下维持新树的 invc 性质. 具体而言,
插入操作的平衡需要考虑以下两种情况.

1) 当插入红色节点的左侧, 出现两个连续的红色节点, 此时性质 4 被破坏, 可使用 baliL'进行翻转调整, 如
图 6(c); 当插入到红色节点的右侧时, 同理使用 baliR'进行翻转调整, 如图 6(b).

2) 当插入到黑色节点的右侧或者插入完成后进行自平衡调整时, 可能会出现孤立的红色右子节点, 此时性质

5被破坏, 可使用 rightredB 进行翻转调整, 如图 6(a).
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图 6　LLRB插入操作的自平衡情况

 

如图 6所示, 给出了插入操作的自平衡调整过程, 其中 insert' x 表示插入新节点后的状态, ti 为任意子节点.
基于上述 LLRB的插入操作的泛化函数 ins'和图 6所示的 3种自平衡情况, 接口 pre_invl 和 pre_invr 分别被

实例化为自平衡调整函数 baliL'和 baliR', 同时给出了内部平衡调整函数 rightredB 的定义.

locale llrb_insert
　　//解决红色右倾

　　fun rightredB :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb ” where
　　　“rightredB t1 a (R t2 b t3) = (B (R t1 a t2) b t3)” |
　　　“rightredB Leaf a (R t1 b t2) = B (R Leaf a t1) b t2” |
　　　“rightredB t1 a t2 = B t1 a t2”
　　fun baliL':: “'a llrb ⇒ 'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　　　“baliL' (R t1 a (R t2 b t3)) _ c t4 = R (B t1 a t2) b (rightredB t3 c t4)” |
　　　“baliL' (R (R t1 a t2) b t3) _ c t4 = R (B t1 a t2) b (rightredB t3 c t4)” |
　　　“baliL' t1 _ a t2 = rightredB t1 a t2”
　　fun baliR' :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
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　　　“baliR' t1 a _ (R t2 b (R t3 c t4)) = R (rightredB t1 a t2) b (B t3 c t4)” |
　　　“baliR' t1 a _ (R (R t2 b t3) c t4) = R (B t1 a t2) b (rightredB t3 c t4)” |
　　　“baliR' t1 a _ t2 = rightredB t1 a t2”
//区域 llrb_op 中的接口 pre_invl 和 pre_invr 分别实例化为 baliL'和 baliR'
interpretation llrb_op baliL' baliR'

函数 baliR'和 baliL'可处理两个连续红色的情况, 并通过调用函数 rightredB 保证新树在满足基本红黑树性质的

基础上同时解决红色单独右倾的情况. 同时, baliL'和 baliR'是单边自平衡的, 因为在插入元素之前, 树本身是满足

LLRB的性质的. 比如当使用 baliL'对左子树进行调整时, 右子树要么本身就满足 LLRB性质, 要么是调整操作后得

到的满足 LLRB性质的新子树. 连续红色只能发生在单边左子树上, 如图 6(c)所示, 因此对右子树无需进行多余的操

作, 即 baliL'只单边自平衡. baliR'也是同理. 因此, 通过 baliL'和 baliR'的单边自平衡调整, 可确保树的平衡性和性能.
我们基于 locale 给出了 LLRB的插入实现, 在后续的正确性验证中, 为了方便验证并未直接在 locale 中进行,

而是在区域外定义了与之等价的 ins 函数 (见验证脚本 proof_insert.thy). 后续若能验证 ins 的正确性, 即表示区域

中的 ins'是正确的, 同时这里给出函数 ins'和 ins 的等价证明, 如图 7所示.
  

 
图 7　函数 ins'和 ins 的等价证明

 

当调整至根部时, 根节点可能会出现红色的情况, 为了不破坏 LLRB 的性质 3, 函数 ins 还要进行染黑 (paint
Black)操作.

definition insert :: “'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　　“insert x t = paint Black (ins x t)”

至此, 已完成对 LLRB插入操作函数式实现.
(2) 删除

LLRB的删除操作整体上与标准二叉搜索树的删除方式大致相同: 需考虑空树和非空树的情况, 对于空树, 直
接返回空即可; 对于非空树, 在寻找删除位置的过程中, 会进行自顶向下的二分查找, 找到指定节点后, 执行删除操

作, 再逐层向上对不满足性质的节点或者子树结构进行调整. 整体的删除过程如图 8所示.
  

平衡
调整
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删除
路径
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图 8　LLRB的自底向上的自平衡调整过程
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LLRB 的自平衡调整过程为: 当搜索到删除节点之后, 则从其右子树中把最小的元素替换到待删除节点的位

置, 再逐层向上对不满足性质的节点或者子树结构进行自平衡调整. 遍历待删除节点是从根节点开始, 自顶向下地

进行查找的, 找到待删除节点执行 pre_invsplit 函数, 然后自底向上执行 pre_invl 和 pre_invr 调整函数. 由于在对

LLRB进行删除操作时, 只有从根到待删除节点路径上节点的 bheight 才会变化, 而其他节点的 bheight 是不变的,
这决定了自底向上自平衡调整更为有效.

基于 cmp 函数, 并结合递归自底向上调整, 删除操作可分为 3种不同的情况. 基于本文第 2.3节的二叉搜索树

类结构的删除操作的泛化函数, 可构造 LLRB的删除操作的泛化函数 del'.

fun del' :: “'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　“del' x Leaf = Leaf ” |
　“del' x (Node l (a, _) r) = (case cmp x a of LT ⇒ pre_invl (del' x l) l a r |
　　　　　　　　　　　　　　　　　　GT ⇒ pre_invr l a r (del' x r) |
　　　　　　　　　　　　　　　　　　EQ ⇒ pre_invsplit l a r)”

接着对区域 llrb_op 进行解释, del'中的接口 pre_invl、pre_invr 和 pre_invsplit 分别被实例化为 pre_invl_llrb、
pre_invr_llrb 和 pre_invsplit_llrb.

locale llrb_delete
　　definition pre_invl_llrb:: “'a llrb ⇒ 'a llrb ⇒'a ⇒ 'a llrb⇒ 'a llrb” where
　　　“pre_invl_llrb l' l a r = (if l ≠ Leaf ∧ color l = Black then baldL l' a r
　　　　　　　　　　　　　else rightredR l' a r) ”
　　definition pre_invr_llrb:: “'a llrb ⇒ 'a ⇒'a llrb ⇒ 'a llrb⇒ 'a llrb” where
　　　“pre_invr_llrb l a r r' = (if r ≠ Leaf ∧ color r = Black then baldR l a r'
　　　　　　　　　　　　　else R l a r' )”
　　definition pre_invsplit_llrb:: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb⇒ 'a llrb” where
　　　“pre_invsplit_llrb l a r = (if r = Leaf then l else let (a' , r') = split_min r in
　　　　　　　　　　　　　　if color r = Black then baldR l a' r' else rightredR l a' r' )”
interpretation llrb_op pre_invl_llrb pre_invr_llrb pre_invsplit_llrb

① 函数 pre_invl_llrb 处理左子树“失衡”的情况, 它接受 4个参数, 参数 l'用来记录下一层中已经过 del'调整过

后返回的子树, 参数 l、a 和 r 分别对应调整前的左子树、根节点和右子树. 当 l 的根节点的颜色: 为黑, 说明执行

删除操作后得到的 l'的 bheight 比 r 的 bheight 小 1, 此时需同时考虑 invh 和 invc, 调用 baldL 进行处理; 为红, 说明

执行删除操作后得到的 l'的 bheight 与 r 的 bheight 相等, 此时只需考虑 invc 即可, 调用 rightredR 进行处理. 引理

invh_del:⟦invh t; invc t⟧⟹invh (del x t)∧(color t=Red ⟶ bheight (del x t)=bheight t)∧(color t=Black⟶bheight (del x
t)=bheight t–1)已证明上述结论, 详见验证脚本 proof_delete.thy; ② 同理, pre_invr_llrb 处理右子树“失衡”的情况;
③ pre_invsplit_llrb 的思想也类似, 不过它多一步找右子树中最小元素的操作, 调用 split_min 进行处理.

下面分别介绍 split_min、baldL 和 baldR 的具体实现思路及其功能.
■ split_min
split_min 的作用是返回树的最小值及其分离最小值后的自平衡树. 下面是其函数式定义.

fun split_min :: “'a llrb ⇒ 'a * 'a llrb” where
　“split_min (Node l (a, _) r) = (if l = Leaf then (a, r) else let (x, l') = split_min l in
　　　　　　　　　　　　　(x, if color l = Black then (baldL l' a r) else (rightredR l' a r)))”

其具体思路为: 因为 LLRB本身也是二叉搜索树, 所以其最小值节点是在左子树上. 当 split_min 找到该节点
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时, 返回最小值 x, 并将其替代待删除节点上的值, 然后删除最小值节点. 根据最小值节点的颜色, 执行以下操作并

返回调整后得到的树: ① 若为黑色, 说明删除的节点是黑色, 那么删除节点得到的左子树 l', 其 bheight 比右子树 r
的 bheight 小 1. 对于当前以 a 为根节点的树来说, 其左、右子树不满足 invh, 需要调用 baldL 进行调整 (baldL 需同

时考虑 invh 和 invc); ② 若为红色, 说明删除了左边的红色节点, 则可能不满足 invc, 调用函数 rightredR 进行调整.
■ baldL 和 baldR
针对 LLRB删除操作不同的自平衡情况, baldR 和 baldL 给出了不同的匹配方案进行自平衡操作, 如图 9所示.
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图 9　LLRB删除操作的自平衡情况

 

下面给出了这两个函数的具体定义.

//左平衡函数 baldL 的定义

fun baldL :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　“baldL (R t1 a t2) b t3 = rightredR (B t1 a t2) b t3” |
　“baldL t1 a (B t2 b t3) = baliR t1 a (R t2 b t3)” |
　“baldL t1 a (R (B t2 b t3) c t4) = rightredR (rightredB t1 a t2) b (baliR t3 c (paint Red t4))” |
　“baldL t1 a t2 = rightredR t1 a t2”
//右平衡函数 baldR 的定义

fun baldR :: “'a llrb ⇒ 'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　“baldR t1 a (R t2 b t3) = R t1 a (B t2 b t3)” |
　“baldR (B t1 a t2) b t3 = baliL (R t1 a t2) b t3” |
　“baldR (R t1 a (B t2 b t3)) c t4 = R (baliL (paint Red t1) a t2) b (B t3 c t4)” |
　“baldR t1 a t2 = rightredR t1 a t2”

baldR 的具体思路如下, 4种情况与代码行顺序对应.
1) 若匹配的右子树的根节点为红, 则直接把其染黑即可.
2) 若匹配的右子树的根节点为黑, 且左子树的根节点为黑, 则把左子树的根节点染红, 此时可能会出现连续红

节点的情况, 需要调用 baliL 来调整.
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3) 若匹配的右子树的根节点为黑, 且左子树的根节点为红, 则把左子树的左孩子染红, 然后进行翻转调整, 如
图 9(a), 翻转后的左子树可能会出现连续红节点的情况, 需要调用 baliL 来调整.

4) 其他情况, 可能会出现左黑右红, 使用 rightredR 进行调整.
上述 4 种情况暂未考虑当前根节点的颜色. 若当前的根节点颜色为黑, 函数 baldR 调整后得到的树的整体

bheight 减 1 (具体可表现为将根节点染红等操作), 相较于执行删除操作前的树的 bheight 要小. 若为红色, 则调整

后得到的树的 bheight 不变.
平衡函数 baldL 则处理左子树 bheight 减小的情况, 同理, 可将左子树染黑或右子树染红来维持 invh, 但将左

子树染黑可能会出现左黑右红的情况, 故此时要调用 rightredR 来处理, 如图 9(b).
同插入一样, 我们在区域外定义了与 del'等价的 del 函数 (见验证脚本 proof_delete.thy), 并给出了它们的等价

证明, 如图 10所示.
  

 
图 10　函数 del'和 del 的等价证明

 

当调整至最顶部时, 根节点可能会出现红色的情况, 为了不破坏 LLRB 的性质 3, 函数 del 还要进行染黑

(paint Black)操作.

definition delete :: “'a ⇒ 'a llrb ⇒ 'a llrb” where
　　　“delete x t = paint Black (del x t)”

至此已完成对 LLRB删除操作函数式实现. 

5   LLRB 算法的正确性验证

LLRB 的插入和删除函数的验证分为终止性证明和功能正确性验证. 对于函数的终止性证明, 第 4 节给出的

函数式实现均是通过 fun 和 definition 来定义的, 终止性在 Isabelle中已被自动检查并验证; 对于函数的功能正确

性验证, 通过定义二叉搜索树类结构的不变量, 即基本不变量 bst 及其结构不变量 (invc 和 invh), 它们在程序执行

前后不会发生改变, 从而证明函数 insert 和 delete 的功能正确性. 本节阐述了如何使用验证框架构建引理, 以及引

理与不变量之间的关系. 

5.1   基本不变量 bst 的正确性验证

基本不变量 bst 表示二叉搜索树节点中序遍历的结果按照线性升序的方式排序. 基于第 3.3节的规约 T1, 可构

造 insert 操作维持 bst 的定理 1.
定理 1. theorem bst_insert: “sorted(inorder t) ⟹ inorder(insert x t) = ins_list x (inorder t)”.
定理 1表示 LLRB的 insert 执行前后中序遍历的列表是保持线性升序的. 图 11给出了证明定理 1相关的辅

助引理以及它们之间的依赖关系.
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图 11　insert 操作维持 bst 的验证引理依赖关系
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由图 11可知, 定理 1的证明主要由引理 1 bst_ins来完成, 其定义如下.
引理 1. lemma bst_ins: “sorted(inorder t) ⟹ inorder(ins x t) = ins_list x (inorder t)”.
引理 1表示 ins 函数执行前后中序遍历的列表是保持线性升序的. 由于 ins 函数的实现调用了平衡函数 baliL

和 baliR, 根据辅助引理集 l7, balance_fun 可实例化为这两个函数, 从而构造辅助引理 bst_baliR 和 bst_baliL. 它们

的构造是类似的, 以引理 2 bst_baliR 为例.
引理 2. lemma bst_baliR: “inorder(baliR l a r) = inorder l @ a # inorder r”.
引理 2表示执行前后树的中序遍历结果是一致的, 从而维持 bst 性质. 对于引理 2的证明, baliR 函数在解决两

个连续红色节点的同时, 其内部结构依赖于 rightredB 函数, 需证明辅助引理 3 bst_rightredB.
引理 3. lemma bst_rightredB: “inorder(rightredB l a r) = inorder l @ a # inorder r”.
引理 3表示 rightredB 函数在处理红色单独右倾的情况时, 维持 bst 性质.
上述引理在 Isabelle中被机械证明之后, 定理 1可被验证, 定理 1在 Isabelle中的证明脚本如图 12所示.

  

 
图 12　insert 操作维持 bst 的证明

 

同理, 我们可在 Isabelle中证明 delete 操作维持 bst 性质的正确性, 略. 

5.2   结构不变量 inv 的正确性验证

(1) 高度不变量 invh 的正确性验证

LLRB 的高度不变量 invh 表示从根到叶子节点的所有路径都具有相同数量的黑色节点. 基于 3.4 节的规约

T4, 其中 invar t 实例化为 llrb t, inv 实例化为 invh, 可构造 insert 操作维持 invh 的定理 2.
定理 2. theorem invh_insert: “llrb t ⟹ invh(insert x t)”.
定理 2表示 LLRB执行 insert 函数后仍满足高度不变量 invh. 图 13给出了证明定理 2相关的辅助引理以及

它们之间的依赖关系.
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图 13　insert 操作维持 invh 的验证引理依赖关系

 

由图 13可知, 定理 2的证明主要由引理 4 invh_ins来完成, 其定义如下.
引理 4. lemma invh_ins: “invh t ⟹ invh(ins x t) ∧ bheight(ins x t) = bheight t”.
引理 4表示 ins 函数执行前后不会破坏高度不变量 invh. 同时进行 ins 操作后, LLRB的黑色高度不变.
对于引理 4 的证明 ,  由于 ins 函数的实现通过调用 baliL 和 baliR 函数 .  基于 3.4 节的辅助引理集 l10 ,

balance_fun 被分别实例化为这两个函数, inv t 被实例化为 invh t, 并根据第 4.1节中 invh t 的定义可构造辅助引理

invh_baliL 和 invh_baliR, 另外, 由于结论的增强, 需证明 ins 函数不会改变黑色高度, 由此构造辅助引理 bheight_
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baliL、bheight_baliR 和 bheight_rightredB. 以引理 5 invh_baliL 和引理 6 bheight_baliL 为例:
引理 5. lemma invh_baliL: “⟦invh l; invh r; bheight l = bheight r⟧ ⟹ invh(baliL l a r)”.
引理 6. lemma bheight_baliL: “bheight l = bheight r ⟹ bheight (baliL l a r) = Suc(bheight l)”.
引理 5表示 baliL 函数执行前后不会破坏高度不变量 invh. 引理 6表示对于任意 LLRB, 若其左右子树的黑色

高度相等, 那么经过函数 baliL 处理之后, 该树的黑色高度比子树多 1.
上述引理在 Isabelle中被机械证明之后, 定理 2可被验证, 定理 2在 Isabelle中的证明脚本如图 14所示.

 
 

 
图 14　insert 操作维持 invh 的证明

 

基于第 3.4节的规约 T5, 可构造 delete 操作维持 invh 性质的定理 3.
定理 3. theorem invh_delete: “llrb t ⟹ invh(delete x t)”.
定理 3表示 LLRB执行 delete 函数后仍满足高度不变量 invh, 定理 3与定理 2的验证过程类似, 略.
(2) 颜色不变量 invc 的正确性验证

LLRB的颜色不变量 invc 表示在所有内部节点所形成的路径中, 不能存在两个连续的红色节点, 且对于任意

的内部节点, 黑色节点的子节点不能同时为右红左黑. 基于第 3.4节的规约 T4 和 T5, 可构造 insert 和 delete 操作维

持 invc 的定理 4和 5.
定理 4. theorem invc_insert: “llrb t ⟹ invc(insert x t)”.
定理 4 表示 LLRB 执行 insert 函数后仍满足 invc. 由于 LLRB 的颜色结构是左倾的非对称结构, 平衡后的

LLRB不能有两个连续的红色节点以及不存在红色节点右倾的情况. 为了证明定理 4的正确性, 我们将 LLRB的

颜色不变量 invc 进行弱化, 即允许存在两个连续的红色节点或红色节点右倾的情况, 从而定义了一系列弱化的颜

色不变量 invc2、invc3、invc_red, 用来表示被破坏的状态.

//invc2表示两个连续红色节点

abbreviation invc2 :: “'a llrb ⇒ bool” where
　“invc2 t ≡ invc(paint Black t)”
//LLRB是 RB的特殊版本, invc3表示 RB的颜色不变量

fun invc3 :: “'a llrb ⇒ bool” where
　“invc3 Leaf = True” |

∧ ∧ ∧　“invc3 (Node l (a, c) r) = ((c = Red ⟶ color l = Black     color r = Black)     invc l     invc r)”
//invc_red 表示红色节点右倾

fun invc_red :: “'a llrb ⇒ bool” where
　“invc_red Leaf = True” |

∧ ∧　“invc_red (Node l (a, c) r) = (invc4 (Node l (a, c) r)     invc l     invc r)”

根据辅助引理集 l11, inv t 实例化为 invc t, inv_weak t 实例化为上述一系列的弱化颜色不变量, 包括 invc2、
invc3和 invc_red, 从而得到引理 7–引理 9.

引理 7. lemma invc2I: “invc t ⟹ invc2 t”.
引理 8. lemma invc3I: “invc t ⟹ invc3 t”.
引理 9. lemma invc_redI: “invc t ⟹ invc_red t”.
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引理 7−9表示若 t 满足颜色不变量 invc, 则必然也满足弱化的颜色不变量 invc_weak. 基于上述引理, 图 15给
出了证明定理 4相应的辅助引理以及它们之间的依赖关系.
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图 15　insert 操作维持 invc 的验证引理依赖关系

 

由图 15可知, 定理 4的证明主要是由引理 10 invc2_ins 来完成, 其定义如下.
∧ ∧引理 10. lemma invc2_ins: “invc t     invh t     color t = Black ⟹ invc2 (ins x t)”.

引理 10表示 LLRB进行 ins 操作后, 满足弱化的颜色不变量 invc2, 这是因为 ins 函数最后返回的根节点可能

是红色的, 从而出现两个连续的红色节点. 对于引理 10的证明, 可对根节点的颜色情况进行划分, 还需证明引理 11
invc_ins.

∧引理 11. lemma invc_ins: “invc t ⟶ invc_red (ins x t)     (color t = Black ⟶ invc (ins x t))”.
引理 11表示 LLRB进行 ins 操作的两种情况: 若树的根节点为黑色, 则进行 ins 操作后仍能满足 invc; 若树的

根节点为红色, 则进行 ins 操作后只能满足弱化的颜色不变量 invc_red, 这是因为 ins 函数对于根节点为红色的情

况暂不进行平衡操作, 比如插入一个新节点的树只有一个红色的根节点, 此时完成 ins 操作后会出现红色节点右

倾的情况.
∧ ∧

∧
对于引理 11的证明, 根据辅助引理集 l12, inv_weak t 被分别实例化为条件 invc l   invc_red r、invc r   invc_red l

和 invc l   invc r, 代表颜色不变量 invc 被破坏或者被弱化的 3种情况, balance_fun 分别被实例化为 ins 函数内部

调用的 baliL、baliR 和 rightredB 函数. 为判断被弱化的颜色不变量能否被 balance_fun 修复, 构造辅助引理

invc_baliR2、invc_baliL2和 invc_rightredB, 以引理 12 invc_baliR2为例:
引理 12. lemma invc_baliR2: “⟦invc l; invc_red r⟧ ⟹ invc (baliR l a r)”.
引理 12表示右子树弱化的颜色不变量 invc_red, 能被平衡函数 baliR 修复.
另外, 由于 LLRB结构的特殊性, 我们还构造了一些在 invc 证明过程中需要的其他引理 (见图 15). 它们是基

于子目标的提示来构造的. 上述引理在 Isabelle中被机械证明之后, 定理 4可被验证, 定理 4在 Isabelle中的证明

脚本如图 16所示.
 
 

 
图 16　insert 操作维持 invc 的证明

 

定理 5. theorem invc_delete: “llrb t ⟹ invc (delete x t)”.
定理 5表示 LLRB执行 delete 函数后仍满足 invc. 图 17给出了证明定理 5相关的辅助引理以及它们之间的

依赖关系.
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图 17　delete 操作维持 invc 的验证引理依赖关系
 

由图 17可知, 定理 5的证明主要是由引理 invc_del 来完成, 基于 del 函数和颜色属性的关系, 定义如下.
引理 13. lemma invc_del: “⟦invh t; invc t⟧ ⟹ (color t = Red ⟶ invc (del x t)) ∧ (color t = Black ⟶ invc2 (del x t))”.
引理 13 表示 del 函数不会破坏颜色不变量 invc, 在结论中我们给出了两种情况: 若树的根节点为红色, 则进

行 del 操作后其颜色不变量不被破坏; 若树的根节点为黑色, 则进行 del 操作后只能满足弱化的颜色不变量 invc2,
这是因为在自平衡过程中会把树的根节点暂时染成红色.

对于引理 13的证明, del 函数调用 baldL、baldR 和 split_min 函数, 基于 invc 和 invc2与它们之间的关系, 可
构造引理 invc_baldR、invc_baldL 和 invc_split_min, 引理 invc_baldR 和 invc_baldL 的构造是类似的, 下面我们给

出了引理 14 invc_baldR 和引理 15 invc_split_min 的具体定义.
引理 14. lemma invc_baldR: “⟦invh l; invh r; bheight l = bheight r + 1; invc l; invc2 r⟧ ⟹ invc2 (baldR l a r) ∧

(color l = Black ⟶ invc (baldR l a r))”.
引理 15. lemma invc_split_min: “⟦split_min t = (x, t'); t ≠ Leaf; invh t; invc t⟧ ⟹ (color t = Red ⟶ invc t') ∧ (color

t = Black ⟶ invc2 t')”.
引理 14和 15的结论都划分了两种情况, 与引理 13类似, 使用弱化的颜色不变量表示一些特殊的情形, 它们

在 Isabelle 中归纳证明时会被考虑, 而实际在的定义中是不允许的. 比如我们定义的 LLRB 树的根节点总是黑色

的, 但在 Isabelle定理证明器中根为红色的情况也需要被归纳证明, 这是需要分情况的原因.
除了上述引理 13−15 等关键引理外, 在定理 5 的证明过程中也构造了一些其他平凡引理 (如 invc_del_f1–

invc_del_f6), 限于篇幅这里不予讨论. 上述引理及其他相关辅助引理在 Isabelle中被机械证明之后, 定理 5可被验

证, 定理 5在 Isabelle中的证明脚本如图 18所示.
  

 
图 18　delete 操作维持 invc 的证明
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至此, 已完成对 LLRB插入和删除操作维护结构不变量 invc t、invh t 的模块化证明, 且在建模过程中的染黑

操作保证了 color t = Black, 根据 LLRB所需满足结构不变量性质: “llrb t = (invc t ∧ invh t ∧ color t = Black)”, 可
以证明 insert 和 delete 操作能维持 LLRB的所有结构不变量, 如图 19所示.
 
 

 
图 19　insert 和 delete 操作维持 LLRB结构不变量的整体证明

  

6   实验比较

文献 [6] 利用 Dafny 平台验证了 LLRB 插入和删除操作, 证明了相应函数的终止性和正确性. 本节将从验证

过程、验证脚本的模块化和代码的可执行性 3个方面与文献 [6]进行比较.
(1) 验证过程

对于验证过程, 本文针对二叉搜索树类算法插入和删除算法的功能正确性, 提出了基于不变量的 Isabelle验证

框架, 并给出了相应的引理集, 从而克服引理选用的盲目性. 以验证 LLRB为例, 表 1中给出了本文构造的引理数

与文献 [6]的规约和断言数的对比, 数量大幅度减少, 验证过程示例如表 1所示.
 
 

表 1  验证过程的对比
 

对比项 文献[6] 本文

中间断言数 (assert) 62 0
定理数 (requires+ensures) 158 84

过程示例

theorem T2: sorted (inorder t) inorder (delete x t)=dellist x (inorder t)

by (auto simp: list_simps   delete_def bst_balance_functions   bst_split others )

基本引理集 l1-l4 和 l6 平衡函数引理集 l7 和分离函数引理 l9 其他引理集

321

Proof:

验证框架和辅助引理集

 

(2) 验证脚本的模块化

在验证脚本的模块化方面, Dafny 的定理 (requires+ensures) 主要通过断言 (assert) 来描述, 难以继承 (如表 1
左边所示). 而 Isabelle定理 (theorem+lemma)支持模块化的设计, 可通过定义新的类型、常量和规则对父理论进

行扩充, 有效地避免了重复的理论定义. 在与本文工作相关的 LLRB_SET.thy、proof_insert.thy和 proof_delete.thy
这 3个文件中, 也可以体现相互的复用关系. 如图 20所示, proof_delete.thy导入了 proof_insert.thy, proof_insert.thy
导入了 LLRB_SET.thy, 而 LLRB_SET.thy又导入了 Isabelle类库的 5个已有的.thy文件.

(3) 函数式程序设计的可执行性

文献 [6]中 Dafny设计的函数式程序只能为算法进行证明推理, 不可执行. 而 Isabelle中设计的函数可自动转

换为函数式编程语言 Haskell、OCaml等, 可达到工业级应用. 如图 21所示, 在 Isabelle中定义的函数 ins 转换为

Haskell可执行程序.
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图 20　LLRB算法在 Isabelle中的验证脚本模块化

 
 

 
图 21　自动转换为 Haskell可执行程序

  

7   总结与展望

高效的数据结构在实际应用中起着重要的作用, LLRB是由 Sedgewick[5]提出的一种二叉搜索树变体, 其结构

比传统的红黑树多了“左倾”的约束条件, 在验证时无法使用常规的证明策略, 需要更多的人工干预和努力, 其正确

性验证是一个公认的难题.
定理证明方法将程序和系统的正确性表达为数学命题, 然后使用逻辑推导的方式证明正确性, 可覆盖所有边

缘情况. 由于 Isabelle定理证明器具有优良的逻辑框架和可扩展性, 本文基于 Isabelle主要完成以下工作: (1)探究

二叉搜索树类算法之间共性, 用区域刻画了二叉搜索树类结构插入和删除高阶泛化函数, 实现了程序的复用; (2)
挖掘验证规约与辅助引理之间的关系, 对 Nipkow提出的二叉搜索树类算法 Isabelle验证框架附加性质部分进行

细化, 从而给出具体化的验证方案; (3)实例化区域后, 生成 LLRB的函数式算法, 基于二叉搜索树算法的验证框架

将 LLRB的不变量划分为基本不变量 bst、高度不变量 invh 和颜色不变量 invc, 并给出了函数式 LLRB插入和删

除算法的正确性证明.
由于二叉搜索树变体的复杂性以及附加性质的差异性, 未来可将本文提出的建模和验证框架应用到更多二叉

搜索树类变体结构中, 从而进一步检验和完善本文所提的建模和验证框架, 也可将本文所提的建模和验证框架思

路推广到其他树结构算法的函数式建模及验证.
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