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摘　要: 超图是普通图的泛化表示, 在许多应用领域都很常见, 包括互联网、生物信息学和社交网络等. 独立集问

题是图分析领域的一个基础性研究问题, 传统的独立集算法大多都是针对普通图数据, 如何在超图数据上实现高

效的最大独立集挖掘是一个亟待解决的问题. 针对这一问题, 提出一种超图独立集的定义. 首先分析超图独立集搜

索的两个特性, 然后提出一种基于贪心策略的基础算法. 接着提出一种超图近似最大独立集搜索的剪枝框架即精

确剪枝与近似剪枝相结合, 以精确剪枝策略缩小图的规模, 以近似剪枝策略加快搜索速度. 此外, 还提出 4种高效

的剪枝策略, 并对每种剪枝策略进行理论证明. 最后, 通过在 10个真实超图数据集上进行实验, 结果表明剪枝算法

可以高效地搜索到更接近于真实结果的超图最大独立集.
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Abstract:  Hypergraphs  are  generalized  representations  of  ordinary  graphs,  which  are  common  in  many  application  areas,  including  the
Internet,  bioinformatics,  and  social  networks.  The  independent  set  problem  is  a  fundamental  research  problem  in  the  field  of  graph
analysis.  Most  of  the  traditional  independent  set  algorithms  are  targeted  for  ordinary  graph  data,  and  how  to  achieve  efficient  maximum
independent  set  mining  on  hypergraph  data  is  an  urgent  problem  to  be  solved.  To  address  this  problem,  this  study  proposes  a  definition  of
hypergraph  independent  sets.  Firstly,  two  properties  of  hypergraph  independent  set  search  are  analyzed,  and  then  a  basic  algorithm  based
on  the  greedy  strategy  is  proposed.  Then  a  pruning  framework  for  hypergraph  approximate  maximum  independent  set  search  is  proposed,
i.e.,  a  combination  of  exact  pruning  and  approximate  pruning,  which  reduces  the  size  of  the  graph  by  the  exact  pruning  strategy  and
speeds  up  the  search  by  the  approximate  pruning  strategy.  In  addition,  four  efficient  pruning  strategies  are  proposed  in  this  study,  and  a
theoretical  proof  of  each  pruning  strategy  is  presented.  Finally,  experiments  are  conducted  on  10  real  hypergraph  data  sets,  and  the  results
show that the pruning algorithm can efficiently search for hypergraph maximum independent sets that are closer to the real results.
Key words:  hypergraph; maximum independent set; heuristic algorithm
 

现实世界中的实体关系大多不能用简单地二元关系来表示, 而超图能更好地表示实体间的多元关系. 超图作

为一种比普通图承载更多信息, 也有更强大的表现能力的图表示形式, 有着重要的研究价值. 超图和普通图有明显
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的区别. 其不同在于每条边不再仅关联两个点, 而可能关联更多的点. 因此原有的普通图上的一些基础定义和独立

集定义等需要在超图上重新诠释. 在现有的相关研究中, 更多的图挖掘算法是针对普通图上的, 由于超图与普通图

的结构差异, 很多普通图算法无法直接应用于超图.
而最大独立集问题是图算法中最重要的问题之一, 与一些基本的图问题 [1−4]密切相关, 如最大诱导子图、最小

顶点覆盖、图着色和最大公共边子图等. 例如, 它已被用于计算社交网络覆盖率和到达率 [5], 研究无线网络中的最

大加权独立集问题, 方便以分层方式组织网络的节点 [6]等. 由于计算精确的最大独立集的复杂度非常高, 现有的算

法多采用启发式技术来近似计算最大独立集, 在实践中性能良好.
因此本文希望能结合超图的特性和普通图上最大独立集算法的搜索思想, 提出一种新的高效的启发式超图最

大独立集算法.
本文的主要贡献在于提出一种新的超图上的独立集和最大独立集的定义, 并基于对超图性质和独立集定义的

分析, 提出两种启发式的近似超图最大独立集算法.
本文第 1节介绍超图和独立集的相关方法和研究现状. 第 2节介绍本文所需的基础知识, 包括超图独立集和

超点度的定义. 第 3节介绍超图邻接关系的存储格式. 第 4节介绍超图独立集的性质分析. 第 5节介绍一种超图最

大独立集的基础算法. 第 6节介绍一种超图最大独立集的改进算法. 第 7节分析算法的复杂度. 第 8节通过实验验

证所提算法的有效性. 最后总结全文. 

1   相关工作

对于超图的特征, 许多学者进行了深入的研究. Lee等人 [7]定义了 26个超图基序 (h-motif), 以描述 3个连通超

边 (而不是节点)的连通性模式. 每个连接模式都是由一个独特的 h-motif描述的, 独立于超边的大小. 文献统计了

来自 5个不同域的 11个真实世界超图中每个 h-motif的实例数. 然后, 通过比较 h-motif在每个超图中的实例数与

适当随机的超图中的实例数来衡量每个 h-motif在每个超图中的显著性. 最后, 计算每个超图的特征轮廓 (定义为

每个 h-motif的归一化显著性向量). 通过比较不同超图的计数和特征轮廓, 可以得出真实世界超图的结构设计原

则可由不同 h-motif 的频率捕获, 与随机超图的结构设计原则明显不同. 来自相同域的超图具有相似的特征轮廓,
而来自不同域的超图具有不同的特征轮廓.

文献 [8−10]不是直接处理超图的复杂性, 而是将超图简化为普通图的集合, 这些普通图包含超图的部分或全

部信息, 然后使用定义良好的图度量来识别这些图的性质. 最基本的方法是将一个超图转换为具有相同节点集和

相同边集的图, 将每个超边替换为一个团, 称为 2-投影图. 在 2-投影图上, 科研人员研究了单纯闭包, 将三元闭包

推广到超图 [11,12], 定义了子超图中心性, 并将聚类系数的概念推广到超图 [13,14]. 这个简单的抽象被扩展到 n 投影图

和 n 级分解图, 它们旨在以不同的方式捕获 n 个节点子集之间的交互. DoMT[15]提出, 由实超图得到的 n 级分解图

保留了 5种结构模式: 巨连通分量、重尾度分布、小直径、高聚类系数和偏奇值分布. 除此以外, 人们还研究了超

边缘的子集相关性、近因偏差和重复模式的动态模式 [16]和更多关于扩散和同步的模式 [17]. Kook等人 [9]研究了超

图的 7个结构和动力学性质. 并定义了新的度量标准, 将普通图属性的扩展到了超图.
最大独立集问题是图论中经典的组合优化问题, 在生物信息学, 网络通信, 传输调度以及社交网络分析等领域

有着非常广泛的实际应用. Carraghan等人 [18], Bable等人 [19], Östergård等人 [20], Li等人 [21]提出了几种精确算法, 其
核心都是基于分支界定策略. 这种方法通过探索所有可能的情况来获得精确解. 每个顶点 u 可以包含在独立集中,
也可以不包含在独立集中. 则对于边 (u, v)有 3种情况, 选择 u, v 或者都不选 [22]. 枚举所有的可能, 最终获得精确

解. 此外还可利用动态规划、染色、覆盖等方法加速剪枝的过程, 可以提高算法的速度 [23]. 尽管如此, 在图上精确

求解最大独立集始终是个 NP-Hard问题 [24], 并且图的规模越大, 最大独立集算法的时间复杂度越高, 这使得精确

求解是不实际的.
因此许多学者开发了启发式的近似算法, 这些算法虽不能保证得到精确的最大独立集, 但其搜索速度快, 在解

决规模较大的图上的最大独立集搜索问题时具有极高的性价比. 目前应用比较广泛的启发式算法有贪婪算法 [25],
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局部搜索 [26]和禁忌搜索 [27−29]等. 贪婪算法按一定的顺序逐次扩充解的集合, 直至顺序搜索结束, 最终获得一个可

行解. Liu等人 [30]提出了逐步地添加最小度数的顶点到最大独立集中的解决方案. Lamm等人 [31]提出了优先选择

更可能加入最大独立集的点的进化算法. 局部搜索对可行解的局部邻域进行搜索, 来提高已知解的质量. Andrade
等人 [32]提出的局部搜索算法, 用已获得的独立集中的点与非独立集点交换来扩展最大独立集大小. Dahlum等人 [33]

提出了局部搜索与进化规则相结合的算法. 禁忌搜索是一种改进的局部搜索算法, 通过设立“禁忌列表”来避免循

环搜索, 可以快速跳出循环并搜索新的区域. Gao等人 [34]提出了在动态图上维护最大独立集的近似算法, Liu等人 [35]

基于 Pay-and-Recycle模型, 提出了包含指定点集的类最大独立集算法. 此外, 在前人的研究中, 还提出了许多有效

的剪枝规则, 如折叠和镜像规则, 二度路径剪枝规则等 [36,37]. 这些剪枝策略有助于在不牺牲解决方案质量的情况下

减少问题的规模.
然而, 目前国内外还没有出现如本文定义的超图最大独立集的搜索算法, 这也说明本文的研究是十分有意义的. 

2   基础知识

假如 G=(V, E)是一个超图, V(|V|=n)表示图 G 对应的点集, E(|E|=m)表示图 G 对应的边集.
定义 1. 超图独立集和最大独立集. 超图独立集 S是超图 G 中的一个超点子集, 使得超图独立集 S 中的任意两

个不同的超点都不能被超图 G 中的同一超边所包含. 如果一个超图独立集的点数是图 G 中最多的, 则称为超图

G 的一个最大超图独立集. 用 α(G)表示超图 G 最大独立集中的超点个数.
如图 1所示, 图中有 3条超边, 超边 a 包含点 0, 1, 2; 超边 b 包含点 2和 3; 超边 c 包含点 0和 3. 根据本文超

图独立集定义, 图中共有 5个独立集, 分别为{0}, {1}, {2}, {3}, {1, 3}, 其中独立集{1, 3}是点数最多的独立集, 所
以是最大独立集.
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图 1　超图独立集
 

定义 2. 超边的大小和超点的度. 一条超边 e 的大小是超边 e 中包含的超点的个数, 记为 size(e). 一个超点 u 的

邻接边集包含所有超点 u 参与形成的超边, 记为 Nu. 一个超点 u 的度是超点 u 参与形成的超边的数量, 记为

degree(u)=|Nu|. 超点的平均度表示为 D, 超边的平均大小表示为 S. 

3   超图邻接关系存储

本文采用改进的压缩存储格式 (improved compressed storage format, ICSF)[38]来保存超图的点边邻接关系和边

点邻接关系. 图 2给出了图 1对应的 ICSF存储格式, 这种邻接关系存储的格式没有用到指针和链表, 避免了复制

的指针操作和链表的维护工作, 结构比较简单, 方便维护, 并有效地避免了存储空间的浪费.
在 ICSF存储格式中, 共包含 xadj、adjncy、eptr、eind这 4个数组. 其中 xadj和 adjncy保存超点对于超边的

邻接关系, eptr 和 eind 保存超边对于超点的包含关系. xadj 数组的长度为超图中的超点总数, 其保存的是 adjncy
数组的序号. 其中 xadj[i]保存 i 号超点在 adjncy数组中对应的起始位置. adjncy数组的长度为所有超点的邻接超

边的个数之和, 其中保存的是超边序号. eptr数组的长度为超图中的超边总数, 其保存的是 eind数组的序号. 其中

eptr[j] 保存 j 号超边在 eind 数组中对应的起始位置. adjncy 数组的长度为所有超边中包含的超点的个数之和, 其
中保存的是超点序号. 
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图 2　存储结构
 

假设超点序号从 0开始, 则第 i 个超点的邻接超边的序号保存于 adjncy[xadj[i]]到 adjncy[xadj[i+1]–1], 第 i 个
超点的度为 xadj[i+1]–xad[j]; 类似的, 假设超边序号从 0开始, 则第 j 条超边中包含的超点保存于 eind[eptr[j]]到
eind[eptr[j+1]–1], 第 j 条超边的大小为 eptr[j+1]–eptr[j].

如图 2所示, 2号超点参与组成了 a 和 b 两条超边, 则在数组 adjncy中, 2号超点的邻接边序号从 xadj[2]=3开
始, 到 xadj[2+1]–1=4结束. 类似的, a 号超边 (在数组 eptr中用 0号超边来表示)包含了 0, 1和 2这 3个超点, 则在

数组 eind中, a 号超点的邻接边序号从 eptr[0]=0开始, eptr[0+1]–1=2结束. 

4   超图独立集的性质分析

首先本文基于超图的性质和超图独立集的定义, 提出以下两个性质.
性质 1. 对于同一超边上的 n 个点, 最多只能选择一个点加入独立集.
证明: 根据本文超图独立集定义, 一个独立集中任何两个超点都不能同时参与形成同一条超边, 则对于一个超

点 u∈e, 若超点 u 是一个超图独立集中的一个点, 假设有另一超点 v∈e 也是该超图独立集中的一个点, 这对于超

边 e, 它存在两个超点 u, v 都在独立集中. 显然这与定义不相符, 所以假设不成立.
性质 2. 对于同一条超边上的点, 与其选择该超边上与其他超边有邻接关系的点加入最大独立集, 不如选择该

超边上与其他超边没有有邻接关系的点. 一旦选择了该超边上与其他超边有邻接关系的点, 那么其他超边上的点

就也不能选了.
证明: 假设对于超图 G, 其最大独立集为 S. 则对于一条超边上的两点 u, v∈e, 若 degree(u)>1, degree(v)=1. 则

∃e′∈E, e′≠e, u∈e′. 若选择超点 u 加入独立集 S, 则由超边 e 和 e′中的其他超点就都不会再有机会加入独立集了.
此时 α(G)=α(G\e\e′)+1. 若选择超点 v 加入独立集 S, 则只有超边 e 中的其他点不能加入独立集. 此时超图独立集大

小 α(G)=α(G\e)+1. 显然 α(G\e)≥α(G\e\e′). 由此可知, 选择超点 v 的结果不差于选择超点 u, 则性质 2得证. 

5   超图最大独立集的基础算法

首先, 本文提出一种比较简单的基于贪心策略的超图最大独立集算法, 如算法 1所示, 该算法主要根据性质 1
的思想来求解超图最大独立集.

算法 1. 超图独立集基础算法.

G = (V,E)输入: 超图   ;
G输出: 超图   的最大独立集.

v ∈ V G1. for    of     do //初始化状态标记

State[v] = INITIAL2.  　 

v ∈ V G INITIAL3. for    of     do //遍历   超点

State[v] = INITIAL4. 　if     then
State[v] = IS5. 　　 
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u ∈ Nv ∼ IS6. 　　for     do //标记   超点

State[v] = INITIAL7.　　　 if     then
State[v] =∼ IS8.  　　　　 

IS9.　 return 所有状态为   的超点

首先遍历图 G 的所有超点 v, 为所有的超点赋予一个状态值 State[v]. 初始时, 所有的超点的状态都为

INITIAL. 然后遍历超图 G 中的所有超点, 若当前访问的超点 u 的状态为 INITIAL, 则将当前被访问超点 u 的状态

置为 IS, 同时遍历超点 u 的所有的邻接超边中包含的所有超点, 如果这些点状态为 INITIAL, 则将其置为~IS. 重复

本操作, 直到超图 G 中的所有超点的状态都不为 INITIAL, 此时输出所有状态为 IS 的超点, 即为算法搜索到的一

个近似的超图最大独立集.
算法完成后的所有的点的状态都为 IS 或~IS. 对于所有状态为 IS 的点, 每一轮循环中被置为 IS 的点都不会与

在他之前就已被置为 IS 的点有共同的超边. 因为如果存在这样的超点, 则该超点被枚举为 IS 时, 他的邻接超点已

被置为 IS, 失去了再被置为 IS 的机会. 因此算法结束后所有的 IS 状态的点一定是一个超团独立集. 对于所有状态

为~IS 的点, 每一个~IS 状态的点, 至少存在一个与他相邻的点已被置为 IS, 否则这个点就不会被置为~IS. 则此

时~IS 状态的点都不能再加入当前所有 IS 状态的点组成的超图独立集.
然而, 这种贪心的搜索策略可能在一些情况下将非最优的超点加入独立集. 如图 3 所示, 原图中共有 4 个点,

且 4个点的度都为 3. 按照算法 1枚举图中所有超点, 假如从超点 1开始枚举, 则超点 1的状态先被置为 IS, 此时

搜索超点 1的所有邻居超点, 即 2, 3, 4这 3个超点. 将 3个超点的状态都置为~IS, 此时图中所有点的状态已经都

不为 INITIAL, 则可输出本次超图最大独立集搜索结果, 即{1}.
  

1 2

3 4

图 3　基础算法的异常示例
 

可是, 如若改换算法 1第 3行的超点遍历顺序, 首先遍历超点 2. 则超点 2的状态先被置为 IS, 此时搜索超点

2 的所有邻居超点, 即 1, 4 两个超点, 则将这两个超点的状态都置为~IS. 此时超点 3 的状态仍为 INITIAL, 则第 2
次循环遍历超点 3, 搜索超点 3 的所有邻居超点, 即 1, 4 两个超点. 但超点 1, 4 的状态在上一轮循环中都已被

置~IS, 则本轮不再有 INITIAL 状态的超点, 则循环直接结束. 此时可输出本次超图最大独立集搜索结果, 即{2, 3}.
显然第 2次执行算法搜索到的独立集的大小大于第 1次搜索到的独立集的大小. 这主要是因为算法 1中超点

的遍历顺序不同导致的, 一种好的遍历次序可以让算法 1找到更接近于真实结果的超图最大独立集. 

6   超图最大独立集的改进算法

本节中, 本文改进了 2-uniform图上的剪枝方式 [37], 提出了超图近似最大独立集的搜索框架, 3种精确剪枝和

一种近似剪枝策略. 如算法 2所示, 给出了超图近似最大独立集的搜索框架.

算法 2. 超图独立集剪枝框架.

输入: 超图 G 以及若干精确和近似剪枝;
输出: 超图 G 的最大独立集.
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1. while ∃u ∈V , degree(u) ≥ 1 do
2.　 if 对超点 u 可应用精确剪枝 then
3. 　　 对超点 u 应用精确剪枝

4. 　 else
5. 　　 对超点 u 应用近似剪枝

6. return 所有剩余超点组成最大独立集

在算法 2超图独立集剪枝框架中, 首先需要输入原始超图和若干精确剪枝和近似剪枝策略. 然后不断枚举超

图 G 中的超点, 可采用精确剪枝时, 优先使用精确剪枝; 精确剪枝不能使用时, 采用近似剪枝. 近似剪枝后, 可能又

会出现可应用近似剪枝的条件. 这样近似剪枝与精确剪枝相结合, 直到最后精确剪枝和近似剪枝都不能在应用, 此
时所有剩余的超点的度都不大于 1. 则所有剩余的超点可以组成一个近似的最大超图独立集.

下面本文结合超图的特性和本文中超图最大独立集的定义, 提出以下几种剪枝策略.
● 剪枝 1. one-degree点精确剪枝. 对于原始超图 G 中的所有的度为 1的超点 u, 删除超点 u 及其所在的整条

边 e 后, 原图 G 中的最大独立集的大小减少 1. 即∀u∈V, 若 degree(u)=1, 而且 u∈e, |α(G\e)|=|α(G)−1|. 换个角度说,
即可将超点 u 加入最大独立集中, 然后删掉超点 u 所在的超边 e, 此时, 假设 G\e 中的最大独立集为 S′, 则原图 G
一定存在一个最大独立集为 S′∪{u}.

one-degree点剪枝的具体情况由图 4所示, 图中绿色超点为 one-degree超点. 若在该图上应用剪枝 1, 则可将

绿色超点直接加入最大独立集中, 同时删除绿色超点所在超边及边上所有点.
  

图 4　one-degree点剪枝
 

证明: (1)证明选择 one-degree超点 u 加入最大独立集不会改变最大独立集大小.
假设 G′=G\e, α(G\e)为图 G′上的最大独立集大小. 由于 one-degree点只存在于超边 e 中, 则∀v∈α(Ge), 超点 u

和超点 v 不能共同存在于同一超边, 则由性质 1, 一条超边最多能有一个超点加入最大独立集, 可得 α(Ge)∪{u}为
原图 G 的一个最大独立集.

(2)证明选择 one-degree超点 u 加入最大独立集不差于选择超边 e 中的其他点.
对于 v∈e, u≠v, 有两种情况, 即 degree(v)=1或 degree(v)≥1.
① 若 degree(v)=1, 则超点 v 和超点 u 一样都是 one-degree超点, 本质上将超点 v 和超点 u 中的任意一个超点

加入最大独立集都是可以的, 因此选择超点 u 加入最大独立集和选择超点 v 加入最大独立集一样好.
② 若 degree(v)>1, 超点 v 与其他超边还有邻接关系, 则由性质 2, 选择超点 u 加入最大独立集一定不比选择超

点 v 加入最大独立集差.
● 剪枝 2. high-degree近似点剪枝. 在图 G 中, 如果一个高度超点 u (degree(u)>1)的 degree(u)条邻接边都不是

只包含 u, 则可删掉超点 u. 高度超点的删除次序应为所有超点 degree 值降序.
high-degree近似点剪枝的具体过程如图 5所示, 图中绿色超点为 high-degree超点. 若在该图上应用剪枝 2, 则

可将绿色超点直接删除, 同时遍历绿色超点的所有邻接边, 所有超边的 size 大小减 1.
证明: high-degree近似点剪枝这种不精确的剪枝规则是基于高度的超点不太可能在一个最大独立集中的直觉

设计的; 例如, 如果一个高度的超点被加入独立集合中, 那么它所有的邻接点就会失去加入超图最大独立集机会.
此外, 对于一个不能应用其他精确剪枝的图, 通常在删除一个或几个高度的超点后, 可以重新应用其他精确剪枝规则.

对于两个 high-degree超点, 在使用 high-degree近似点剪枝时应优先删掉其中度数更高的超点, 因为高度超点
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被删除后, 会影响其相邻的超边, 进而影响其相关的超点. 在这一过程中, 还可能较低度超点的邻接边的关系发生

变化, 无需再使用 high-degree近似点剪枝.
  

图 5　high-degree点剪枝
 

● 剪枝 3. one-size边精确剪枝 a. 在图 G 中, 如果一个高度的超点 u(degree(u)>1)的 degree(u)条邻接边中, 一
部分只包含超点 u, 一部分不是只包含超点 u, 则删掉超点 u 的只包含超点 u 的邻接超边, 图 G 的最大独立集大小

不变.
one-size边精确剪枝 a的具体过程由图 6所示, 图中绿色超点为 high-degree超点, 该点的 degree为 3. 该点的

3条邻接超边中有两条超边不是只包含绿色超点, 有一条超边只包含绿色超点, 这条边的 size 为 1. 若在该图上应

用剪枝 3, 则可直接删除这条 size 为 1的超边.
  

图 6　one-size边剪枝 a
 

证明: one-size的超边只包含一个超点 u, 他并没有提供与超点 u 相关的邻接信息. 删掉超点 u 的只包含 u 的

部分邻接边并没有影响点 u 和图 G 中其他超点的邻接关系, 所以对原图的最大独立集大小没有影响.
● 剪枝 4. one-size边精确剪枝 b. 在图 G 中, 如果一个高度的超点 u(degree(u)>1)的 degree(u)条邻接边都是

只包含超点 u, 则删掉超点 u的任意 degree(u)–1条邻接边, 图 G 的最大独立集大小不变.
one-size边精确剪枝 b的具体过程由图 7所示, 图中绿色超点为 high-degree超点. 该点的 3条邻接超边都只

包含绿色超点一个点, 他们的 size 均为 1. 若在该图上应用剪枝 4, 则可删除其中的两条超边.
  

图 7　one-size边剪枝 b
 

证明: 删掉点 u 的只包含 u 的邻接边并没有影响点 u 和图 G 中其他点的邻接关系, 所以对原图的最大独立集

大小没有影响. 然而需要注意的一点是, 不能删除所有 size 为 1的超边. 因为, 若删掉所有 size 为 1的超边, 超点 u
也会被删除.

综合 4 种剪枝策略, 下面提出一种改进的超图独立集算法, 即算法 3. 算法第 3–6 行遍历所有度为 1 的超点,
通过遍历 1度点的邻接边, 删除邻接边上的所有超点, 将遍历到的度为 1的超点加入超图独立集 H. 之后按超点度

数从高到低访问所有超点, 对于遍历到的一个超点 v, 如算法 3 的第 9–11 行所示, 若他的所有邻接边的 size 都为

1, 则所有邻接超边都只包含超点 v 这一个超点, 则可应用 one-size边精确剪枝 b, 删除 Nv 中的所有超边, 但注意要
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剩一条边. 如算法 3的第 12, 13行所示, 若它的所有邻接超边的 size 全部大于 1, 则所有邻接超边都不只包含超点

v, 则可应用剪枝 2, 删除遍历 Nv 中的所有超边, 从这些超边的包含点中删除超点 v, 并更新这些超边的 size. 如算

法 1的第 14–16行所示, 若它的所有邻接边的 size 中有部分为 1, 则部分邻接超边只包含超点 v 这一个超点, 则可

应用剪枝 2, 删除 Nv 中的所有 size 为 1 超边, 之后更新超点 v 的度, 同时更新超点 v 在 TG 中的位置. 当所有剩余

的超点的 degree 都不大于 1 时, 遍历所有剩余的超边, 此时所有剩余的超边彼此之间没有邻接关系, 都是由若干

度为 1的超点组成的. 则此时在每条剩余超边中选取一个点加入超图独立集, 与应用剪枝 1时已加入超图独立集

的点合并, 得到最终的超图最大独立集.

算法 3. 超图独立集改进算法.

G = (V,E)输入: 超图   ;
G输出: 超图   的最大独立集.

Nu = {e ⊆ E | u ∈ e},H = ∅1.  
TG v ∈G2.    是   的按 degree 降序序列

v ∈ V3. for     do //剪枝 1
degree[v] = 14.　 if     then

Nu5.　　 从 E 中删除 

H = H∪{v}6.　　  
∃v ∈ V degree[v] > 17. while    ,     do

TG v8.　 从   中取最高度超点 

∀e ∈ Nv size(e) = 19.　 if    ,    then //剪枝 4
Nu10.　　 从 E 中删除   , 但要留一条超边

degree(v) = 1 TG11. 　　    并更新 

∀e ∈ Nv size(e) > 112.　 else if   ,    then //剪枝 2
v Nv13. 　　删掉   并更新   中边的 size

14.　 else //剪枝 3
degree(v)− =

∣∣∣Nv&size(e)=1

∣∣∣15.　　  

Nv&size(e)=1 TG16.　　 删除   更新 

e ∈ E17. for     do //遍历剩余超边

u e18. 　    为   中的一个超点

H = H∪{u}19. 　  

H20. return  

以图 8 为例, 图中超图共有 10 个超点, 8 条超边. 度为 1 的超点有 3 个, 分别为超点 2, 4, 6; 度为 2 的超点有

4个, 分别为超点 3, 5, 9, 0; 度为 3的超点有 4个, 分别为超点 3, 5, 9, 10. 若使用算法 3处理该图, 首先枚举图中的

度为 1的超点, 即 3个红色超点. 根据 one-degree点精确剪枝规则, 可将 2, 4, 6这 3个点加入超图独立集, 同时删

除这 3个超点所在的边. 这个操作会导致图中 4个绿色超点, 即 1, 3, 5, 7被删除. 上述操作完成后, 原图中还剩下

8, 9, 0 这 3 个点. 按照 degree 由高到低次序访问, 首先访问度为 3 的蓝色超点 8. 超点 8 有 3 条邻接超边, 其中 1
条 size 为 1, 2条 size 为 2, 则可应用 one-size边精确剪枝 a, 将超点 8的 size 为 1的邻接超边删除. 此时原图中依

然还剩下 8, 9, 0这 3个点, 但 3个点的 degree 都是 2. 若再次取最高度节点取到了超点 8, 此时超点 8有两条邻接

超边, size 均为 2, 则可应用 high-degree点近似剪枝, 删除蓝色超点 8. 接下来, 再次取最高度节点取到了超点 9, 此
时超点 9有两条邻接超边, 其中一条 size 为 1, 另一条 size 为 2, 则可应用 one--size边精确剪枝 a, 将超点 9的 size
为 1的邻接超边删除. 之后再次取最高度超点 0, 与超点 9相同, 也可应用 one--size边精确剪枝 a, 将超点 0的 size
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为 1的邻接超边删除. 此时, 图中仅剩余一条由超点 0和超点 9组成的超边, 且已经没有度大于 1的超点. 此时可

任取超点 0和超点 9中的一个加入 H. 算法结束, 最终得到的近似超图最大独立集为{2, 4, 6, 0}或{2, 4, 6, 9}.
  

1
2

3

4

6

5

7

0

8

9

图 8　改进算法执行流程
  

7   算法分析

对于基础算法, 算法需要枚举所有 INITIAL 状态的超点, 并遍历修改他们邻接点的状态. 枚举所有 INITIAL 状

态的超点时, 前面被枚举的超点可能会影响后面超点的状态, 实际上这一步的枚举次数是少于 n 的. 而对于超图中

的一个 INITIAL 状态的超点 v, 他的平均邻接点的数量为 D×S. 则在最坏情况下, 算法 1 的时间复杂度不超过

O(n×D×S).
对于改进算法, 该算法需要计算按超点度的降序序列, 这一步的时间复杂度为 O(nlog2n). 然后算法执行 one-

degree点剪枝, 需要遍历所有的度为 1的超点, 并删除该超点所在的超边, 及边上的所有点. 则对于每个度为 1的
超点, 它所在的超边的大小平均为 S, 对于边上的每个超点, 要遍历平均 D 条邻接边, 并遍历这些邻接边, 从中删除

相关的超点还需要再遍历 S 次. 则 one-degree点剪枝最终的最坏时间复杂度为 O(ndegree=1×D×S2).
接下来, 考虑对于 high-degree超点的剪枝, 剪枝 2与剪枝 3和剪枝 4是一个相辅相成的组合体. 对于两种 one-

size边剪枝, 需要删除高度超点的邻接边中 size 为 1的边, 对于每个高度超点, 删除邻接边最多需要查找 D 次. 而
对于 high-degree近似点剪枝, 需要遍历高度点的平均 D 条超边, 并从每条平均长度为 S 的超边中删除高度点, 需
要的时间复杂度为 O(D×S). 由于精确剪枝的复杂度低于近似剪枝, 则在对于整个 high-degree超点的剪枝过程, 最
坏时间复杂度为 O(ndegree>1×D×S).

改进算法最后需要遍历所有剩余超边, 最坏情况下会遍历 m 次. 则对于整个算法的时间复杂度为 O(nlog2n+
ndegree=1×D×S2+ndegree>1×D×S).

在空间复杂度方面, 基础算法和改进算法的空间复杂度区别不大, 两者都是用 ICSF 存图, ICSF 空间大小为

O(n×D+m×S). 与基础算法相比, 改进算法只是多了一个维护 degree 排序的序列, 因此改进算法空间复杂度为

O(n×D+m×S+n). 

8   实验分析

本节进行大量实验来证明改进的超图近似最大独立集算法的有效性. 本章实验环境硬件为 Intel(R) Xeon(R)
Gold5218R CPU@2.10 GHz, 内存为 96 GB, 硬盘为 500 GB, 操作系统为 Ubuntu 9.4.0, 开发软件为 g++, 开发语言
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为 C/C++. 如表 1 所示, 展示了本节使用的 10 个真实世界的数据集 [10], 这些数据集的规模大小, 稠密程度各不相

同. 这些数据集均可则在 https://www.cs.cornell.edu/~arb/data/下载.
 

表 1    数据集
 

数据集 简称 |E|=m |V|=n S D 数据集 简称 |E|=m |V|=n S D
contact-primary-school Primary 106 879 242 2.09 922 DAWN DAWN 2 272 433 2 558 1.58 1 406
contact-high-school High 172 035 327 2.05 1 076 NDC-substances NDC 112 405 5 556 1.85 38

email-Eu Email 234 760 1 005 2.33 544 tags-stack-overflow Stack 14 458 875 49 998 2.96 859
congress-bills Bills 260 581 1 718 3.66 555 coauth-MAG-Geology MAG 1 590 335 1 261 129 2.77 4
tags-math-sx Math 822 059 1 629 2.19 1 106 coauth-DBLP DBLP 3 700 067 1 930 378 2.78 5

 

下面展示不同超图近似最大独立集算法在各数据集上的效果. 其中 BA 对应算法 1 是基于贪心的基本算法,
MA2 对应算法 3, 是结合了 4 种剪枝策略的改进近似算法, MA1 表示在算法 3 中不执行 3–6 行, 即不采用 one-
degree点剪枝, 只采用其他 3种剪枝的算法.

表 2展示了 3种算法在 10个超图数据集上搜索出的近似超图最大独立集的点数情况. 从表中可以看出, 在所

有的 10个超图数据集中, MA1算法和MA2算法查找到的超图最大独立集结果均优于 BA算法. 而MA1和MA2
两个算法相比, 其找到的最大独立集的点数则区别不大. 当超图数据集比较小时, 找到的超图独立集的总点数也比

较少, 此时两种算法的结果相同或相差极小, 如数据集 contact-primary-school, contact-high-school, email-Eu 和

congress-bills. 然而当超图数据集比较大时, 找到的超图独立集的总点数也比较多, MA2算法找到的最大独立集明

显优于MA1算法, 例如在数据集 coauth-DBLP中, MA1找到的最大独立集的大小为 949 239, 而MA2算法为 952 366.
而且从图中可以看出, 超图独立集的总点数越多, MA2算法的结果优势越明显.
 

表 2    最大独立集点数
 

数据集 BA MA1 MA2
contact-primary-school 12 16 16
contact-high-school 38 45 45

email-Eu 229 300 299
congress-bills 41 73 76
tags-math-sx 413 519 522
DAWN 1 298 1 417 1 411

NDC-substances 2 825 3 067 3 074
tags-stack-overflow 16 686 23 242 23 252

coauth-MAG-Geology 525 316 627 979 629 283
coauth-DBLP 751 018 949 239 952 366

 

图 9展示了 3种算法在 10个超图数据集上搜索出的近似超图最大独立集的运行时间及内存占用. 从图中可

以看出, 超图数据集中的点数越多, 平均超边大小越大, 点的平均 degree 越大, 则算法完成搜索超图近似最大独立

集的时间越长. 此外, BA算法在所有数据集上的搜索时间都是最短的, 即使是对于数据规模最大的 coauth-DBLP
数据集, 仍然可以在 0.5 s左右完成搜索. 而MA1算法和MA2算法的运行时间则明显长于 BA算法. 在超图的规

模较小时, 如数据集 contact-high-school, email-Eu和 congress-bills, MA1算法快于MA2算法. 而在超图的规模较

大时, 如数据集 tags-stack-overflow, coauth-MAG-Geology和 coauth-DBLP, MA2算法用时则明显少于MA1算法.
甚至对于数据集 coauth-DBLP, MA2算法只需要 310 s, 而MA1算法需要 573 s, MA2比MA1算法快了一倍. 在内

存占用方面, BA算法只需保存超边和超点间的邻接关系, 其内存占用很小. 而MA1和MA2算法加入了新的数据

结构, 需要多维护一个所有超点按 degree 降序的有序序列, 其内存占用约为 BA算法的一倍左右. 而MA1和MA2
这两种改进算法相比, 由于采用了相同的数据结构, 其内存占用几乎相同. 
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图 9　运行时间及内存占用
 

表 3 展示了 4 种剪枝策略在 10 个超图数据集上的应用效果. 剪枝 1 在较为稠密的图上的效果有限, 比如

contact-primary-school 和 contact-high-school, 这两个图中没有 one-degree 点, 则剪枝 1 失效. 而在较为稀疏的

coauth-DBLP和 coauth-MAG-Geology图上, 剪枝 1可以在不损失准确度的情况下, 快速将 one-degree点加入独立

集并将包含 one-degree点的边删除来减小后续的搜索空间. 剪枝 2是 4种剪枝中唯一的一种近似剪枝, 为了保重

算法的效率和准确性, 剪枝 2既需要删除高度点来为精确的剪枝 3和剪枝 4创造使用条件, 又需要尽量少的使用,

避免产生更多的误差. 在多数情况下, 剪枝 3的删边数量要高于剪枝 4, 这是由于剪枝 3的使用条件在搜索时更容

易满足. 剪枝 3和 4可以精确的剪边和降低高度点的度, 使得剪枝 2删点时可以选择更准确的高度点.
 

表 3    4种剪枝的效果
 

数据集 剪枝1删边 剪枝2删点 剪枝3删边 剪枝4删边

contact-primary-school 0 224 106 838 25
contact-high-school 0 278 171 848 142

email-Eu 46 597 219 076 1 556
congress-bills 1 1 626 259 939 176
tags-math-sx 36 957 659 429 1 194
DAWN 296 747 575 795 3 822

NDC-substances 1 063 706 32 178 35 484
tags-stack-overflow 2 045 21 331 8 247 828 60 194

coauth-MAG-Geology 516 790 26 348 134 611 168 942
coauth-DBLP 683 676 89 382 693 472 444 166

 

图 10展示了 3种算法搜索到的最大独立集点数与真实结果的比值. 从图中可以看出在所有搜索过程中的, 3

种算法的准确率都超过了 50%. 同时在所有超图数据集上, MA1和MA2算法的准确率都大幅超过了 BA算法, 在

数据集 congress-bills上准确率的差异甚至达到了 40%左右. 而 BA算法在不同数据集上的表现不太稳定, 差异较

大, 在 congress-bills上的准确率只有不足 55%, 而在数据集 DAWN上则可超过 90%. MA1和MA2算法则比 BA

算法稳定的多, 在所有的数据集上的准确率都超过了 90%, 甚至在一些数据规模较小的数据集上可以接近 100%,

比如数据集 contact-primary-school. 
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总的来说, BA算法只能搜索到一个不太准确的超图最大独立集, 但其运行时间非常短. MA1和MA2算法的

运行时间要长一些, 但可以保证有很高的准确率. 在小规模图上, one-degree点剪枝比 high-degree剪枝耗时, 但在

大规模图上, one-degree点剪枝可以在保证精确的情况下, 更快的削减原图的大小, 从而加速 high-degree剪枝的效

率. 因此MA1算法适合在较小规模的图上搜索, 其准确率与MA2算法接近, 但时间更短. 而包含 one-degree点剪

枝的MA2算法更适合在较大规模的图, 此时其准确率和运行效率均优于MA1算法. 

9   结论及未来工作

本文基于普通图上的独立集定义提出一种面向超图的独立集和最大独立集的定义. 本文又通过观察分析, 提
出超图最大独立集搜索的两个原则, 并基于此, 提出了一种基于贪心策略的超图最大独立集基础算法. 进一步, 本
文分析了普通图上的最大独立集搜索方法, 提出了一种超图上的近似最大独立集搜索架构, 即精确剪枝与近似剪

枝相结合, 以精确剪枝缩小图的规模, 以近似剪枝加快搜索速度. 此外, 本文还基于该架构提出了 3种精确剪枝策

略和一种启发式的近似剪枝策略, 将超图上的近似最大独立集搜索架构和 4种剪枝策略相结合, 提出了一种改进

的超图近似最大独立集算法. 最后通过实验验证, 证明了改进算法虽然速度慢于基础算法, 但可以在线性时间内找

到比较接近于真实结果的近似最优解.
本文虽然实现了一种改进的超图最大独立集算法, 但是本文提出的精确剪枝策略仍主要是面向 one-degree超

点和 one-size超边. 而一些现有的普通图的近似最大独立集算法已经使用 two-degree剪枝等更高阶的剪枝策略来

实现更高的准确率和速度. 下一步的工作将进一步分析超图独立集搜索过程中的高阶剪枝策略, 提高算法效率, 同
时将进一步研究算法近似率的理论保证.
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