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摘  要: 为应对更为复杂的任务需求, 现代机器人产业发展愈发迅猛. 出于协调工作的灵活性、柔顺性以及智能

性等多项考虑因素, 多臂/多机器人充分发挥了机器人的强大作用, 成为现代机器人产业的重要研究热点. 在机器

人双臂协调运行当中, 机械臂之间以及机械臂与外部障碍物之间容易发生碰撞, 可能会造成财产损失甚至人员伤

亡. 对机器人碰撞检测方法进行形式化验证, 以球体和胶囊体形式化模型为基础, 构建基本几何体单元之间最短

距离和机器人碰撞的高阶逻辑模型, 证明其相关属性及碰撞条件, 建立机器人碰撞检测方法基础定理库, 为多机

系统碰撞检测算法可靠性与稳定性的验证提供技术支撑和验证框架. 
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Abstract: In order to cope with the demands of more complex tasks, the development of modern robotics industry becomes rapidly. 

Considering the flexibility, compliance, and intelligence required for coordinated work, multi-arm/multi-robots give full play to the 

powerful role of robots and become an important research hotspot in the modern robotics industry. In the coordinated operation of the two 

arms of the robot, collisions between the robot arms and external obstacles are prone to occur, which may cause property damage and even 

casualties. In this study, a formal verification of the robot collision detection method is carried out. Based on the formal model of sphere 
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and capsule, the shortest distance model of the robot geometric units and the robotic collision model are established. Meanwhile, its 

related attributes and the collision conditions have been formally verified. Based on the above content, the basic theorem library of robot 

collision detection has been successfully established, which provides technical support and method reference for further realizing the 

reliability and stability verification of the collision detection algorithm of the multi-machine system. 
Key words: robotics; collision detection; formal method; theorem proving; HOL-Light 

多臂/多机器人作为现代机器人产业发展的必然产物, 在协调工作领域具有更优的灵活性、柔顺性以及智

能性等特点, 能应对更为复杂的任务需求, 充分发挥机器人强大的作用. 在机器人协调运行当中, 机器人之间

以及机器人与外部障碍物之间容易发生碰撞, 可能会造成财产损失甚至人员伤亡. 1978年 9月, 日本广岛一间

工厂的切割机器人将一名值班工人当作钢板切割造成惨案[1]. 2015 年 7 月, 一名 22 岁的技术工在大众汽车包

纳塔尔工厂中发生了一台机器人意外伤害致死事件[2]. 据腾讯新闻报道, 2021 年 7 月, 位于伦敦东南部的英国

电商 Ocado 仓库发生机器人碰撞事故, 导致了火灾的发生. 由此可见, 碰撞检测是多臂/多机器人应用的关键

问题. 

关于机器人碰撞检测问题的研究, 通常用抽象、形式化的数学语言建立模型, 再分析论证其性质, 最后在

计算机系统中运行. 基于以上分析, 在设计实现一个机器人碰撞检测算法时, 如何保障它的正确性和可靠性?

传统分析验证方法主要基于测试与仿真方法, 由于测试用例与仿真用例受限, 测试与仿真方法均无法完全覆

盖所有可能的验证路径[3]. 因此, 这些传统的非完备性验证手段已经无法满足安全攸关系统的机器人协调工

作设计对正确性和安全性的要求. 

近年来, 针对多臂/多机碰撞检测算法的研究很多, 如基于二维图像空间的算法[4]、基于空间剖分法的算

法[5]、GJK 算法[6]、层次包围盒技术[7]等. 但是由于缺乏严格的理论论证, 导致诸多的算法研究仍停留在传统

的分析验证方法上. 与传统方法不同, 形式化方法使用严格的数学逻辑分析证明系统的正确性, 对所验证的

属性或性质而言是精确而又完备的[8]. 当在交互式定理证明器中进行这样的证明时, 最高置信水平可以通过

系统的可靠运行获得. 这是因为, 证明者所密切关注的证明过程只接受一组遵循数学逻辑的最小基本推理 

步骤. 

对于多臂碰撞检测问题来说, 其在

数学本质上皆可简化为双臂碰撞检测问

题. 因此, 本文针对机器人双臂碰撞检

测问题的核心, 即碰撞检测方法, 在高

阶逻辑定理证明器 HOL-Light[9]上, 以

胶囊体和球体几何体单元建立机器人简

化形式化模型. 通过形式化技术, 构建

机器人几何体单元之间的最短距离和机

器人碰撞模型, 形式化验证其相关属性

以及机器人碰撞条件, 建立机器人碰撞

检测方法定理证明库, 为实现多机系统

的碰撞检测算法的可靠性与稳定性验证

提供技术支撑和方法参考, 其验证框架

如图 1 所示. 

为了增加本文工作的通用性, 我们

采用任意 N 维向量的集合表示机器人的几何姿态, 并用集合迭代的方式形式化定义机器人, 从而使得本文工

作可适用于任意自由度的任意多个姿态参数的机器人碰撞检测问题. 此外, 本文用可重载方式形式化定义机

器人的基本几何体表示, 增加除球体和胶囊体以外的(如长方体)各类不同机器人基本几何体的形式化代码的

可扩展性. 

图 1  机器人碰撞检测验证框架 
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本文第 1 节介绍机器人碰撞检测算法的相关工作. 第 2 节介绍 HOL-Light 定理证明器和机器人碰撞检测

方法的基本流程. 第 3 节介绍基本几何体模型与性质的形式化, 包括几何体模型高阶逻辑表达、最短距离和

碰撞条件的形式化. 第 4 节介绍机器人碰撞检测方法的形式化, 包括机器人几何模型构建、碰撞模型高阶逻

辑表达及形式化验证. 第 5 节总结全文. 

1   相关工作 

1.1   传统碰撞检测算法 

碰撞检测算法作为机器人运动控制规划领域研究的关键, 可广泛应用于协调工作、虚拟手术、自动驾驶

等领域. 目前常见的碰撞检测算法可根据其检测目标的空间维度划分为图像空间和几何空间两类. 

 基于图像空间的碰撞检测算法的关键在于利用三维物体的二维投影图像的碰撞检测, 例如 Francois

等人[10]提出的处理三角网格特征碰撞检测方法、Qu 等人[11]提出的基于图像处理的人车碰撞检测方

法. 这类方法虽然能够缩短计算时间, 但会受限于图像的分辨率, 可能导致不准确碰撞检测结果的产

生. 而且这类方法并不适用于检测物体表面存在凹陷的情况; 

 相较于图像空间, 基于几何空间的碰撞检测算法的应用范围更广. 近年来, 常见的基于几何空间的碰

撞检测算法可大致分为空间剖分法、GJK算法、层次包围盒技术和其他融合智能优化算法的群算法[12]. 

以赵亮等人[13]提出的一种基于网格包络的碰撞检测算法为例, 这类空间剖分法可在一定程度上处理

多个物体的碰撞对, 但在处理过大物体碰撞对规模或复杂物体时具有局限性. 相较于空间剖分法, 以

凸体为基础模型的 GJK 算法在处理两个凸体的碰撞检测问题上更具优势. 而层次包围盒技术在机器

人碰撞检测问题研究上更为方便, 且计算更为简单. 由于机器人构件的可拆分性, 近年来, 许多学者

采用层次包围盒技术分析机器人碰撞检测问题. 2020 年, Huang 等人[14]提出一种基于关键点和关键线

段模型的双臂上肢康复机器人自碰撞检测新算法. 随后, 梁孟德[15]提出了以球体和胶囊体表示的机

器人关节和连杆的空间机器臂碰撞检测方法. 但是上述传统碰撞检测算法的验证皆停留在数值仿真

阶段, 缺乏形式化验证. 

1.2   形式化方法在机器人验证领域的应用 

机器人系统作为当前最热的研究方向, 其应用领域大多要求系统的高安全性和可靠性. 以应用于医疗的

多臂机器人协调工作为例, 若该机器人系统发生故障或失效, 则可能危及人身、财产和环境安全, 带来灾难性

的后果. 在美国 2013 版机器人白皮书《A Roadmap for U.S. Robotics: From Internet to Robotics, 2013 Edition》

中有明确要求: 人机交互机器人需用形式化方法进行验证. 近年来, 形式化验证已被用于帮助开发复杂的机

器人系统[16]. 

面向机器人验证, 定理证明的应用较少. 在机器人运动学领域, 日本学者 Affeldt 等人[17]在定理证明器中

实现了串联机器人运动学模型的构建与验证; 首都师范大学陈琦等人[18]完成了平面并联机构正向运动学形式

化模型的构建与验证. 在机器人动力学领域, 巴基斯坦伊斯兰堡国立科技大学 Rashid 等人[19]对细胞注射机器

人动力学分析进行了形式化验证. 上述工作增强了人们将定理证明技术引入到机器人系统工程应用的信心. 

在机器人避碰方法验证领域, 德国研究中心的 Täubig 等人[20]使用定理证明的方法给出了安全函数算法, 

对自动小车避障及路径规划算法进行验证, 并给出改进意见, 避免了车辆之间的相互碰撞, 确保了机器人的

安全性. 卡内基梅隆大学的 Mitsch 等人[21]采用混成系统模型、定理证明建模和验证移动机器人的运动以及避

障安全属性. 上述工作为定理证明方法在机器人碰撞问题的分析提供了基础思路. 

综上所述, 基于定理证明的机器人碰撞检测算法验证的研究尚属空白. 针对该问题, 本文在定理证明器

中建立了机器人碰撞检测方法基础定理库并对机器人碰撞检测方法进行了形式化建模与验证, 为实现多机系

统碰撞检测算法的可靠性和稳定性验证提供了技术支撑和验证框架. 
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2   背景知识 

2.1   HOL-Light定理证明器 

定理证明系统 HOL-Light[22]遵循 LCF 方法, 依赖于函数式编程语言 ML, 支持高阶逻辑表达. 在 HOL- 

Light 系统中, 所有的证明最终都是在一小组原始推论的条件下完成的, 因此该系统拥有简洁的设计和极小可

得逻辑内核. 虽然如此, 它却提供了强大的证明工具, 并已应用于一些重要的任务, 如数学的形式化和工业的

形式化验证. 

HOL-Light 系统的证明是采用高阶逻辑表示目标, 基于策略和已有的定理库来证明目标. 根据目标形式, 

可将证明方法分为直接处理原目标的正向证明方法和处理目标逆否命题的反向证明方法. 这两种方法皆是根

据已知定理、公理、定义等处理目标, 不同之处在于目标形式是否为其等价逆否命题. 

本文实现的机器人碰撞检测方法定理证明库是基于 HOL-Light 定理证明器中已有的集合库、实分析库和

多元分析库等构建的. 值得注意的是, 在 HOL-Light 定理证明器已存在作为基本几何体球体的形式化定义及

相关性质定理, 这为本文工作提供了良好的工具支撑. 

2.2   机器人碰撞检测方法 

机器人碰撞检测方法是通过由实际场景所得机器人姿态参数, 计算机器人各部分之间的最短距离, 从而

判断是否碰撞的方法. 对于机器人碰撞检测而言, 其整体流程可分为两大部分: 第一, 基于基本几何体模型, 

实现机器人本体高阶逻辑表达; 第二, 基于几何体最短距离模型及碰撞检测条件, 验证机器人碰撞模型. 

因此, 在本文对机器人碰撞检测方法的形式化过程中, 依照这两个角度, 进一步划分形式化过程: 首先, 

将机器人关节、连杆等几何体模型及其性质按照中心线和胶囊体划分描述为相应待验证的定理, 并对中心线

和胶囊体的形式化表示及其基本性质进行验证; 其次, 针对各类几何体模型间最短距离问题, 在不同假设条

件下, 将最短距离模型高阶逻辑建模及其相关性质证明分为球体与球体之间最短距离、球体与胶囊体之间最

短距离、胶囊体与胶囊体之间最短距离这 3 类情况进行处理; 然后, 基于最短距离相关性质, 形式化推导并验

证基本几何体碰撞条件; 最后, 在不同假设条件下, 构建机器人本体形式化模型, 分析机器人碰撞条件及检

测判定模型, 实现机器人碰撞检测形式化验证. 

3   基本几何体模型及性质 

3.1   几何体模型高阶逻辑表达 

对于机器人本体而言, 通常可将其关节、连杆、末端执行器等基本几何体单元简化为长方体、胶囊体、

球体等形状, 进而通过利用计算基本几何体简化模型的碰撞检测方法, 达到减少计算量的目的. 因此, 本文采

用球体和胶囊体来简化表示基本几何体形式化模型, 并对其相关性质进行形式化分析与验证. 

在 HOL Light 中, 球体的形式化表示如定义 1 所示. 

定义 1(球体). x e.cball(x,e)={y|dist(x,y)e}. 

其中, x 表示球心, e 表示该球体的半径, dist(x,y)表示空间中两点 x 和 y 的距离, 球体 cball(x,e)表示所有与

球心 x 距离小于等于半径 e 的点 y 的集合. 

在数学上, 胶囊体可表示成在中心线上移动的球体的集合. 具体如图 2 所示. 

在图 2 中, sp 和 ep 分别表示胶囊体两端的端点, c1 和 c2 分别表示胶囊体中心线两端的端点, u 表示从端

点 sp 到端点 ep 的向量, r 表示胶囊体中心线上对应球体的半径, l 表示中心线上的点, v 表示胶囊体内的点. 
 
 

 

图 2  胶囊体 
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因此, 由上述可知, 基于已有的球体定义, 我们给出中心线和胶囊体的相应形式化表示, 如定义 2、定义

3 所示. 

定义 2(中心线). c1 c2.p_center_line c1 c2={c1+s%(c2c1)|&0ss&1}. 

定义 3(胶囊体). 

sp ep r. 

capsule((sp,ep),r)= 

{v|u c1 c2 l.u=epspc1=(r*inv(norm u))%u+sp 

c2=ep(r*inv(norm u))%u&2*r<norm u 

l IN p_center_line c1 c2norm(vl)r} 

在上述定义中: 表示逻辑与; %表示向量的标量乘; &表示将自然数变为实数的运算; *表示实数乘; inv 表

示倒数; norm 表示向量范数; IN 表示属于; s 表示中心线上起点 c1 到任意一点 l 的距离与中心线起点 c1 到终

点 c2 的距离的比值; c1+s%(c2c1)表示中心线上任意一点 l; p_center_line c1 c2 表示距离比值 s 在 0 到 1 范围

内的所有点 c1+s%(c2c1)的集合, 即以 c1 和 c2 为线段两端端点的中心线; capsule((sp,ep),r)表示以 sp 和 ep 为

胶囊体两端端点、以 r 为半径的所有与中心线 p_center_line c1 c2 上任意一点 l 距离小于等于半径 r 的点 v 的

集合. 

根据胶囊体定义可知: 半径为正的条件是由实际物体的几何意义决定的, 胶囊体两端点的距离大于直径

的条件是由胶囊体的几何形状决定的. 当胶囊体在半径非正或胶囊体两端点的距离小于等于直径时, 胶囊体

为空集, 此时, 胶囊体表示无意义. 

定理 1(胶囊体为空). sp ep r.r&0norm(epsp)&2*rcapsule((sp,ep),r)={}. 

其中, 表示逻辑或. 由于胶囊体是由中心线上移动球体内的所有点组成的集合, 所以胶囊体的相关性质

都与球体和中心线相关. 因此, 这里我们只简单介绍部分中心线的相关性质. 

通过分析中心线定义可知, 中心线的两端必在中心线上. 若中心线两端相同, 则该中心线等价于该端点. 

因此, 可得如下定理. 

定理 2(线段起点). c1 c2.c1 IN p_center_line c1 c2. 

定理 3(线段终点). c1 c2.c2 IN p_center_line c1 c2. 

定理 4(中心线两端相同). c.p_center_line c c={c}. 

此外, 中心线上的点也满足以下两个性质. 

(1) 若取中心线上任意两点, 则这两点之间的距离必定有界, 如定理 5 所示; 

(2) 若取中心线上任意一点, 则由该点和线段两端点构成的向量必定互相平行, 且满足线性关系, 如定

理 6 所示. 

定理 5(线段上任意两点距离有界). 

x y c1 c2.x IN p_center_line c1 c2y IN p_center_line c1 c2dist(x,y)dist(c1,c2). 

定理 6(中心线上的向量平行). 

x c1 c2.x IN p_center_line c1 c2 

c2x=(norm(c2x)*inv(norm(c2c1)))%(c2c1) 

c1x=(norm(c1x)*inv(norm(c1c2)))%(c1c2) 

其中, norm(c2x)*inv(norm(c2c1))表示中心线上一点 x 和端点 c2 之间的距离与中心线两端点 c1 和 c2 之

间距离的比值, norm(c1x)*inv(norm(c1c2))表示中心线上一点 x 和端点 c1 之间的距离与中心线两端点 c1 和

c2 之间距离的比值. 这两个比值反映出了中心线上的点与线段端点构成向量的线性关系和平行关系. 

3.2   几何体最短距离模型构建及性质验证 

根据基本几何形状, 可将碰撞类型分为以下 3 类: (1) 球体与球体之间的碰撞; (2) 球体与胶囊体之间的碰

撞; (3) 胶囊体与胶囊体之间的碰撞. 作为碰撞检测中最关键的问题, 首先构建球体与球体、球体与胶囊体、
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胶囊体与胶囊体之间最短距离的形式化模型, 其次完成相关定理的高阶逻辑推导. 

3.2.1   球体与球体之间最短距离 

在数学上, 求解球体与球体之间的最短距离等价于求解两个球心之间的距离. 由于两球心的最短距离就

是两点之间的距离, 因此球体与球体之间最短距离的形式化描述如定义 4 所示. 

定义 4(球体与球体之间最短距离). p1 p2.center_dist_f1 p1 p2=norm(FST p1FST p2). 

定义 4 中, p1 表示以 N 维向量表示的第 1 个球体球心坐标 x1 和半径 e1 构成的对(x1,e1), p2 表示以 N 维

向量表示的第 2 个球体球心坐标 x2 和半径 e2 构成的对(x2,e2), FST 表示获取对类型的第 1 个分量, FST p1 表

示第 1 个球体的球心, FST p2 表示第 2 个球体的球心. 可见, 两球体之间的最短距离是常数. 

3.2.2   球体与胶囊体之间最短距离 

在数学上, 求解球体与胶囊体之间最短距离等价于求解中心线上的点和线外球心之间的最短距离, 即求

解某点与某线段的最短距离. 由于中心线上的点是可移动的, 中心线上的点和线外球心之间的最短距离可转

化为从中心线上一点到球心所构成向量的所有可能范数值集合的下确界. 且基于图 2 和定理 6 中线上 3 点的

线性关系, 球体与胶囊体之间最短距离的形式化表示如定义 5 所示. 

定义 5(球体与胶囊体之间最短距离). 

p1 p2.center_dist_f2 p1 p2= 

inf{norm(FST p1l)|sp ep r u. sp=FST(FST p2)ep=SND(FST p2)r=SND p2 

u=epspl IN p_center_line((r*inv(norm u))%u+sp)(ep(r*inv(norm u))%u)} 

定义 5 中, p1 表示以 N 维向量表示的球体球心坐标 x 和半径 e 构成的对(x,e), p2 表示胶囊体的两端点与半

径构成的对((sp,ep),r), SND 表示获取对类型的第 2 个分量, inf 表示集合的下确界, sp 表示胶囊体的起始位置, 

ep 表示胶囊体的终点位置, u 表示从胶囊体起点 sp 到终点 ep 的向量, (r*inv(norm u))%u+sp)表示胶囊体中心线

的起点位置, (ep(r*inv(norm u))%u)表示胶囊体中心线的终点位置, l 表示中心线上一点. 

令 w 表示中心线起点 c1 到终点 c2 的向量, m 表示中心线起点 c1 到球心 x 的向量, 则从胶囊体中心线上

的点 l 到球心 x 的向量范数可简化表示为公式(1): 

 2( ) || || 2asCDF s s cx bl     (1) 

其中, a 表示 ww, b 表示 mw, c 表示 mm, 符号表示向量的点积, s 表示胶囊体中心线上起点 c1 到任意一点 l 

的距离与中心线起点 c1 到终点 c2 的距离的比值, 即
|| 1 ||

|| 2 1||

l c

c c




. 上述变量的具体位置关系如图 3 所示. 

 

 

 

 

 

图 3  球体与胶囊体位置关系图 

基于上述公式(1)和图 3 中变量位置关系, 球体与胶囊体之间最短距离可简化为定理 7 所示. 

定理 7(球体与胶囊体间最短距离简化形式). 

x e sp ep r.center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)= 

inf{sqrt(a*s pow 2&2*b*s+c)| 

c1 c2 m w.c1=sp+(r*inv(norm(epsp)))%(epsp) 

c2=ep(r*inv(norm(epsp)))%(epsp) 

m=xc1w=c2c1 

a=w dot wb=m dot wc=m dot m 

&0ss&1} 

CDF(s)

epsp 
c1 c2 r

uw

r l

x

m

c1+sw
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其中, dot 表示向量的点积, inf 表示下确界, sqrt 表示实数的根运算, pow 表示实数的幂运算. 

如果 a=0, 则胶囊体中心线起点 c1 与终点 c2 重合, 球体与胶囊体之间的最短距离可转化为球体与球体之

间的最短距离, 与胶囊体定义不符. 因此, a 不能等于 0. 

而在 a0 的情况下, 根据球体与胶囊体的位置情况的不同, 球体与胶囊体之间的最短距离可简化成不同

结果, 即球体与胶囊体之间的最短距离可进一步简化至中心线上特定点到球心的距离. 当 b/a≤0 时, 中心线

起点 c1 到球心 x 的向量 m 与中心线起点 c1 到终点 c2 的向量 w 之间的夹角不小于 90, 则球体与胶囊体之间

的最短距离等于胶囊体中心线起点到球心的距离; 当 b/a≥1 时, 中心线起点 c1 到球心 x 的向量 m 与中心线起

点 c1 到终点 c2 的向量 w 之间的夹角小于 90, 且经过球心 x 对中心线作垂线所得垂足在中心线终点 c2 的右

侧延长线上, 则球体与胶囊体之间的最短距离等于胶囊体中心线终点到球心的距离; 其他情况下, 经过球心 x

对中心线作垂线所得垂足在中心线上, 则球体与胶囊体之间的最短距离等于胶囊体中心线比例为 b/a 的点到

球心的距离. 其相应的形式化表达如定理 8定理 10 所示. 

其中, 定理 8 表示了 b/a≤0 成立时, 球体与胶囊体之间的最短距离等于胶囊体中心线起点到球心的距离, 

即中心线上的点距离比值 s=0 时到球心的距离 norm m; 定理 9 表示了 b/a≥1 成立时, 球体与胶囊体之间的最

短距离等于胶囊体中心线终点到球心的距离, 即中心线上的点距离比值 s=1到球心的距离 sqrt(a&2*b+c); 定

理 10 表示了 0<b/a<1 成立时, 球体与胶囊体之间的最短距离等于球心到中心线作垂线所得垂足的距离, 即中

心线上的点距离比值 s=b/a 的点到球心的距离 sqrt(c(b pow 2)*inv(a)). 

定理 8(b/a≤0 时球体与胶囊体间最短距离). 

x e sp ep r c1 c2 m w a b c. 

c1=sp+(r*inv(norm(epsp)))%(epsp)c2=ep(r*inv(norm(epsp)))%(epsp) 

m=xc1w=c2c1a=w dot wb=m dot wc=m dot m 

~(a=&0)b*inv(a)&0center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)=norm m 

定理 9(b/a≥1 时球体与胶囊体间最短距离). 

x e sp ep r c1 c2 m w a b c. 

c1=sp+(r*inv(norm(epsp)))%(epsp)c2=ep(r*inv(norm(epsp)))%(epsp) 

m=xc1w=c2c1a=w dot wb=m dot wc=m dot m 

~(a=&0)&1b*inv(a) 

center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)=sqrt(a&2*b+c) 

定理 10(0<b/a<1 时球体与胶囊体间最短距离). 

x e sp ep r c1 c2 m w a b c. 

c1=sp+(r*inv(norm(epsp)))%(epsp)c2=ep(r*inv(norm(epsp)))%(epsp) 

m=xc1w=c2c1a=w dot wb=m dot wc=m dot m 

~(a=&0)&0<b*inv(a)b*inv(a)<&1 

center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)=sqrt(c(b pow 2)*inv(a)) 

3.2.3   胶囊体与胶囊体之间最短距离 

在数学上, 求解胶囊体与胶囊体之间的最短距离等价于求解两条中心线上的点之间的最短距离. 由于中

心线上的点是可移动的, 两个胶囊体对应中心线上两点之间最短距离可转化为从中心线上一点到另一中心线

上一点向量的所有可能范数值集合的下确界. 且基于图 2 所示胶囊体中各点位置关系和定理 6 中线上 3 个点

的线性特点, 则胶囊体与胶囊体之间最短距离的形式化如定义 6 所示. 

定义 6(胶囊体与胶囊体之间最短距离). 

p1 p2.center_dist_f3 p1 p2= 

inf{norm(v1v2)| 

sp1 ep1 r1 u1 sp2 ep2 r2 u2. 
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sp1=FST(FST p1)ep1=SND(FST p1)r1=SND p1u1=ep1sp1 

sp2=FST(FST p2)ep2=SND(FST p2)r2=SND p2u2=ep2sp2 

v1 IN p_center_line((r1*inv(norm u1))%u1+sp1)(ep1(r1*inv(norm u1))%u1) 

v2 IN p_center_line((r2*inv(norm u2))%u2+sp2)(ep2(r2*inv(norm u2))%u2)} 

定义 6 中, p1 和 p2 分别表示两个不同胶囊体端点和半径构成的对((sp1,ep1),r1)和((sp2,ep2),r2), sp1 和 ep1

分别表示第 1 个胶囊体的起始位置和终点位置, sp2 和 ep2 分别表示第 2 个胶囊体的起始位置和终点位置, u1

表示从第 1 个胶囊体起点 sp1 到终点 ep1 的向量, u2 表示从第 2 个胶囊体起点 sp2 到终点 ep2 的向量, (r1* 

inv(norm u1))%u1+sp1)和(ep1(r1*inv(norm u1))%u1)表示第 1 个胶囊体中心线的起点位置和终点位置, (r2* 

inv(norm u2))%u2+sp2)和(ep2(r2*inv(norm u2))%u2)表示第 2 个胶囊体中心线的起点位置和终点位置. 

令 w 表示第 1 条中心线起点 c1 到终点 c2 的向量, z 表示第 2 条中心线起点 c3 到终点 c4 的向量, m 表示

第 2 条中心线起点 c3 到第 1 条中心线起点 c1 的向量, 则从第 1 个胶囊体中心线上的点到第 2 个胶囊体中心

线上的点范数可简化表示为公式(2): 

 2 2( , 2 2 2) as bst ctCDF s et ft ds      (2) 

其中, a 表示 ww, b 表示wz, c 表示 zz, d 表示 wm, e 表示zm, f 表示 mm, 符号表示向量的点积, s 表示胶囊 

体中心线上起点 c1 到任意一点 l1 的距离与中心线起点 c1 到终点 c2 的距离的比值
|| 1 1||

,
|| 2 1||

l c

c c




 t 表示胶囊体中

心线上起点 c3 到任意一点 l2 的距离与中心线起点 c3 到终点 c4 的距离的比值
|| 2 3 ||

.
|| 3 4 ||

l c

c c




 上述变量的具体位 

置关系如图 4 所示. 

 

 

 

 

 

图 4  胶囊体与胶囊体位置关系图 

基于上述公式(2)和图 4 中的变量位置关系, 胶囊体与胶囊体之间最短距离的简化形式化表示如定理 11

所示. 

定理 11(胶囊体间最短距离简化形式). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2. 

center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2)= 

inf{sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

c1 c2 c3 c4 u m r. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

w=c2c1z=c4c3m=c1c3a=w dot wb=(z dot w)c=z dot z 

d=w dot me=(z dot m)f=m dot m&0ss&1&0tt&1} 

由公式(2)可知, 胶囊体与胶囊体之间最短距离是一个二元函数的最小值. 为求解二元函数的最小值, 需

先求其驻点及其驻点处的函数值: 

CDF(s,t)c1 

c2

z

w

m

c1+sw

r2c4

r1
ep1

r1 

c3+tz

sp1 

sp2 ep2
r2 c3 
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2 2

be cd bd ae
sc tc

ac b ac b

 
  

 
 (3) 

从公式(3)中驻点 sc 和 tc 的表示可知: 驻点只在 acb2 不等于 0 的情况下, 即两胶囊体中心线不平行的情

况下才有意义. 而且根据胶囊体定义 3 和胶囊体与胶囊体之间位置关系图 3 可知, 驻点 sc、tc 应在区间[0,1]

内. 若 sc、tc 不在区间[0,1]内, 表示以驻点表示的点不在中心线上, 而是在中心线的延长线上, 这不符合两个

胶囊体之间距离的定义. 

因此, 两个胶囊体之间最短距离需针对两条中心线是否平行和驻点 sc 和 tc 是否在可行域{0≤s,t≤1}内的

情况来计算. 若 sc、tc 都在区间[0,1]内, 则该驻点的函数值 CDF(sc,tc)即为两个胶囊体之间的最短距离. 其对

应形式化描述如定理 12 所示. 

定理 12(0≤sc, tc≤1 时胶囊体间最短距离). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f sc tc. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 

a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

sc=(b*ec*d)*inv(a*cb pow 2)tc=(b*da*e)*inv(a*cb pow 2) 

~((a*cb pow 2)=&0)&0scsc&1&0tctc&1 

center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2) 

=sqrt(a*sc pow 2+&2*b*sc*tc+c*tc pow 2+&2*d*sc+&2*e*tc+f) 

若 sc、tc 不全在区间[0,1]内, 则该驻点不在可行域内, 可删除该驻点. 若 acb2 等于 0, 则两胶囊体中心

线平行, 驻点 sc、tc 无意义, 则删除该驻点. 由可行域{0≤s,t≤1}可知, 可将以从中心线上一点到另一中心线

上一点的向量的范数表示距离的起点和终点相对于中心线上的位置进行区分, 即将可行闭区域划分为表示其

边界的 4 条线段(K1={s=0,0≤t≤1}, K2={s=1,0≤t≤1}, K3={t=0,0≤s≤1}和 K4={t=1,0≤s≤1})和可行开区域

{0<s,t<1}. 因此, 在两中心线平行或驻点不在可行域内的情况下, 两胶囊体的最短距离必定是可行域边界的

最小值. 换言之, 在不考虑驻点的情况下, 求解两胶囊体之间最短距离等价于求解 4条线段所得下确界之间的

最小值. 

在数学上, 求解可行域边界线段上的最小值等价于求解某点与某条线段之间的最短距离. 以边界 K1= 

{s=0,0≤t≤1}为例, 此时的二元函数CDF(s,t)可简化为一元二次函数, 其最小值等于以第 1个胶囊体中心线起

点 c1 为球心、以 r1 为半径的球体与第 2 个胶囊体之间的最短距离. 

由于这与求解球体与胶囊体之间最短距离的情况相似, 所以其对应形式化分析过程也类似. 

在 c0 的情况下, K1={s=0,0≤t≤1}的最小值可进一步简化至第 2 条中心线上特定点到第 1 条中心线上起

点的距离. 当e/c≤0 时, K1={s=0,0≤t≤1}的最小值等于两条中心线起点到起点的距离; 当e/c≥1 时, K1= 

{s=0,0≤t≤1}的最小值等于第 2 个胶囊体中心线终点到第 1 条中心线上起点的距离; 其他情况下, K1={s=0, 

0≤t≤1}的最小值等于第 2个胶囊体中心线比值为e/c的点到第 1条中心线上起点的距离. 其相应的形式化描

述如定理 13 所示. 

定理 13(胶囊体可行域边界 K1 最短距离). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 
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a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

~(c=&0) 

inf{sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

s=&0&0tt&1}=if (e*inv c)&0 then sqrt(f) 

else if &1(e*inv c) then sqrt(c+&2*e+f) else sqrt((e pow 2*inv(c))+f) 

在实现分别求解 4 条可行域边界线段上的最小值的基础上, 可实现两胶囊体的最短距离的进一步求解和

化简. 因为在两中心线平行或驻点不在可行域内的情况下, 两胶囊体的最短距离必定是可行域边界的最小值. 

所以针对驻点不在可行域内、两中心线平行的情况, 可进一步划分为以下几种情况: (1) sc<0; (2) 1<sc; 

(3) tc<0; (4) 1<tc; (5) acb2=0. 

由于第 1 种情况 sc<0 与第 2 种第 4 种情况相似, 所以本文以第 1 种情况为例, 给出其形式化表示和证明

思路. 具体如定理 14 所示. 

定理 14(sc<0 时胶囊体间最短距离). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f sc tc K1 K2 K3 K4. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 

a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

sc=(b*ec*d)*inv(a*cb pow 2)tc=(b*da*e)*inv(a*cb pow 2)sc<&0 

K1={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

s=&0&0tt&1} 

K2={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

s=&1&0tt&1} 

K3={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

t= &0&0ss&1} 

K4={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)| 

t=&1&0ss&1} 

center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2)=inf(K1 UNION K2 UNION K3 UNION K4) 

其中, K1、K2、K3、K4 分别表示 K1={s=0,0≤t≤1}、K2={s=1,0≤t≤1}、K3={t=0,0≤s≤1}和 K4={t=1,0≤ 

s≤1}, inf(K1 UNION K2 UNION K3 UNION K4)表示可行域边界的最小值. 从上述表示K1={s=0,0≤t≤1}的最

小值有 3种可能情况的定理 13可知, 4条边界的所有可能最小值表示有 34种可能. 由此可知: 证明在情况 sc<0

下, 两胶囊体的最短距离等于可行域边界的最小值较为复杂. 同时, 在这 4 个边界的所有 81 种可能情况的分

类条件之间可能存在互相矛盾或互相蕴含关系. 这一特点, 也在一定程度上增加了形式化证明的难度. 因此, 

本文仅在此给出定理 14 的关键证明思路, 具体步骤如下. 

Step 1: 分析变量 a、b、c、d、e、f 所隐含的性质和关系. 

例如, a=ww, c=zz, f=mm, 则变量 a、c、f 必定具有正定性, 即隐含 0≤a,c,f. 

上述内容皆为单个向量自身的性质, 而变量 b 等于向量 w 与 z 的内积的负, 同时与变量 a 和变量 c 有关

联. 因此, 进一步通过向量范数的柯西施瓦茨不等式可知, 有 0≤acb2 成立. 

Step 2: 分析驻点条件 sc<0. 

因为
2

,
be cd

sc
ac b





 若 sc 小于 0, 则分母 acb20, 结合 Step 1隐含条件 0≤acb2, 可得 0<acb2且 becd<0. 

Step 3: 分析边界 K1、K2、K3、K4 和变量 a、b、c、d、e、f 之间的隐含关系. 
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由 4 条边界的所有可能情况存在的前提条件 a0 和 c0 可知: 在后续证明中, 必定需对变量 a、c 是否等

于进行分类讨论. 因此, 通过向量内积之间的基本性质可知: 在 a=0 的情况下, 变量 b 和变量 d 也等于 0; 而

且在 c=0 的情况下, 变量 b 和变量 e 也等于 0. 

根据边界最小值分析可知: 边界 K1 的所有可能结果对应两条中心线上距离比值 s、t 的取值为(s=0,t=0), 

(s=0,t=1), (s=0,t=e/c); 边界 K2 的所有可能结果对应两条中心线上距离比值 s、t 的取值为(s=1,t=0), (s=1,t=1), 

(s=1,t=(b+e)/c); 边界 K3 的所有可能结果对应两条中心线上距离比值 s、t 的取值为(s=0,t=0), (s=1,t=0), 

(s=d/a,t=0); 边界 K4 的所有可能结果对应两条中心线上距离比值 s、t 的取值为(s=0,t=1), (s=1,t=1), (s= 

(b+d)/a,t=1). 

显然, 在 4 条边界的最小值中存在相同表示. 因此, 在两胶囊体的最短距离一共可有 8 种可能表示. 根据

8 种可能结果中的重合部分, 分析其成立条件, 证明其在成立条件下, 可在不涉及驻点条件 sc<0 时推导出该

种可能结果是两胶囊体之间最短距离的简化表示. 举例来说, 在边界 K1 和边界 K3 中都存在对应两条中心线 

上距离比值 s、t 的取值为(s=0,t=0)的情况. 其中, 在边界 K1 取到该值的条件为 0,
e

c
 ≤  在边界 K3 取到该值

的条件为 0.
d

a
 ≤  结合 0≤a,c,f 分析可知: 在 0≤d,e 的情况下, 两个胶囊体的最短距离等于对应两条中心线 

上距离比值 s=0, t=0 的两点之间的距离. 换言之, 此时两个胶囊体的最短距离等于两条中心线的起点之间的

距离. 

Step 4: 基于之前分析所得所有隐含关系简化 81 种可能情况, 排除已证明与驻点条件 sc<0 无关部分. 

Step 5: 最后, 根据驻点条件 sc<0 和剩余可能情况的成立条件, 排除其中相互矛盾的部分, 对剩余部分结

合上述已知成立条件和变量分析所得隐含条件分析公式(2)中可消去的部分, 实现证明. 

基于上述证明思路, 可实现在情况 sc<0 下两胶囊体最短距离等于可行域边界最小值这一定理的形式化证

明. 此外, 其他可使得两胶囊体的最短距离等于可行域边界的最小值的 4 种情况中关于驻点不在可行域内的 3

种条件(1<sc、tc<0、1<tc)的证明思路与定理 14 相似, 这里不再赘述. 

此外, 在中心线平行的情况下, 胶囊体间最短距离等于其边界之间的最小值. 在数学上, 对于任意两个向

量, 若其互相平行, 则这两个向量可互相线性表示. 因此, 在 acb2=0 条件下的证明相较于 sc<0 条件下的证

明, 思路虽然一致但过程相对简单. 因此, 本文只在定理 15 中给出了其相应形式化表示, 不对其证明过程进

行详细阐述. 

定理 15(acb2=0 时胶囊体间最短距离). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f K1 K2 K3 K4. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 

a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

K1={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)|s=&0&0tt&1} 

K2={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)|s=&1&0tt&1} 

K3={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)|t=&0&0ss&1} 

K4={sqrt(a*s pow 2+&2*b*s*t+c*t pow 2+&2*d*s+&2*e*t+f)|t=&1&0ss&1} 

(a*cb pow 2)=&0 

center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2)=inf(K1 UNION K2 UNION K3 UNION K4) 

3.3   几何体碰撞条件形式化验证 

基于不同基本几何体之间的最短距离, 可形式化分析与验证几何体的碰撞条件. 设两个几何体之间的最
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短碰撞距离为 D=dr1r2, 其中, d 表示两个几何体之间的最短距离, r1 和 r2 分别表示这两个几何体的半径. 

若 D>0, 两几何体不发生接触; 若 D<0, 两几何体之间发生碰撞. 

值得注意的是: 在表示不同几何体之间碰撞条件的等价情况时, 需保证进行碰撞情况判定的几何体的有

效性, 即几何体非空. 其中, 基于两个球体之间的最短距离的形式化定义可得下述两球体之间等价碰撞条件

和分离条件. 

定理 16(球体与球体之间等价碰撞条件). 

x1 x2 r1 r2.&0r1&0r2 

(~(DISJOINT(cball(x1,r1))(cball(x2,r2)))center_dist_f1(x1,r1)(x2,r2)r1+r2) 

定理 17(球体与球体之间无碰撞条件). 

x1 x2 r1 r2.DISJOINT(cball(x1,r1))(cball(x2,r2)) 

(r1+r2<center_dist_f1(x1,r1)(x2,r2))r1<&0r2<&0 

其中, 定理 16 表示在两个球体半径皆非负的情况下, 以 x1 为球心、r1 为半径的球体与以 x2 为球心、r2

为半径的另一球体碰撞条件等价于两球体之间最短距离不大于两球体半径之和; 定理 17 则表示 r1 为半径的

球体与以 x2 为球心、r2 为半径的另一球体分离条件等价于两球体之间最短距离大于两球体半径之和或两球

体半径小于 0. 定理 25 的证明可通过球体定义, 两球体最短距离定义以及 HOL Light 库中球体子集相关性质, 

结合简化策略实现. 

由于涉及相较于球体更复杂的胶囊体表示, 对球体与胶囊体之间碰撞情况的等价条件的形式化表示和推

导相对复杂一些. 具体如定理 18、定理 19 所示. 

定理 18(球体与胶囊体之间等价碰撞条件). 

x sp ep e r. 

&0e&0r&2*r<norm(epsp) 

(~(DISJOINT(cball(x,e))(capsule((sp,ep),r)))center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)e+r) 

定理 19(球体与胶囊体之间无碰撞条件). 

x sp ep e r. 

(DISJOINT(cball(x,e))(capsule((sp,ep),r))) 

(e+r<center_dist_f2(x,e)((sp,ep),r)e<&0r<&0norm(epsp)&2*r) 

定理 18 的前提条件可保证球体和胶囊体的有效性, 即: 在半径不小于 0 且胶囊体两端点距离大于直径的

情况下, 球体和胶囊体有意义. 而定理 19 表示的球体与胶囊体之间的分离条件的等价于球体与胶囊体之间最

短距离大于两半径之和或半径小于 0 或胶囊体两端点距离小于等于直径. 值得注意的是: 几何体之间无碰撞

的等价条件不仅要考虑在几何体有意义的情况, 也要考虑几何体无意义的情况. 

除了上述涉及球体的碰撞情况判定外, 常见碰撞情况判定包括了胶囊体之间的碰撞情况. 因此, 其相应

碰撞的等价条件和分离等价条件如定理 20、定理 21 所示. 

定理 20(胶囊体与胶囊体之间等价碰撞条件). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f sc tc. 

&0r1&0r2&2*r1<norm(ep1sp1)&2*r2<norm(ep2sp2) 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm (ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 

a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

sc=(b*ec*d)*inv(a*cb pow 2)tc=(b*da*e)*inv(a*cb pow 2) 

~((a*cb pow 2)=&0)&0scsc&1&0tctc&1 
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(~(DISJOINT(capsule((sp1,ep1),r1))(capsule((sp2,ep2),r2))) 

center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2)r1+r2) 

定理 21(胶囊体与胶囊体之间无碰撞条件). 

sp1 sp2 ep1 ep2 r1 r2 c1 c2 c3 c4 w z m a b c d e f sc tc. 

c1=sp1+(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c2=ep1(r1*inv(norm(ep1sp1)))%(ep1sp1) 

c3=sp2+(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2) 

c4=ep2(r2*inv(norm(ep2sp2)))%(ep2sp2)w=c2c1z=c4c3m=c1c3 

a=w dot wb=(z dot w)c=z dot zd=w dot me=(z dot m)f=m dot m 

sc=(b*ec*d)*inv(a*cb pow 2)tc=(b*da*e)*inv(a*cb pow 2) 

~((a*cb pow 2)=&0)&0scsc&1&0tctc&1 

((DISJOINT(capsule((sp1,ep1),r1))(capsule((sp2,ep2),r2))) 

r1+r2<center_dist_f3((sp1,ep1),r1)((sp2,ep2),r2)r1<&0r2<&0 

norm(ep1sp1)&2*r1norm(ep2sp2)&2*r2) 

其中, 半径非负和胶囊体两端点距离大于直径的条件用于保证胶囊体的有效性, c1c4 分别表示两个胶囊

体的 4 个端点, 其余变量, 如 w、z、m、a 等, 皆用于简化后续形式化证明. 因为在涉及胶囊体之间最短距离

表示时, 此类变量可简化推导过程和相关定理(如定理 12)的使用. 

4   机器人碰撞检测方法 

4.1   机器人几何模型构建 

基于已构建的基本几何体模型, 可实现机器人几何模型的形式化. 由于所有机器人皆是由多个基本几何

体单元组合构成, 因此其形式化描述如定义 7 所示. 

定义 7(机器人). robot=iterate(UNION). 

其中, iterate 表示对于某项二元运算的迭代, UNION 表示集合并运算. 值得注意的是: 在 HOL-Light 中,

迭代 iterate 的完整表示是 iterate op s f. 而 iterate op s f 表示对由集合 s 进行映射 f 所得元素进行迭代二元运

算 op 的结果, 因此, robot 完整表示为 robot s f, 即对组成构件(如球体、胶囊体等)序号集合 s 进行(序号与组成

构件集合关系)映射 f 所得组成构件集合进行迭代集合并运算 UNION 的机器人. 若机器人的初始组成构件(如

球体、胶囊体等)序号集合 s 为空集, 则表示该机器人位姿集合也是空集. 若每次在初始组成构件序号集合 s

内插入新元素(序号), 机器人相当于增加了一个组成构件. 值得注意的是, 表示组成构件序号的集合 s 必须为

有限集才有意义. 故可得定理 22. 

定理 22(机器人构型规则). 

(f.robot {} f={}) 

(x f s.FINITE(s)(robot (x INSERT s) f=if x IN s then robot s f else f(x) UNION robot s f)) 

其中, FINITE s 表示集合 s 是有限集, INSERT 表示将元素 x 插入到集合 s 中, IN 表示属于. 若元素 x 本就

属于组成构件序号集合 s, 那么原机器人集合 robot s f 不变, 则机器人不增加新组成构件; 若元素 x 不属于组

成构件序号集合 s, 是一个新元素, 则原机器人集合 robot s f 扩大为 robot s f 与新增组成构件序号 x 对应的组

成构件 f(x)的并集. 

由机器人的定义可知: 若在相同组成构件序号集合(即序号与组成构件集合映射关系定义域集合)s 下, 两

个不同函数(映射关系)f 和 g 的函数值相同, 那么这两个机器人也相同. 其相应的形式化表示如定理 23 所示. 

定理 23(机器人等价条件). f g s.(x.x IN s(f x=g x))(robot s f=robot s g). 

其中, 序号与组成构件集合映射关系 f 和 g 不仅包含了机器人组成构件的序号信息, 也包含了对应序号组

成构件的类型和位姿信息. 因此, 定理 8体现了机器人在几何模型的形式化表示中, 同时涵盖了机器人构件的
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类型、数目、序号等信息和机器人的位姿信息. 

此外, 对于所有机器人而言, 增加或卸去组成构件, 即基本几何体单元, 可通过任意增加或减少一个或多

个序号集合 s 的元素来实现. 以增加构件为例, 可得定理 24定理 26. 

定理 24(机器人构件可组合性). 

f s t.FINITE sFINITE tDISJOINT s t(robot(s UNION t) f=(robot s f) UNION (robot t f)) 

定理 25(机器人构件可重组性). 

s t f.FINITE sFINITE t 

robot s f UNION robot t f=(robot(s UNION t) f) UNION (robot(s INTER t) f) 

定理 26(机器人构件可扩展性). 

f g s.FINITE{x|x IN s~(f x={})}FINITE{x|x IN s~(g x={})} 

robot s(x.f x UNION g x)=robot s f UNION robot s g 

其中, DISJOINT 表示两个集合相互独立, ~表示逻辑否. 定理 24 表示对同一映射关系 f, 两个互相独立的

有限组成构件序号集 s 和 t 对应构成的两个机器人组成的新机器人可由这两个机器人的并集表示; 定理 25 表

示对同一映射关系 f, 任意两个有限组成构件序号集 s 和 t 对应构成的两个机器人组成的新机器人可由两个序

号集中相同序号和不同序号构成的新机器人的并集表示; 定理 26 则表示同一序号集 s, 两个满射且映射结果

非空的序号与组成构件映射关系 f 和 g 对应构成的两个机器人组成的新机器人可由这两个机器人的并集表示. 

4.2   机器人碰撞模型高阶逻辑表达 

值得注意的是, 机器人自身组成构件间存在相互连接的部分. 因此在表示实际机器人几何模型时, 值得

注意的是, 该机器人自身所含组成基本几何体单元之间是存在交集的. 基于机器人几何模型, 给出机器人碰

撞模型的形式化描述如定义 8 所示. 

定义 8(机器人碰撞模型). 

n m f g.collision(n,f)(m,g)~((robot(0..n) f) INTER (robot(0..m) g)={}). 

其中, n 和 m 分别表示给定的两个机器人相应的组成基本几何体单元个数为 n+1 和 m+1, f 和 g 分别表示

两个机器人每个组成基本几何体单元序号与位姿的映射关系. 定义 8 描述的是: 给定的两个机器人的几何表

示, 这两机器人碰撞等价于这两个机器人的几何表示集合存在交集. 由此可知: 两机器人无碰撞情况等价于

这两个机器人的几何表示集合相互独立, 没有交集. 其相应的形式化表示如定理 27 所示. 

定理 27(机器人无碰撞). 

n m f g.~(collision(n,f)(m,g))(DISJOINT(robot(0..n) f)(robot(0..m) g)). 

由于所有机器人几何表示皆可分离为对应基本几何体单元的几何表示, 因此机器人碰撞情况与非碰撞情

况皆可转换为机器人内所有基本几何体单元的碰撞情况与无碰撞情况, 可得下述定理. 值得注意的是, 所有

机器人必定包含不少于一个组成基本几何体单元. 

定理 28(机器人碰撞等价条件). 

n m f g.(collision(n,f)(m,g)) 

(i j.1iiSUC n1jjSUC m~(DISJOINT(f(i1))(g(j1)))) 

定理 29(机器人无碰撞等价条件). 

n m f g.~(collision(n,f)(m,g)) 

(i j.1iiSUC n1jjSUC mDISJOINT(f(i1))(g(j1))) 

上述定理中, SUC n 表示自然数(n+1). 定理 28 表示两机器人碰撞的等价条件为, 该机器人所有基本几何

体单元之间存在交集; 定理 29 表示两机器人无碰撞的等价条件为, 这两个机器人的所有基本几何体单元之间

没有交集. 
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4.3   机器人碰撞形式化验证 

基于本文所构建的机器人碰撞检测方法定理证明库, 本节以图 5 所示的双臂机器人为例, 构建机器人本

体几何模型的高阶逻辑表达, 并给出碰撞检测的验证过程. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 5  双臂机器人示意图 

由图 5 可知: 该双臂机器人可抽象为由 3 个胶囊体表示机械臂的 3 个连杆、由一个球体表示机械臂末端

执行器的两个同构机械臂组成. 其中, 一条机械臂的形式化模型如定义 9 所示. 

定义 9(机械臂). f n.manipulators n f=robot(0..n) f. 

其中, n 表示机械臂的组成基本几何体单元个数为 n+1, f 表示该机械臂每个组成基本几何体单元序号与位

姿的映射关系. 

然而, 机器人在运动过程中的位姿是随时间变化的. 因此, 在机器人几何模型的碰撞情况判定形式化建

模时需要增加时间变量 t. 即有 t 时刻特定机器人无碰撞等价条件如定理 30 所示. 该定理可用机器人碰撞定义

和几何体间的碰撞条件加以证明. 

定理 30(t 时刻特定机器人无碰撞条件). 

a1 a2 b1 b2 c1 c2 d1 d2 e r t f g. 

f t 0=capsule((a1 t,b1 t),r)f t 1=capsule((b1 t,c1 t),r) 

f t 2=capsule((c1 t,d1 t),r)f t 3=cball(d1 t,e) 

g t 0=capsule((a2 t,b2 t),r)g t 1=capsule((b2 t,c2 t),r) 

g t 2=capsule((c2 t,d2 t),r)g t 3=cball(d2 t,e)&0e&0r 

(DISJOINT(manipulators 3 (f t))(manipulators 3(g t)) 

((i j.1ii31jj3DISJOINT(f t (i1))(g t (j1))) 

(e+r<center_dist_f2(d2 t,e)((a1 t,b1 t),r)norm(b1 ta1 t)&2*r) 

(e+r<center_dist_f2(d2 t,e)((b1 t,c1 t),r)norm(c1 tb1 t)&2*r) 

(e+r<center_dist_f2(d2 t,e)((c1 t,d1 t),r)norm(d1 tc1 t)&2*r) 

(e+r<center_dist_f2(d1 t,e)((a2 t,b2 t),r)norm(b2 ta2 t)&2*r) 

(e+r<center_dist_f2(d1 t,e)((b2 t,c2 t),r)norm(c2 tb2 t)&2*r) 

(e+r<center_dist_f2(d1 t,e)((c2 t,d2 t),r)norm(d2 tc2 t)&2*r) 

(&2*e<center_dist_f1(d1 t, e)(d2 t, e)))) 

其中, 函数 f 和 g 分别表示机器人 1 和机器人 2 组成构件序号与某时刻 t 的位置. 两个机器人组成构件的

基本参数见表 1. 

ec

末端执行器末端执行器

连杆 3 连杆 3

连杆 2 连杆 2

连杆 1 连杆 1
r r

机器人 2机器人 1
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表 1  t 时刻机器人模型基本参数 

 序号 组成构件 几何体 起始位置/球心 终点位置 半径 

机器人 1 

0 连杆 胶囊体 a1(t) b1(t) r 
1 连杆 胶囊体 b1(t) c1(t) r 
2 连杆 胶囊体 c1(t) d1(t) r 
3 末端执行器 球体 d1(t)  e 

机器人 2 

0 连杆 胶囊体 a2(t) b2(t) r 
1 连杆 胶囊体 b2(t) c2(t) r 
2 连杆 胶囊体 c2(t) d2(t) r 
3 末端执行器 球体 d2(t)  e 

定理 30 中, 前提条件 0e 和 0r 是由双臂机器人的基本组成构件的几何意义决定的. 该定理主要证明

思路是: 根据前提中给出的机器人各序号对应组成构件类型、位姿信息, 结合机械臂定义 9、定理 29 机器人

无碰撞等价条件、定理 19 球体与胶囊体无碰撞条件等相关定理, 匹配前提条件, 对目标进行重写、逆推和化

简, 从而实现该定理的证明. 

基于定理 30, 即特定 t 时刻双臂机器人无碰撞条件, 假设机器人参数某时刻 t0 的具体数值参数见表 2. 可

得该时刻双臂机器人的碰撞判定条件的形式化模型如定理 31 所示. 

表 2  某时刻机器人模型数值参数 

 序号 组成构件 几何体 起始位置/球心 终点位置 半径(mm) 

机器人 1

0 连杆 胶囊体 (0,0,0) (0,0,650) 75 
1 连杆 胶囊体 (0,0,650) (350,0,650) 75 
2 连杆 胶囊体 (350,0,650) (350,450,650) 75 
3 末端执行器 球体 (350,450,650)  80 

机器人 2

0 连杆 胶囊体 (0,600,0) (0,600,650) 75 
1 连杆 胶囊体 (0,600,650) (350,600,650) 75 
2 连杆 胶囊体 (350,600,650) (350,150,650) 75 
3 末端执行器 球体 (350,150,650)  80 

定理 31(机器人碰撞判定). 

f g. 

f(0)=capsule((vector[&0;&0;&0]:real^3,vector[&0;&0;&650]:real^3),&75) 

f(1)=capsule((vector[&0;&0;&650]:real^3,vector[&350;&0;&650]:real^3),&75) 

f(2)=capsule((vector[&350;&0;&650]:real^3,vector[&350;&450;&650]:real^3),&75) 

f(3)=cball(vector[&350;&450;&650]:real^3,&80) 

g(0)=capsule((vector[&0;&600;&0]:real^3,vector[&0;&600;&650]:real^3),&75) 

g(1)=capsule((vector[&0;&600;&650]:real^3,vector[&350;&600;&650]:real^3),&75) 

g(2)=capsule((vector[&350;&600;&650]:real^3,vector[&350;&150;&650]:real^3),&75) 

g(3)=cball(vector[&350;&150;&650]:real^3,&80) 

~(DISJOINT(manipulators 3 f)(manipulators 3 g)) 

定理 31 表示: 该双臂机器人在表 2 所列机器人具体参数下, 两机器人发生碰撞. 该定理的证明关键在于

利用机器人碰撞等价条件, 找到具体发生碰撞的机器人构件, 通过机器人不同类型构件之间最短距离的简化

结果, 结合简化、逆推、实数自动证明策略等达到定理正确性的验证目的. 

5   总  结 

本文主要构建了机器人碰撞检测方法基础定理证明库, 主要包括建立了球体和胶囊体形式化模型, 实现

了几何体单元之间最短距离和机器人碰撞的高阶逻辑表达, 证明了其相关属性及碰撞条件等性质. 完成定义

9 条、证明定理 111 个、HOL-Light 证明脚本 6 000 余行. 本文的形式化工作不仅填补了基于高级逻辑碰撞检
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测验证方法的空白, 也为多臂/多机器人系统碰撞检测算法的验证奠定了坚实的基础. 因此, 下一步工作将围

绕着本文给出的基本框架实现对机器人碰撞算法的形式化验证. 
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