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摘  要: 迭代计算数据流等式的解, 是数据流分析的常用方法. 计算支配节点, 从而识别自然循环, 是许多现代编

译器优化分析的重要组成部分. 机械化验证高效的求解支配节点的算法通常是获得一个实际的“验证编译器”不可

或缺的一部分. 为了形式化证明一个高效的迭代求解严格支配节点的算法(CHK), 首先建立了值域是逆序列表集

合的半格结构, 逆序列表中的元素是控制流图中节点的逆后序遍历次序, 并证明了它是一个半格, 其偏序满足上

升链条件. 然后使用半格结构, 实现了一个基于工作表的Kildall迭代算法, 计算严格支配节点. 接下来, 首先给出

了控制流图中支配节点的定义性规范和相关性质定理, 然后构造并证明了迭代求解算法所满足的重要性质. 利用

这些性质定理, 相对于定义性规范, 证明了该迭代求解算法的正确性和完备性. 最后进行总结, 并讨论未来工作.

整个形式化开发使用的是定理证明助手 Isabelle/HOL. 
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Abstract: The common way of performing data-flow analysis of programs is by solving the data-flow equations using an iterative 

algorithm. Finding dominators, thus identifying natural loops, is central to numerous modern compiler optimization. Basically, 

mechanized verification of an efficient algorithm of computing dominators is intergral part of a verified compiler. In order to prove an 

efficient algorithm of computing strict dominators formally, first, a semilattice structure whose domain is a set of all descending lists in 

which nodes in a control flow graph are represented by its reverse post order (rPO) number is constructed and proved to be a semilattice 

whose ordering satisfies the ascending chain condition. Then, using the semilattice structure, a worklist-based Kildall’s algorithm that 

computes strict dominators is implemented. Next, a specification of dominators on a control flow graph is defined; key properties of the 

specification and the iterative algorithm are established, and the correctness and completeness of the algorithm are proved with respect to 

the definitional specification. Finally, the work is summarized and future research is presented. The whole development is carried out in 

Isabelle/HOL. 
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1   高效的迭代数据流求解算法 

迭代计算数据流等式的解, 是数据流分析的常用方法. 计算支配节点(dominator), 从而识别自然循环, 是

许多现代编译器优化分析的重要组成部分. 支配节点定义为: 如果从入口节点到节点 j 的所有路径都包括节

点 i, 则称 i 支配(dominate)j. 按照该定义, 控制流图中的任意节点都支配其自身. 如果 i 支配 j, 且 i 不等于 j, 

则称 i 严格支配(strict dominate)j. 除入口节点以外, 在节点 j 的所有严格支配节点中, 存在一个节点 i, j 的所

有其他严格支配节点都支配 i, 则称 i是 j 的直接支配节点(immediate dominator). 

最早使用迭代方法计算支配节点的是 Allen 和 Cocke[1]. 按照该方法, 除入口节点外, 计算严格支配节点

即求解等式: 

 ( ) ( ( ))j i i
i

sdom b b sdom b   (1) 

其中, 节点 bi 是节点 bj 的直接前驱, sdom(bi)和 sdom(bj)分别代表 bi和 bj 的严格支配节点集合. 初始, 入口节点

的严格支配节点集合为空, 其他所有节点的严格支配节点集合包括所有节点. 如果将每个节点抽象为控制流

图对应的深度优先搜索树(depth first search tree, DFST)的逆后序遍历(reverse post order, rPO)次序, 那么按照

该次序处理每个节点, 通常可以加快收敛速度, 提高迭代算法的效率. 

一个高效的迭代计算严格支配节点的算法由 Cooper、Harvey 和 Kennedy 等人提出(以下简称 CHK 算法)[2]. 

算法的基本思想是: 使用列表(list)存储严格支配节点, 若按 rPO 逆序排序, 在每次迭代过程中, 取出按 rPO 升

序排序的工作表首元素 h, 数据流传递函数(transfer function)取 h 的支配节点值(始终是一个逆序列表), 将 h 添

加到该值的首部, 其结果仍将是一个逆序列表. 因此, 在传播中, 集合的交运算可以实现为两个逆序列表的

“交”运算, 其结果仍是一个逆序列表, 它只包括参于运算的两个列表都具有的元素, 该计算可仅由一遍遍历

两个列表而完成, 该计算对应于第 1 节定义的 inter_sorted_rev 函数. 

CHK 算法的前提条件是, 每个节点的支配节点列表是有序的. 在本文的实现中, 支配节点列表保持逆序.

图 1 给出了 CHK 算法作用在一个控制流图上的输入和输出, 其中, 

 图 1(a)是控制流图; 

 图 1(b)是该控制流图的一棵 DFST, 其后序遍历是 k-e-h-f-d-c-b-a; 将所有节点抽象为对应于该 DFST

的 rPO 次序, 因此, 节点 a、b、c、d、e、f、h、k 分别对应于 0、1、2、3、6、4、5、7; 

 图 1(c)给出了各节点抽象为 rPO次序后对应的直接后继节点(节点 k无直接后继节点, 以短横线表示)、

初始严格支配节点、初始工作表(包括所有非“稳定”节点, 第 3 节将给出它的准确定义), 以及迭代完

成后, 各节点的严格支配节点列表. 可以看出: 在迭代结果中, 每个节点的严格支配节点列表仍然是

一个逆序列表, 并且列表的首元素就是该节点的直接支配节点. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

(a)                     (b)                             (c) 初始工作表: [0,1,2,3,4,5,6] 

图 1  CHK 算法输入和输出示例 

图 1 给出的是一个非可归约(nonreducible)[3]的控制流图, 目的是表明迭代算法对非可归约控制流图也是

节点 直接后继节点 初始严格支配节点 结果严格支配节点 
0 1 [] [] 
1 2 [7,6,5,4,3,2,1,0] [0] 
2 3, 6 [7,6,5,4,3,2,1,0] [1,0] 
3 4 [7,6,5,4,3,2,1,0] [2,1,0] 
4 5, 6 [7,6,5,4,3,2,1,0] [2,1,0] 
5 0 [7,6,5,4,3,2,1,0] [4,2,1,0] 
6 4, 7 [7,6,5,4,3,2,1,0] [2,1,0] 
7  [7,6,5,4,3,2,1,0] [6,2,1,0] 
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适用的. 

表 1 给出了作用在图 1 控制流图上的迭代传播计算过程. 第 1 列代表每次迭代取出的工作表首元素, 每

次迭代过程中, 代表数据流传递结果值的第 2 列将始终保持逆序, 该值传播到第 1 列所代表节点的所有后继

节点, 如第 3 列所示, 并与后继节点的原值进行“交”运算, 如果“交”运算的结果改变了原值, 则更新, 更新后

的值以粗体显示. 若更新后值的后继节点不存在于当前工作表中, 则添加到工作表中, 并使工作表始终保持

升序, 如表 1 中第 4 列所示. 

表 1  CHK 迭代传播过程示例 

当前工作 
表首元素 

数据流函数 
传递的值 

每次传播后数据流分析的值 更新后的 
工作表 0 1 2 3 4 5 6 7 

0 [0]  [0]       [1,2,3,4,5,6] 
1 [1,0]   [1,0]      [2,3,4,5,6] 
2 [2,1,0]    [2,1,0]   [2,1,0]  [3,4,5,6] 
3 [3,2,1,0]     [3,2,1,0]    [4,5,6] 
4 [4,3,2,1,0]      [4,3,2,1,0] [2,1,0]  [5,6] 
5 [5,4,3,2,1,0] []        [6] 
6 [6,2,1,0]     [2,1,0]   [6,2,1,0] [4,7] 
4 [4,2,1,0]      [4,2,1,0] [2,1,0]  [5,7] 
5 [5,4,2,1,0] []        [7] 
7 [7,6,2,1,0]         [] 

Cooper 等人指出: 采用这种方式实现的迭代算法对实际程序的控制流图进行求解, 其效率甚至快于接近

线性时间复杂度、但却非常复杂的 Lengauer-Tarjan 算法(以下简称 LT 算法)[4,5]. 

机械化验证高效的求解支配节点的算法, 通常是获得一个实际的“验证编译器(verified compiler)”[611]不

可或缺的一部分. 因此, 本文讨论如何在定理证明助手 Isabelle/HOL[12]的支持下, 证明 CHK 算法的正确性, 

并进一步证明其完备性, 实现代码见 Isabelle 形式化证明开源站点[13]. 

本文剩余部分所述的节点都是指节点对应的 rPO 次序. 控制流图 G 中的节点类型是 nat. 入口节点是 0, 

每个节点的支配节点列表是一个逆序列表, 其类型是 nat list. 由于每个节点已经抽象为其 rPO次序, 除了入口

节点外, 其他所有节点都存在一个直接前驱, 其 rPO 次序小于自身, 即满足性质: 

 vset(g_V G){0}.prev.(prev,v)g_E Gprev<v (2) 

其中, g_V G 表示 G 中的所有节点; g_E G 表示 G 中的所有边, 其类型是(natnat) set. 

本文第 1 节讨论逆序列表半格结构(A,r,f)的建立和性质证明. 第 2 节讨论基于工作表(worklist)的 CHK 算

法的实现, 迭代计算严格支配节点. 第 3节首先给出支配节点的定义性规范和相关性质定理, 然后构造并证明

迭代求解算法所满足的重要性质, 最后利用这些性质定理, 相对于支配节点的定义性规范, 证明 CHK 迭代求

解算法的正确性和完备性. 最后总结全文. 

2   严格支配节点列表的半格 

为了迭代求解严格支配节点, 首先建立逆序列表的半格(semilattice)结构. 每个节点的严格支配节点都是

控制流图中所有节点的子集, 因此, 代表严格支配节点的所有逆序列表的集合是 

 (revsorted_list_of_set) ` (Pow(set(g_V G))) (3) 

其中, 是函数组合运算符, sorted_list_of_set 按照集合中元素的大小关系, 将集合转换为升序列表, rev 函数将 

其变为一个逆序; Pow 是幂集运算; `是映射运算符; set 函数将列表转换为集合. 公式(3)是数据流分析中解的

值域. 

两个逆序列表 xs 和 ys 的大小比较运算 nodes_le 定义为 

 nodes_le xs ys=sorted(rev xs)sorted(rev ys)(set ys)(set xs)xs=ys (4) 

该定义要求两个列表 xs 和 ys 相同, 或者: 它们都是逆序的, 由 sorted rev 定义, 且 set ys 是 set xs 的子集. 

两个逆序列表的上确界运算定义为 nodes_sup, 以下称其为合并运算, 使用 inter_sorted_rev 定义为 

 nodes_sup=(x y.inter_sorted_rev x y) (5) 
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其中, inter_sorted_rev 是一个递归函数: 

 

_ _ [ ] 2 [ ]

_ _ 1[ ] [ ]

_ _ ( 1# 1) ( 2 # 2)

( ( 1 2) ( _ _ 1 ( 2# 2))

    ( ( 1 2) 1# _ _ 1 2)

_ _ ( 1# 1) 2))

inter sorted rev l

inter sorted rev l

inter sorted rev x l x l

x x inter sorted rev l x l

x x x inter sorted rev l l

inter sorted rev x l l

  
  





if then

else if then

else

（











 (6) 

其中, c 代表 xs 在合并之后是否发生了改变. 可以证明: 两个逆序列表合并运算的结果仍然是逆序的, 其元素

是两个逆序列表对应集合的交集, 即定理 inter_sorted_correct. 

lemma inter_sorted_correct: 

assumes “sorted(rev xs)” and “sorted(rev ys)” 

shows “set(inter_sorted_rev xs ys)=set xsset yssorted(rev(inter_sorted_rev xs ys))” 

利用上述定义, 可将半格结构定义为一个三元组 nodes_semi: 

 nodes_semi=((revsorted_list_of_set)`(Pow(set(g_V G))),nodes_le,nodes_sup) (7) 

将半格结构中的值域、大小比较运算以及合并运算分别表示为 A, r 和 f, r. f 运算分别记为r 和f, 可以 

证明三元组(A,r,f)是一个半格, 即满足以下条件: 

 ( . . ) ( . . )

( . . .

r f r f

r r f r

order r A closed A f

x A y A x x y x A y A y x y

x A y A z A x z y z x y z

 


         
        

   
   

 (8) 

其中, order r A 和 closed A f 的定义分别是 

 

( . )

                      ( . . )

                      ( . . . )

( . . )

r

r r

r r r

f

order r A x A x x

x A y A x y y x x y

x A y A z A x y y z x z

closed A f x A y A x y A

    
        
        
      


 

  


 (9) 

因此, f 运算在集合 A 上是闭的, r 是一个偏序, 它满足自反、反对称和传递性质. 

偏序 r 满足“上升链条件(ascending chain condition, acc)”, 即它不会无限增长, 由谓词 acc 定义. 为了证明

acc r 成立, 可以利用 Isabelle/HOL 支持的 Well-foundedness 概念. Well-foundedness 由谓词 wf 定义, 它等价于

acc: 

 acc rwf{(y,x).xry} (10) 

其中, xryxryxy. 

由于可以证明: 对于两个逆序列表 xs 和 ys, 如果其元素对应的集合满足真子集关系, 即 set xsset ys, 那

么 xs 列表的长度小于 ys 列表的长度, 即定理 sorted_rev_subset_len_lt: 

lemma sorted_rev_subset_len_lt: 

assumes “sorted(rev xs)” and “sorted(rev ys)” and “(set xs)(set ys)” 

shows “length xs<length ys” 

该定理表示, 可以为 nodes_le 这个偏序关系指定由列表到自然数的度量函数 length. 对于两个有序列表

xs 和 ys, 如果 xs 对应的集合是 ys 对应集合的子集, 并且 xsys, 那么 xs 对应的集合也是 ys 对应集合的真子集.

联合定理 sorted_rev_subset_len_lt, 可以证明 nodes_le 的逆(converse)满足谓词 wf, 即定理 wf_nodes_le: 

lemma wf_nodes_le: Wellfounded.wf{(y,x).nodes_le x yxy}. 

因此可以证明定理 acc_nodes_le: 

lemma acc_nodes_le: acc_nodes_le. 
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将所有节点的支配节点的类型定义为 nat list list, 它们之间的大小比较关系可以定义为 Listn.le nodes_le, 

记 Listn.le nodes_le ss ss为 ss[r]ss, 其中, Listn.le r=list_all2(x y.xry). 

可以证明: 如果 acc r 成立, 那么 acc (Listn.le r)成立. 因此, 利用定理 acc_nodes_le 可以推得 acc(Listn.le 

nodes_le), 利用 acc 和 wf 的等价, 可以推得定理 wf_listn_le: 

lemma wf_listn_le: Wellfounded.wf{(y,x).x[r]y}. 

3   迭代计算严格支配节点 

为了求解每个节点的严格支配节点列表, 构造“稳定(stable)”函数: 

 stable r step ss p((q,s)set(step p(ss!p)).srss!q) (11) 

其中, ss 是所有节点的严格支配节点的列表. step 是流函数, 它的类型是 natnat list(natnat list) list. 该流

函数不仅刻画了流函数的执行结果, 而且还记录了流函数继续向后执行的位置, 它是节点 p 的所有后继节点. 

step 的定义是 

 step n input=map(pc.(pc,(transf n input))) (rev(sorted_list_of_set(succs n))) (12) 

其中, transf n input=n#input. 运算符“#”在列表首位置添加元素 n, succs n 取得节点 n 的所有后继节点集合. 由

于函数 sorted_list_of_set 返值是升序列表, 利用函数 rev 转换为逆序列表. 

因此, 节点 p 是“稳定”的, 是指: 流函数在节点 p 处执行后的值小于 p 的所有后继节点的值. 所有节点都

是稳定的, 由 stables 定义: 

 stables r step ss(p<size ss.stable r step ss p) (13) 

如果所有节点都是稳定的, 数据流分析到达一个固定点, 此时, 数据流分析的值是数据流等式(1)的解. 

采用 Kildall 工作表的迭代算法, 工作表的类型是 nat list. 迭代函数 iter 利用 Isabelle/HOL 支持的 while

组合子, 可以定义为 

 

( ( , ). [ ])

( ( , ). ( ( ! )) ( ))

( , )

iter f step ss w ss w w

ss w let p hd w in propa f step p ss p ss tl w

ss w




   
 



while

 (14) 

其中, 传播函数 propa 是递归定义: 

 

[ ] ( , )

( # ) ( ( , ) ;  ( ! );

( ! _ _ _ ( )))

in ( [ : ]) )

f

propa f ss wl ss wl

propa f q qs ss wl let q s q u s ss q

wl u ss q wl else sorted list of set insert q set wl

propa f qs ss q u wl

  
    


   
 

if then （


 (15) 

因此, 传播函数将 transf(hd w) (ss!hd w)的结果和(hd w)的每个后继节点的值进行合并运算, 如果后继节

点的原值与合并运算的结果值不相等, 则更新为合并运算的结果值, 并将该后继节点添加到工作列表中. 工

作列表通过 sorted_list_of_set 始终保持升序, 使得每次迭代取的工作列表首元素是具有最小 rPO 的节点. 

初始时, 设置入口节点的严格支配节点列表为空, 其他节点的严格支配节点包括所有节点, 它是一个逆

序列表, 即 rev[0..<length(g_V G)], 初始状态由 start 定义: 

 start=[]#(replicate (length(g_V G)1) (rev[0..<length(g_V G)])) (16) 

初始工作表包括所有非稳定节点, 即“unstables r step start”, 其中, unstables 的定义是: 

 unstables r step ss=sorted_list_of_set {p.p<size ssstable r step ss p} (17) 

按照 stable 和 stables 的定义, 可以证明初始工作表包括所有具有后继节点的节点: 

lemma unstable_start: unstable r step start=sorted_list_of_set({p.succs p{}p<length start}). 

每次取工作表首元素, 设为 n, 在数据流分析处理过程中, transf n input的结果将总是逆序列表. 传播函数

将该值传播到 n的所有后继. 在迭代过程中, 工作列表因取出工作列表首元素而变小, 或者那些与合并运算结

果值不同的后继节点(如果不存在于工作列表中)添加到工作表中. 由于合并运算的结果总大于等于参于合并
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运算的两个列表, 而偏序关系 nodes_le 不会无限增长, 给定 start 初值, 该迭代算法总会到达一个稳定点. 

令 kildall r f step ss=fst(iter f step ss (unstable r step ss)), 于是, 利用公式(8)定义的半格, 迭代计算严格支

配节点的主函数 dom_kildall 是: 

 dom_kildall=kildall (fst(snd nodes_semi)) (snd(snd nodes_semi)) step (18) 

结合初值 start, 可以定义节点 i 是否严格支配节点 j 为 strict_dom: 

 strict_dom i j=(let res=(dom_kildall start)!j in iset res) (19) 

以及节点 i 是否支配节点 j 为 dom: 

 dom i j=(let res=(dom_kildall start)!j in iset resi=j) (20) 

利用 strict_dom 和 dom 的定义, 可以直接推得 dom_sdom 和 zero_dom_zero 这两个定理. 

 lemma dom_sdom: dom i jijstrict_dom i j; 

 lemma zero_dom_sdom: dom i 0i=0. 

为了证明迭代算法的正确性, 第 4 节将讨论更多更为复杂的性质定理. 

4   正确性和完备性 

本节证明第 3 节迭代计算支配节点的正确性和完备性. 迭代算法的正确性是指: 通过迭代计算得到节点 i

和节点 j 之间的支配关系满足某个预先定义的支配关系规范, 将由第 4.2 节末的定理 dom_sound 进行陈述, 其

中, dominate 是支配关系的定义性规范. 由定理 dom_sound 将进一步推导出严格支配关系的正确性: 通过迭代

计算得到的节点 i 和节点 j 之间的严格支配关系满足某个预先定义的严格支配关系规范, 将由第 4.2 节末的定

理 sdom_sound 加以陈述, 其中, strict_dominate 是严格支配关系的定义性规范. 迭代算法的完备性是指: 所有

满足支配关系规范定义的严格支配关系, 都能经由迭代计算而得到, 它是严格支配关系正确性的逆, 将由第

4.3 节末的定理 sdom_complete 给出陈述. 

4.1   支配节点的定义性规范 

为了证明第 3 节迭代计算支配节点的正确性, 首先给出支配节点的定义性规范. 定义由入口节点 0 到达

任意节点的路径函数为 path_entry: 

 
_ 0 : _ [ ] 0

_ _ : ( , ) ; _ _ ( # )

path entry path entry E

path entry prepend u v E path entry E l u path entry E u l v

 
   

 (21) 

按照该定义, 入口节点到达某个节点 n 的路径列表的首元素不是 n. 给定控制流图 G, 定义支配和严格支

配节点的正确性规范分别为 dominate 和 strict_dominate: 

 
. _ ( _ ) ( )

_ . _ ( _ ) ( )

dominate i j pa path entry g E G pa j i set pa i j

strict dominate i j pa path entry g E G pa j i set pa i j

      
      

 (22) 

这两个定义性规范满足的性质包括: 

 lemma sdominate_trans: dominate n1 n2n1n2strict_dominate n1 n2; 

 lemma sdominate_dominate_succs: strict_dominate i jjsuccs kdominate i k. 

4.2   正确性 

为了证明该迭代算法的正确性, 首先定义: 

 

_ ( . )

    ( . ( ( ! ))

( ! [0.. ] ( ( ! ). ))

( ! [0.. ] ( . ( , ) _ ))

( ))

    ( . )

wf dom ss w s set ss s A

p n sorted rev ss p

ss p rev n x set ss p x p

ss p rev n x set w x p g E G x p

p set w stable r step ss p

sorted w length ss n x set w x n

     
   
       
        

  
     






 (23) 
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其中, n 是节点个数, A、r 和 f 是第 2 节定义的半格, stable 函数在第 3 节已给出定义. wf_dom 刻画了在迭代计

算严格支配节点过程中保持的重要性质: 每个节点的严格支配节点都是值域 A 中的值. 每个节点的严格支配

节点列表都保持逆序; 如果某个节点 p 的严格支配节点不是 rev[0..<n], 即非初始值, 那么 p 的所有严格支配

节点都小于 p; 反之, 如果节点 p 的严格支配节点是 rev[0..n], 那么在工作列表中总存在一个节点 x, 它是节点

p 的直接前驱, 并且它小于 p; 所有不存在于工作列表中的节点都是稳定的. 工作列表保持升序. 代表所有节

点的严格支配节点列表的长度是 n. 工作列表中所有节点都小于 n. 

可以证明, 初始状态 start 和初始工作节点列表“unstables r step start”满足这些不变式, 即定理 wf_start: 

lemma wf_start: wf_dom start(unstables r step start). 

接下来证明 wf_dom 定义的不变式在迭代传播过程中的保持性定理 propa_dom_invariant: 

_ _ :

_

[ ]

( (  ) ( !  )) (  ) ( , )

  _  .

lemma propa dom invariant

wf dom ss w

w

propa f step hd w ss hd w ss tl w ss w

wf dom ss w


  

  
 

  

  

 

为了完成这个证明目标, 首先构造并证明流函数的有界性、保持性和单调性. 有界性定义为 

 bounded step n(p<n.s.(q,s)set(step p s).q<n) (24) 

容易证明 bounded_step: 

lemma bounded_step: bounded step n. 

流函数的保持性定理构造为 pres_step: 

lemma pres_step: 

assumes “(q,)set(step p (ss!p))” 

and “nset(ss!p).p>n” 

and “ss!pA” 

and “p<n” 

shows “A?”. 

由于 A 中所有列表都是逆序的, 在满足“nset((ss!p)).p>n”的条件下, p#ss!p 仍然是逆序, p 和 ss!p 中的元

素都是合法节点, 因此, 该定理可以得证. 

在满足 sorted(rev(transf p ))的前提下, 可以构造并证明流函数的单调性 mono_step: 

_ : .

 ( ( ))

( ) { } ( ),

r

r

lemma mono step p A p n

sorted rev transf p

set step p set step p

    


 

      







 

其中, A{r}B(p,)A..(p,)set Br. 

在每次迭代过程中, 流函数计算的是 transf (hd w) (ss!hd w). 在满足 wf_dom ss w 的前提下, 由 wf_dom 的

定义可得: 

(1) p<n.ss!prev[0..<n]xset(ss!p).x<p; 

(2) p<n.ss!p=rev[0..<n](xset w.(x,p)g_E Gx<p); 

以及p<n. sorted(rev(ss!p)), xset w.x<n和 sorted w. 于是, hd w<n和 sorted(rev(ss!hd w))成立. 可推得 ss!hd w

不可能是 rev[0..<n], 这是因为: 如果 ss!hd w=rev[0..<n], 由结论(2)可推得xset w.(x,hd w)g_E Gx<hd w). 

显然, 这与 sorted w 所要求的“w 中的所有元素都大于等于首元素 hd w”相矛盾. 联合结论(1), 可以推得: 

(3) xset(ss!hd w).x< hd w. 

联合 sorted(rev(ss!hd w)), 可推得 transf (hd w) (ss!hd w)的结果仍然是逆序列表. 由结论(3)、wf_dom 的定

义以及保持性定理, 可以证明(q,)set(step (hd w) (ss!hd w)).A. 于是, 可以建立传播之后的值(ss,w)和传播
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之前的值(ss,w)之间的联系. 

 (q,)set(step (hd w) (ss!hd w)).ss!q=(hd w#(ss!hd w))f ss!q; 

 (q,)set(step (hd w) (ss!hd w))q<length ssss!q=ss!q. 

现在来证明 propa_dom_invariant. 首先利用 cases 证明命令, 区分属于 hd w 后继的节点和不属于 hd w 后

继的节点. 证明进一步涉及不同情况下的 cases 分析, 譬如节点的严格支配节点是否包括所有节点、工作列表

是否为空列表等等, 并涉及与控制流图相关的许多细节问题. 譬如, 在该证明中要求控制流图中的节点没有

自循环, 即不存在节点到节点本身的边. 由于控制流图中的节点已经抽象为其 rPO 次序, 因此对于除入口节

点以外的任意节点 v, 都存在一个直接前驱节点 prev, 满足 prev<v, 如公式(2)所示. 

证明了 wf_dom 定义的不变式在迭代过程中的保持性之后, 继续证明算法终止时所满足的后置条件, 除了

满足 wf_dom 定义的不变式外, 它们还包括: 

(1) stables r step res; 

(2) start [r] res 

(3) tslist n A.start [r] tsstables r step tsres [r] ts. 

其中, res=dom_kildall start, 是迭代计算的结果. 由于已经证明了每次迭代的结果满足不变式: p<n. 

pset wstables r step ss p, 因此, 如果 w为空, 可以直接证明条件(1). 利用类似证明上述 wf_dom不变式保持 

性的证明模式, 可以证明每次迭代的结果 ss满足 start [r] ss以及tslist n A. start [r] tsstables r step ts 

ss [r] ts, 于是, 条件(2)和条件(3)能够得证. 

接下来, 证明中止关系满足 Well-foundedness 性质. 工作表是一个升序列表, 容易证明: 

xyfinite ylength (sorted_list_of_set x)<length (sorted_list_of_set y). 

于是可以证明: 

Wellfounded.wf{(x,y).(sorted_list_of_set x,sorted_list_of_set y) ` finite_psubset}, 

其中, finite_psubset={(A,B).ABfinite B}. 

联合第 2 节证明的定理 wf_listn_le, 由 Isabelle/HOL 支持的定理 wf_lex_prod 可推得中止关系满足

Well-foundedness 性质, 即定理 wf_termination_rel: 
_ _ :

. {( , ). [ ] } * *

{ ( , ). ( _ _ _ , _ _ _ ))  ̀ _ }.
r

lemma wf termination rel

Wellfounded wf ss ss ss ss lex

x y sorted list of set x sorted list of set y finite psubset
     

即, 迭代计算严格支配节点的中止关系满足 Well-foundedness 性质. 该性质表明了中止性: 由于执行了合

并运算的传播后的值总大于传播前的值, 按照 Listn.le r 关系满足上升链条件, 不会无穷增长; 传播后的工作

列表总是一个有限真子集, 因此工作列表中的元素总会逐渐减少. 

最后可以证明 propa_termination: 
_ :

( ( ( ) ( ! )) ( ), ( , )

{( , ). [ ] } * *

{ ( , ). ( _ _ _ , _ _ _ )) ` _ }.
r

lemma propa termination

propa f step hd w s hd w a tl w ss w

ss ss ss ss lex

x y sorted list of set x sorted list of set y finite psubset


     

即迭代总会沿着该中止关系逐步减小, 算法总会终止. 

综合以上证明, 可以推得定理 iter_dom_properties: 
_ _ :

( ( )  ( , )

_     (

. [ ] [ ] ,
r

r r

lemma iter dom properties

iter f step start unstables r step start ss w

wf dom ss w stables r step ss start ss

ts list n A start ts stables r step ts ss ts

  
     

   


 
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并证明“kildall r f step start”是迭代等式的解, 它满足以下条件: 
   

  (    ) (

. [ ] (    ) [ ] .
r

r r

kildall r step start list n A

stables r step kildall r step start start ss

ts list n A start ts stables r step ts kildall r step start ts

 
 

   


 
 

于是, 数据流等式(1)的解 kildall r f step start 在每个节点处都是稳定的. 在稳定状态下, 如果当前迭代状

态中的工作列表不为空, 再次调用传播函数时, 不会再添加新的后继节点到工作列表中, 迭代状态将始终保

持不变, 因此, 工作列表将随每次迭代而减少, 最后为空. 

利用 iter_dom_properties 可以证明 dom 和 strict_dom 满足一个重要性质 sdom_dom_succs: 

lemma sdom_dom_succs: strict_dom i jjsuccs kdom i k. 

即: 如果节点 i 严格支配节点 j, j 是节点 k 的一个直接后继, 那么 i 支配 k. 结合第 3 节中证明的定理

dom_sdom, 可以直接证明 dom_succs: 

lemma dom_succs: dom i jijjsuccs kdom i k. 

利用定理 dom_succs, 可以建立迭代计算严格支配节点与控制流图路径之间的关系, 即 dom 和 path_entry

之间所满足的一个重要性质 path_entry_dom: 

_ _ :

. _ ( _  )    .

lemma path entry dom

pa n d path entry g E G pa n dom d n d set pa d n     
 

该定理表示: 如果从入口节点到节点 n 具有一条路径 pa, 并且按照迭代计算的结果, 节点 d 支配 n, 那么

d 肯定存在于 pa 中, 或者 d=n. 证明过程是: 在归纳规则 path_entry.induct 进行归纳. 对于基本步, 如果 dom d 

0, 由第 3 节证明的定理 zero_dom_zero 可推得 d=0; 对于归纳步, 利用 dom_succs 可以得证. 

因此, 现在可以构造并证明迭代算法的正确性定理 dom_sound, 它表明: 第 3 节中通过迭代算法计算出的

支配关系满足第 4.1 节中定义的支配关系规范: 

lemma dom_sound: dom i jdominate i j. 

主要利用上述证明的定理 path_entry_dom, 该正确性定理可以得证. 利用 dom_sound, 可直接证明迭代计

算的严格支配关系也是正确的: 

lemma sdom_sound: strict_dom i jjset(g_V G)strict_dominate i j. 

4.3   完备性 

完备性是正确性的逆, 刻画为 

lemma sdom_complete: strict_dominate i jj<length startstrict_dom i j. 

即: 所有满足支配节点规范定义的严格支配关系, 都能经由迭代算法计算而得到. 

通过反向证明来证明完备性. 构造定理 notsdom_notsdominate: 如果经由迭代计算, 节点 i 不严格支配节

点 j, 那么按照支配关系规范, i 也不严格支配 j, 即 notsdom_notsdominate: 

_ :

_   _ _   ,

lemma notsdom notsdomiante

strict dom i j j length start non strict dominate i j   
 

其中, non_strict_dominate 定义为 

 non_strict_dominate i j=pa.path_entry(g_E G) pa j(iset pa) (25) 

显然, 由该定义可推得非 strict_dominate i j 成立: 

lemma nonstrict_eq: non_strict_dominate i jstrict_dom_dominate i j. 

为了证明 notsdom_notsdominate, 需要证明在迭代过程中保持的另外一个不变式, 构造为 
( . ( ! ) _ _   )

(  (  ) ( !  ))  (  ) ( , )

( . ( ! ) _ _   )

i i n k set ss i non strict dominate k i

propa f step hd w ss hd w ss tl w ss w

i i n k set ss i non strict dominate k i

     
  

     
 

该不变式保持性的证明与第 4.2 节中定理 propa_dom_invariant 的证明类似, 这里不再赘述. 
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于是能够证明 complete_aux: 

_ :

      (    ) ( , )

  !  

  _ _   .

lemma complete aux

iter f step start unstables r step start ss w

i n ss i res k set res

non strict dominate k i

  
     

 

结合第 4.2 节中已经证明的定理 wf_termination_rel 和 propa_termination, 可以证明 notsdom_notsdominate. 

因此, 结合 contrapos_nn、nonstrict_eq 可以证明迭代算法的完备性 dom_complete: 

lemma sdom_complete:strict_dominate i jj<length startstrict_dom i j. 

5   总  结 

本文讨论了如何使用定理证明助手 Isabelle/HOL 证明一个高效的迭代算法, 计算数据流图中节点的支配

关系. 该迭代计算将节点抽象为逆后序遍历的次序, 按照该次序, 工作表保持升序, 迭代分析的值保持逆序. 

用这种方式对实际程序的控制流图进行求解, 其效率甚至快于 LT 算法. 为了机械化证明该算法, 建立了逆序

列表的半格结构, 并证明了它是一个半格, 且满足“上升链条件”. 然后使用半格结构, 实现了一个基于工作表

的 Kildall 迭代算法. 在给出了控制流图中支配节点的定义性规范和相关性质定理后, 构造并证明了迭代求解

算法所满足的重要性质. 利用这些性质定理, 相对于定义性规范, 证明了该迭代求解算法的正确性和完备性. 

迭代计算是求解支配关系的一个主要方法, 另外两类主要方法是: 

1) 基于复杂图变换和路径压缩的 LT 算法以及各种改进方法[1417], 这类方法可以获得线性时间复杂度; 

2) 直接的计算方法, 由非常早期的支配关系研究者们提出[18,19], 其基本思想是: 从节点 i 的一条路径

中依次移除节点, 如果移除节点后 i 不可达, 则该节点是 i 的一个支配节点. 这类方法的时间复杂度

与实际实现时所用的数据结构等非常相关. 

鉴于 LT 算法的复杂性, Blazy 等人使用定理证明助手 Coq, 在 Compcert SSA (static single assignment)项目

中使用后验的方式, 验证了 LT 算法的正确性[20]. 他们首先使用 Ocaml 实现了一个简化版的 LT 算法, 然后在

Coq 中编写了确认器(validator), 能够快速检查执行 LT 算法所得结果的正确性, 最后证明了确认器的正确性. 

Zhao 等人在 Vellvm 项目中也实现了一个验证的基于 SSA 的优化编译器[21], 他们使用了 Compcert 项目中的

Kildall 模块, 证明了 CHK 算法的正确性和完备性. Coq 的底层逻辑是非简单的依赖类型, Isabelle/HOL 是实现

了 Church A——简单类型理论的通用证明助手, 两者在定义、定理的构造以及证明方式上非常不同. 因此, 本

文的工作并不是 Zhao 等人研究工作的简单重复. 譬如: 他们在半格结构中使用了 option 类型, None 用来表示

最小值, 其解释是这个设计导致了更好的执行性能; 在本文的实现过程中, 发现不需要提升(lift)到 option 类

型, 最小值是包括所有节点的逆序列表, 并且, 未提升到 option 类型的证明更为流畅. 

本文选择机械化证明 CHK 迭代算法的原因是: 

1) 迭代算法基于格理论框架(lattice theoretic framework)[2224], 使得能够在格理论的指导下, 系统性地

机械化证明一个特定迭代算法的正确性和完备性; 

2) 在采用 CHK 迭代算法对实际程序的控制流图进行求解时, 具有媲拟普遍认可为高效的 LT 算法的效

率 , 而机械化验证高效的求解支配节点的算法通常是获得一个实际的 “验证编译器 (verified 

compiler)”不可或缺的一部分; 

3) 支配关系不仅用于程序优化, 还可用于诸如反编译、电路测试以及各类组件系统等, 而通过机械化

验证建立这类应用的高可靠性也是非常有益的. 

本文未来的研究工作包括利用支配节点识别和恢复循环, 证明一种不具有结构化控制指令的语言(譬如

JVML)翻译到具有结构化控制指令语言(譬如 WebAssembly)的正确性, 以及编译优化的正确性等. 
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