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摘  要: 传统矩阵分解方法因其算法的高可扩展性和较好的性能等特点,在预测、推荐等领域有着广泛的应用.
然而大数据环境下,更多上下文因素的获取变得可能,传统矩阵分解方法缺乏对上下文信息的有效利用.在此背景

下,因子分解机模型提出并流行.为了更好地把握因子分解机模型的发展脉络,促进因子分解机模型与应用相结合,
针对因子分解机模型及其算法进行了综述.首先,对因子分解机模型的提出进行了溯源,介绍了从传统矩阵分解到因

子分解机模型的演化过程;其次,从模型准确率和效率两方面对因子分解机模型存在的基本问题和近年来的研究进

展进行了总结,然后综述了适用于因子分解机模型求解的 4 种代表性优化算法;最后分析了因子分解机模型目前仍

存在的问题,提出了可能的解决思路,并对未来的研究方向进行了展望. 
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Abstract:  The traditional matrix factorization method has a wide range of applications in prediction and recommendation tasks because 
of its high scalability and good performance. In the big data era, more and more contextual features can be obtained easily, while the 
traditional matrix factorization approach lacks effective use of context information. In this context, Factorization Machines (FM) is 
proposed and popular. To better grasp the development process of FM model and adapt FM approach to the real application, this paper 
reviews existing FM models and their optimization algorithms. First, it introduces the evolution process from traditional Matrix 
Factorization (MF) to FM model. Second, the paper summarizes the existing researches on FM method from the perspective of model 
accuracy and efficiency; Third, the paper presents the studies of four representative optimization algorithms, which are suitable for 
various FM models. Finally, the paper analyzes the challenges in the current FM model, proposes possible solutions for these problems, 
and discusses the future work. 
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随着云计算、大数据、物联网等技术的迅猛发展,互联网的各类服务应用层出不穷,数据规模呈现指数级

增长.根据国际数据集团 IDC 的 2012 年报告显示:到 2020 年,全球数据总量预计将达到 2011 年的 22 倍,即
35.2ZB[1].虽然大数据中蕴含着丰富的价值和巨大的潜力,但同时也使得信息过载问题越发严重.在此背景下,推
荐系统诞生.作为解决信息过载问题的有效方法,推荐系统已经成为学术界和工业界的关注热点并得到广泛应

用,形成了众多相关研究成果.一般地,推荐系统从用户历史数据中自动学习用户的需求和兴趣,通过多样化的

推荐算法从海量数据中挖掘出用户感兴趣的项目(如信息、服务和物品等).目前,推荐系统已经在很多领域得到

成功应用,包括电子商务(亚马逊、阿里巴巴、京东等)、信息检索(如 Google、百度等)、社交网络服务(如
Facebook、QQ、微博等)、位置服务(如 Foursquare、Yelp、大众点评等)、新闻推荐(如今日头条、Google news
等)、电影推荐(如 Netflix、豆瓣等)等[2]. 

从信息过滤的角度来看,传统的推荐系统主要分为基于内容推荐系统、协同过滤推荐系统和混合推荐系

统.其中,最经典的算法非协同过滤算法莫属,而矩阵分解在重要问题上出色的预测能力,让其成为协同过滤算

法中应用最为广泛的模型.在矩阵分解模型中,数据被组织为用户-物品矩阵,矩阵中每个值被编码成 0/1 或真实

评分,以表示用户与物品间的交互行为.矩阵分解模型的目标在于从用户-物品矩阵中分别学习每个用户和物品

的隐因子向量,最终学习得到的这种隐因子向量可用于近似重建可观察的交互值,并预测缺失或未知交互值. 
在更多上下文特征可获取的今天,随着多种上下文特征引入建模,传统矩阵分解方法的扩展研究快速展开,

使其能够将更多上下文因素引入模型.然而大多数基于上下文特征的分解方法都有其特定的应用场景,相比传

统的矩阵分解模型而言,算法泛化能力大大降低.在此背景下,文献[3]提出了著名的因子分解机模型. 
因子分解机(factorization machines,简称 FM)是一个通用的模型,其在 Movielens 数据集上的数据组织形式

如图 1 所示,每个数据实例中的所有特征(用户、电影、当前用户对其他电影评分、观看时间、当前用户观看

的上一部电影)被组织成一个向量 Xi,并对应一个目标值 yi,特征之间互相平等.凭借该模型,Rendle 在 KDD Cup 
2012 中分别取得 Track1 第 2 名和 Track2 第 3 名的成绩.与原有的分解方法相比,该模型将特征工程的一般性与

分解模型的优越性相融合 .它能够通过特征工程模拟绝大多数的特定分解模型 ,如 SVD++[4],FPMC[5], 
timeSVD++[6],BPTF[7],PITF[8]等. 
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Fig.1  Data organization example of FM on Movielens dataset 
图 1  基于 Movielens 的 FM 数据组织示例 

本文首先对因子分解机模型进行溯源,探讨因子分解机模型和其他流行的基于上下文的分解方法的关系,
指出因子分解机模型能够通过其强大的泛化能力自然地模拟这些特定场景下的分解算法;然后综述近年来涌

现的针对不同问题的各种因子分解机模型的变种,从模型的准确性及性能角度出发,将其分为基于准确性的优

化和基于性能的扩展;接着,从独立于问题模型的角度综述适用于因子分解机模型求解的代表性优化方法,指出

每种优化方法的优势和不足;最后,本文分析了现有因子分解机模型仍然存在的问题,针对这些问题,提出了可

能的解决思路,并对未来研究方向进行了展望. 
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本节第 1 节对因子分解机模型的提出进行溯源,指出分解方法如何从传统矩阵分解一步步发展为因子分

解机模型.第 2 节综述现有因子分解机模型及其变种.第 3 节综述现阶段适用于因子分解机模型求解的代表性

优化算法.第 4 节对因子分解机模型研究目前仍存在的问题进行分析,指出可能的解决思路,并对未来的研究方

向进行展望.最后,在第 5 节总结本文. 

1   因子分解机模型溯源 

矩阵分解模型作为推荐算法的研究热点,已经在推荐系统相关领域得到大规模的应用.该算法的核心思想

是:把推荐问题转化为矩阵完全分解问题,把稀疏用户评分矩阵映射到给定的用户集合和项目集合,通过矩阵运

算预测缺省评分,反映用户对项目的潜在偏好,按照用户对未评分项目的预测评分值对用户进行推荐[9].矩阵分

解算法能够有效降低高维数据稀疏性,并且对噪声和冗余不敏感,拥有良好的可扩展性,但是可解释性较差,计
算复杂度高[10]. 

传统的矩阵分解算法有奇异值分解(SVD)[11]、非负矩阵分解(NMF)[12]、概率矩阵分解(PMF)[13]等.这些算

法的共同特点是将高维矩阵分解成为 2 个或多个低维矩阵的乘积形式,便于在一个低维空间研究高维数据的

性质.PureSVD[14]直接对用户评分矩阵做 SVD 分解,未知值采用 0 值填充,可以快速获取用户对项目预测评分.
但是 SVD 允许分解出现负值,这在物理上缺乏可解释性.与 SVD 相比,NMF 可以保证分解所得矩阵的每个元素

均是正值,这使得 NMF 具有直观的物理意义.不同于 SVD 和 NMF,PMF 从概率的角度预测用户评分,假设用户

和商品的特征向量矩阵都符合高斯分布,基于这个假设,把用户偏好问题转换为概率组合问题,从更深层次讨论

了矩阵分解的概率解释. 
在大数据时代移动设备智能化的今天,上下文因素的获取变得极为容易,例如用户的人口统计信息、物品

的本身属性、时间、位置、社交网络等.早在 2005 年,文献[15]研究指出,把上下文信息融入推荐系统将有利于

提高推荐精确度.因此,研究者考虑基于丰富的上下文信息提升传统用户-物品矩阵分解模型的准确率.文献[16]
把位置上下文引入推荐系统,引入高维 SVD(HOSVD),很好地处理了用户-位置-活动三维张量.文献[6]把时间上

下文引入建模,提出一种 timeSVD++算法,提高预测用户电影评分的精准度.文献[17]将联合 PMF(UPMF)引入上

下文广告推荐,把用户评分矩阵分解为用户、广告和网页特征矩阵的乘积. 
上述推荐算法分别将不同的上下文因素融入分解模型中,提高了特定场景下的推荐精准度,然而这种基于

特定上下文特征的分解方法其泛化能力较低,没有一个方法能将大多数上下文特征以特征工程的方式融入分

解模型中去.在此背景下,文献[3]提出了著名的因子分解机模型.接下来,第 1.1 节将对因子分解机模型的数据组

织形式和模型表达式进行说明.在后续章节中,给出如何使用因子分解机模型模拟其他特定模型. 

1.1   标准因子分解机模型 

假设一个预测问题的训练数据 D=(X,y),其中,X∈ n×p 表示当前数据集 D 有 n 个实例,每个实例由一个维度

为 p 的稀疏向量组成,y∈ n 则表示 n 个实例对应的真实标签,(Xi,yi)表示第 i 个实例 Xi 对应标签为 yi. 

FM 能够对输入训练集 D=(X,y)不同特征间的交互进行分解建模,其 d 阶交互模型表示见公式(1). 
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其中,模型参数 w0,wj 和
i
jV 分别表示全局偏置、特征 i 对应权重以及特征 j 在与其他特征进行 i 阶交互时对应的 

隐因子向量;k 表示分解所得隐因子向量维度,由用户手动指定: 

0 , , ip kp iw ×∈ ∈ ∈w V . 

然而,随着特征交互阶数的增加,模型参数规模成指数级增长,导致计算复杂度不可接受.通常在实际应用

时,二阶 FM 模型已有较好的表现,故称二阶 FM 为标准 FM 模型.将公式(1)简化为标准 FM,其表达式见公式(2). 
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与多项式回归的不同之处在于:特征的两两交互并不由一个独立的参数 wj,j′来建模,而是使用两个分解的 

隐因子向量来估计交互参数 wj,j′的值,即有 , , ,
1

,
k

j j j j j f j f
f

′ ′ ′
=

= 〈 〉 = ∑W V V V V ,这使得 FM 能够在高稀疏数据上有较好 

的表现. 

1.2   矩阵分解与因子分解机模型 

假设当前训练数据包含 m 个用户和 n 个物品的交互.对于传统矩阵分解,构造用户-物品交互矩阵 Rm×n,通过

矩阵运算预测缺省评分,完成对用户隐因子矩阵 U 和物品隐因子矩阵 V 的学习: 

 ˆ , ,T m k n k× ×≈ = ∈ ∈R U V R U V  (3) 
然而,这种最基本的矩阵分解思想在实际情况下并不能很好地度量用户和物品的交互.用户之间是具有差

异性的,例如有的用户偏向给出物品较高的评分.同样的,这种情况也会出现在物品中.通过对公式(3)加入用户/
物品和全局偏置项,得到一个更加合理的分解模型: 

 0 0
ˆ , , , , ,T m k n k m n

u v u vb b× ×≈ + + + = ∈ ∈ ∈ ∈ ∈R b b U V R U V b b  (4) 

同样地,使用上述例子构建基于标准 FM 模型的训练集,形成一个指示矩阵 X∈R|U|×|V|,每个数据实例 x 由

|U|+|V|维稀疏向量构成.假设当前数据实例表示用户 u 与物品 i 的交互,则该向量 x 仅第 u 和|U|+i 个位置为 1,
其他均为 0: 

| | | |

( , ) (0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0)→ =u i
U V

x . 

在这种情况下,FM 与矩阵分解模型表达式相同: 

 
| | | | | | | | | | | |

0 , , 0 , ,
0 0 1 1 1
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1.3   SVD++与因子分解机模型 

假设训练集由 m 个用户、n 个物品以及上下文特征 L 组成,其中,特征 L 不为 0 的列数为 c.标准 FM 数据组

织格式可表示如下: 

1
| || | | |

( , ,{ ,..., }) (0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0,0,...,1/ ,0,...,1/ ,0,...)→ =cu i l l c c
VU L

x . 

基于上述场景,标准 FM 模型可表示如公式(6): 

 0 2
1 1 1 1 1

1 1 1 1ˆ( ) , , , ,
j j j j j

c c c c c

u i u i i l l u l l l
j j j j j j

y w w V V
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= + + + 〈 〉 + 〈 〉 + + 〈 〉 + 〈 〉∑ ∑ ∑ ∑ ∑x w w V V V V V V  (6) 

如果{l1,l2,…,lm}表示用户对物品的隐式反馈特征,那么公式(7)前 5 项与完整 SVD++模型完全相同. 

1.4   两两交互张量分解与因子分解机模型 

假设训练数据包含 3 类特征,分别为用户、物品和物品对应的标签,与第 1.3 节中应用场景类似,其 FM 数据

组织形式可表示如下: 

| || | | |

( , , ) (0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0,0,...,0,1,0,...,0)→ =u i t
VU T

x . 

两两交互张量分解模型(pairwise interaction tensor factorization,简称 PITF)可表示如公式(7): 
 0ˆ( ) , , ,′ ′ ′= + + + + 〈 〉 + 〈 〉 + 〈 〉u i t u i u t i ty wx w w w V V V V V V  (7) 

从上式可以看出:与标准 FM 模型相同特征共享隐因子向量不同,PITF 中,每个特征在与不同类别特征交互

时,其对应的隐因子参数是不同的. 

1.5   支持向量机与因子分解机模型 

假设训练数据中,每个数据实例包含 p 维特征,基于线性核的支持向量机可表示如公式(8): 
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p
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显然可见,线性核支持向量机与一阶 FM 模型(不存在特征间两两交互)具有相同表达式.继而,使用非奇次

多项式核替代线性核,支持向量机在特征二阶交互时可以表示为公式(9): 

 2
0 , , 0

1 1 1 1

ˆ( ) 2 2 , , , ×

= = = = +

= + + + ∈ ∈ ∈∑ ∑ ∑ ∑
p p p p

n n n
i i i i i i j i j

i i i j i
y w wx w x W x W x x w W  (9) 

由公式(9)可知,多项式核使得支持向量机能够对特征间更高阶的交互进行建模.与标准 FM 相比,两个模型

都能够对特征间高阶交互进行建模,不同之处在于:多项式核 SVM 所有的交互参数都是完全相互独立的,这点

与多项式回归相同;而标准 FM 的交互参数通过分解学习得到,并且由于每个特征对应的隐因子参数在与任何

其他特征交互时是共享的,因此进一步降低了模型复杂度.此外,通常对非线性核 SVM,需要转化为其对偶问题

进行求解;而标准 FM 可以直接进行优化. 
除去上述分解模型,标准 FM 还能高度模拟其他特定上下文分解模型,例如 FPMC(factorizing personalized 

markov chains)[5]、BPTF(Bayesian probabilistic tensor factorization)[7]、TimeSVD++[6]、最近邻模型[18]以及基于

用户(物品)属性上下文模型[19,20]. 

2   因子分解机模型研究进展 

虽然 FM 已经被广泛应用于预测、推荐等领域,且通常都能够获得较好的结果,然而在具体实践中仍存在大

量挑战.从模型的准确率和效率性能两个方向出发,FM 存在的问题可总结如下. 
• 在准确率方面 
(1) 一般具体的 FM 模型的应用中取二阶交互,即特征的交互仅限两两相互交互建模.虽然理论上可以证

明随着交互度的增加,FM 模型的时间复杂度呈线性增长趋势,但是由于 FM 数据表示的高维稀疏性,
其高阶交互的线性时间复杂度在现实应用中亦难以接受; 

(2) 神经网络在特征的高阶非线性交互建模及高阶特征表示方面具有较好的效果,而标准 FM 在特征的

低阶交互建模方面有一定的优势,两者的融合必定会取得更好的模型性能; 
(3) FM 的成功很大程度源于它对特征间的交互行为进行了建模,这种交互的加入更加符合事物的规律,

有效地提升了算法的性能.然而在现实生活中,并不是所有的特征交互都能得到正向的增益,噪音特

征的加入甚至会损害模型的准确性,因此,如何对特征交互加以甄别,进一步提升算法的性能和效率,
仍是一个巨大挑战; 

(4) 由于 FM 表达式的整体非凸性,标准 FM 基于梯度的优化,其步长及正则化超参的选择都会影响到模

型训练的收敛.如何规避此类超参初值选择对模型收敛的影响、如何重构模型使得其目标函数整体

呈现凸优化,有一定的困难; 
(5) 在标准 FM中,所有特征之间相互平等,类别和层次信息无法得到体现.如何将这些信息融入模型,进一

步提升模型性能,是一个问题. 
• 在模型训练效率和性能方面 
由于 FM 模型和数据组织形式的高维稀疏性,在大数据环境下:一方面,更多的上下文特征不断涌入;另一方

面,数据规模不断增加.两者共同导致因子分解机的模型复杂度增加和训练数据增长,传统的单机环境已无法满

足其需求(内存无法全部存储且计算效率低下).因此,如何对模型的学习进行扩展以提高其效率变得尤为迫切. 
针对上述问题,研究者从不同角度给出了解决方案. 

2.1   模型准确性提升 

2.1.1   高阶交互 
文献[3]提出:标准 FM 模型可以适用于任意阶特征交互场景,其模型表达式如公式(1)所示.然而,一般情况

下只使用 d=2,即两两特征交互.原因有二. 
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• 其一,同阶交互时,在建模当前特征在与其他特征的交互过程中,当前特征对应的分解隐因子向量是共

享的.然而当存在多阶特征交互时,不同阶特征对应的隐因子向量是不共享的,模型的参数增长量会随

着特征维度的大小线性增长.由于因子分解机模型将用户、物品本身也作为特征平等对待,因此在实际

工业环境下,其特征维度会非常之大.当特征的高阶交互存在时,模型参数的增长会非常迅速,导致存储

及计算资源指数级增加,限制了模型的推广.例如,假设特征维数维 m,不同阶分解所得隐向量的维度均

为 k,忽略全局偏置和单个特征对应权重.当 d=3 时,与两两特征交互相比,新增模型参数; 
• 其二,文献[3,21−23]仅给出了二阶特征交互下模型的 4 种优化策略——随机梯度下降、坐标下降、马

尔可夫蒙特卡洛法和基于自适应正则的随机梯度下降算法. 
一般地,高阶交互的加入能够使模型的性能进一步提高.针对标准 FM 模型在高阶交互中存在的问题,研究

者给出了自己的方案. 
文献[24]直接扩展二阶因子分解模型至三阶,并沿用二阶的交互项表达式变换技巧对三阶交互项进行了优

化.相比原始的三阶交互,时间复杂度降低.最后使用随机梯度下降学习得到最终模型.然而,该三阶模型依然未

解决能够向更高阶通用扩展的问题,且模型复杂度依然随阶按倍数增长.相似的,文献[25]提出一种三阶因子分

解模型,与标准因子分解机模型不同,作者使用 ANOVA 核建模特征间的三阶交互,使用坐标下降法对三阶

ANOVA 核因子分解机模型优化. 
与上述只达到三阶交互的模型不同 ,文献[26]提出一种任意高阶共享因子分解模型 .作者同样使用了

ANOVA 核对其进行重构.ANOVA 核通常被用来建模特征间的交互,与因子分解机模型的交互项相似.ANOVA
核的特性使得高阶的 ANOVA 核可以递归转化为对应的低一阶交互核.因此,作者使用非齐次 ANOVA 核的特

性,递归地从高到低建模不同阶特征交互过程,在该核中,同一特征的隐因子向量在不同阶的特征交互中是可共

享的.此外,不同阶的交互对模型的影响可使用权重参数建模.就如何高效地优化高阶共享因子分解机模型,作
者提出了一种动态规划算法,用于计算不同阶交互对模型的贡献值和计算梯度.由于核的递归特性,该动态规划

算法能够避免许多重复性计算.此外,作者使用基于随机梯度和坐标下降这两种优化算法对模型进行了优化. 
文献[27]提出一种基于多任务多视图(multi-task multi-view)的高阶因子分解机模型.多任务多视图学习假

设一个大的任务能够分解为多个子任务,每个子任务则由多个视图构成.其最终目标则是根据所有子任务中的

训练集信息,利用多个视图的交互,学习得到一个非线性的分类或回归模型.在多任务多视图中,整个任务可以

看做一个张量,每个视图和子任务为张量的一个维度.然而,由于训练数据的稀疏性,无需物理构建一个张量训

练集合.作者首先摒弃了直接使用单个参数来建模某个特定交互,转而采用使用 CP 分解(canonical polyadic 
decomposition),大大降低了参数规模.进而分析若直接使用多视图交互建模,最终只能得到一个基于满(最高)阶
交互的非线性模型的限制,通过给每个视图中添加一个常量为 1 的列,使得不同视图间的交互可以由原来的满

阶交互变为从一阶到满阶的不同阶交互并存.与标准高阶 FM 的不同阶交互由不同参数负责相比,这种基于多

任务多视图的高阶 FM的不同阶交互的参数是共享的.这种机制大大减少了参数的规模,与上述基于 ANOVA核

的高阶 FM 有异曲同工之妙.最后,由于多任务维度的存在,经过基于坐标下降的 CP 分解,该维度生成与其他视

图的交互隐因子矩阵对应的特定任务权重矩阵.即,用户针对不同的任务(话题)具有不同的喜好程度(权重). 
文献[28]在文献[27]的基础上提出一种新的基于多视图的结构因子分解机模型.在文献[27]中,一个视图中

仅包含一项实体,由一个向量表示,且视图间实体不存在重叠.而在文献[28]中,作者改变思路,文中每个视图可包

含若干项实体,因此,视图以一个向量的形式存在,且不同实体间允许存在实体重叠.由于不同视图间存在实体

重叠,因此该重叠的实体在进行 CP 分解时,所生成的隐因子矩阵可共享.此外,作者采用了与文献[27]中相同的

技巧,使得同一视图内可进行不同阶交互隐因子共享. 
文献[29]提出多视图分解机(multi-view machine,简称 MVM),与文献[27]类似,作者使用基于CP分解的多视

图来完成高阶 FM 的建模,并且采用与之相同的技巧完成不同阶的交互隐因子的共享.此外,作者认为:并非所有

的高阶交互都是有其物理意义的,且高阶交互通常难以解释,因此,作者提出通过对原始的全部视图进行分割,
形成多个视图集合,使用MVM对多个视图集合分别学习的方法来降低交互阶数.在CP分解过程中,使用随机梯
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度下降法来优化目标函数.最后,作者基于 Spark 完成了 MVM 的分布式实现. 
2.1.2   神经网络与因子分解机 

随着神经网络和深度学习的兴起,研究者考虑如何将因子分解机与神经网络相结合,提高最终模型的性能.
文献[30,31]提出使用神经网络完成用户/物品特征隐因子表示和学习,然后将其串联成一个单独特征向量,最后

基于该特征向量使用标准 FM 完成模型的训练.与文献[30,31]先神经网络学习特征表示后因子分解机训练模型

的方式不同,文献[32-36]均利用因子分解机模型作为神经网络的输入进行特征的高阶非线性交互建模.其中,文
献[32]提出一种基于因子分解机和神经网络的高阶非线性特征交互模型,简称 FNN.具体地,在使用神经网络进

行点击率预测时,FNN 并未直接使用稀疏的 0-1 向量特征,而是考虑先利用标准 FM 基于随机梯度下降法预训

练得到模型所包含的全局偏置、每个特征对应的一阶权重和二阶交互因子向量,然后将上述全部模型参数作为

隐含层的输入,使用神经网络方法生成最终模型.该方法能够对标准 FM 模型所生成的参数进行高阶非线性交

互,提升神经网络方法的预测能力.与文献[32]类似,文献[33]提出一种神经网络与非线性因子分解机模型的混

合模型 NLFM.NLFM 基于标准 FM 模型的全部参数(除去全局偏置参数),使用神经网络完成后续的训练.然而,
与 FNN 将模型参数作为隐含层的输入不同,NLFM 首先将模型参数输入一个嵌入层,生成并输出标准 FM 模型

中每个特征对应的一阶交互和与其他特征之间的二阶交互,然后将嵌入层的输出作为隐含层的输入,进而利用

神经网络完成训练.为了提高最终模型预测能力,文献[33]进一步提出使用堆栈去噪自动编码器对原始用户/物
品及其上下文特征进行降维,降低数据稀疏度.在生成的高级特征基础上,使用 NLFM 进行模型训练.与文献

[32,33]不同,文献[34−36]仅对特征的交互因子使用神经网络方法进行高阶非线性交互建模.其中,文献[34]基于

Wide&Deep 网络,结合因子分解机和深度学习,提出一种基于深度网络的因子分解机模型 DeepFM 进行广告点

击率预测.具体地,DeepFM 对共享二阶交互因子矩阵分别采用标准 FM 和深度神经网络建模二阶特征交互和高

阶特征交互,然后基于因子分解机模型输出和深度神经网络输出结果的和完成最终的预测.文献[35]研究了稀

疏输入数据情况下的推荐问题,基于因子分解机提出了一种神经因子分解机模型 NFM.NFM 保持因子分解机

模型的全局偏置和特征的一阶权重形式不变,将特征交互因子作为嵌入层,在嵌入层上增加一个双线性交互池

化操作,即因子分解机模型特征二阶交互部分,然后将池化的输出作为隐含层的输入实现特征间的高阶非线性

交互.值得注意的是:双线性交互池化操作的加入,使得 NFM 能在更少隐含层的情况下获得更好的预测能力,而
且参数更少,训练更加容易.文献[36]通过扩展 NFM 模型提出一种注意力因子分解机模型 AFM,通过将注意力

机制引入双线性交互池化操作中,进一步提升 NFM 的表示能力和可解释性. 
2.1.3   交互特征选择 

在标准 FM 模型中,特征间的交互涵盖整个特征集.然而在真实场景下,有些特征是不相关的,它们的交互是

没有任何物理意义且不可解释的,甚至由于噪音特征的引入损害了预测结果.换言之,并非所有的特征交互都会

对最终的预测值起到正向增益的效果.基于此,研究者提出对特征交互进行选择以提升模型性能和效率. 
文献[37]提出了一种基于梯度 Boosting 的贪婪的特征交互选择方法,并与标准 FM 模型整合为一个统一的

框架——GBFM.具体地,在每次迭代中,使用一个贪婪的梯度 Boosting 方法选择一组交互特征,基于上一步预测

与真实值的残差来优化所选交互特征的隐因子向量.在特征选择过程中,作者采用一种多层贪婪启发式算法,在
每层总是选择使得目标下降最快的一类特征.实验证明,GBFM 很好地提升了模型的性能.然而,这种基于梯度

Boosting 的特征交互选择是有问题的:迭代的交互特征选择机制意味着不同次迭代可能选择重复的特征,但重

复特征在不同次迭代所对应的隐因子向量是不同的,从而一定程度上导致模型参数规模的增大,使得训练效率

降低. 
与迭代的贪婪特征选择机制不同,文献[38]仅仅考虑选择有用的用户和物品之间的交互.具体地,作者首先

将标准 FM模型中的交互隐因子矩阵按照特征划分为用户隐因子矩阵和物品隐因子矩阵,通过矩阵变换重构标

准 FM 模型;然后在损失函数中分别对用户和物品隐因子矩阵加组稀疏正则项,达到移除无关用户和物品特征

的效果;最后使用块坐标下降学习得到用户和物品隐因子矩阵.这种特征选择方法最大的问题在于:它限制了

FM 模型基于特征工程的强大泛化性,导致上下文特征无法参与建模. 
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文献[39]认为基于梯度 Boosting 和稀疏正则的方法在大规模高阶特征交互选择时是不可行的,提出一种可

进行任意阶交互特征选择的贝叶斯回归因子分解机模型.具体地,使用超图来表示特征间的任意阶交互关系,其
中:特征为顶点,特征的任意阶交互子集为超边,交互特征选择由随机超图上的先验分布指导完成.与上述两种

方法相比,该方法具有更强的泛化性. 
2.1.4   概率模型 

在标准 FM 模型中,作者首先给出了包括随机梯度下降[3]和交替最小二乘[21](坐标下降)在内的两种优化策

略.这两种策略在优化时,其超参的初始值都需要用户指定.然而,由于 FM模型的非凸性,这种随机指定超参的方

式很可能会使得模型陷入一个局部最优解;而 FM 模型在真实环境下因为模型参数高维且数据规模巨大,训练

一次是非常耗时的.因此,得到一个局部最优解再重新训练,这无疑是不可接受的.在不考虑对模型本身不作出

修正时,研究者考虑从概率模型角度出发,得到一个无需手动指定超参的概率 FM 模型. 
文献[22]率先提出一个概率 FM 模型,该模型在标准 FM 概率图模型基础上添加了一层对超参的超先验:对

除了全局偏置外所有模型参数的正太分布所对应的平均值添加高斯超先验,对所有模型参数的正太分布所对

应的准确率添加伽马超先验,最后利用吉布斯抽样和共轭先验分布求得模型最优参数.文献[40]提出一个基于

非线性上下文协同过滤方法:高斯过程 FM(GPFM),GPFM 能够无缝利用用户对物品的显式和隐式行为.具体地,
作者使用高斯过程,对每一个用户生成高斯先验,针对用户的显式和隐式行为生成高斯似然,在此基础上计算得

到边缘似然,最终使用随机梯度下降对负的对数边缘似然最小化函数进行优化,得到最优模型参数.文献[41]认
为文献[22]中所提数据服从正态分布,对于某些使用整数评分的场景是不合适的,且在选择隐因子向量维度时

需要进行交叉验证,这无疑是非常耗时的.基于这两个问题,作者对整数评分场景使用伽马分布,并使用一个伽

马过程自动搜寻一个理想的隐因子向量维度,该过程并不需要交叉验证.文献[42]首先提出在点击率预测这种

高度稀疏数据上利用拉普拉斯分布代替传统的高斯分布.与高斯分布相比,拉普拉斯分布更加适合于高维稀疏

数据并辨别度量相关特征的关系.由于拉普拉斯分布是非平滑的,基于贝叶斯推论的 FM 模型难以优化,而拉普

拉斯分布能够使用混合高斯分布来模拟,最终使用马尔可夫蒙特卡洛方法对基于拉普拉斯分布的稀疏 FM模型

进行优化. 
2.1.5   凸优化及在线学习 

为了从根本上解决标准 FM模型的非凸问题并保持保证两阶特征交互矩阵的低秩特性,研究者给出了多种

方案[43−46].文献[43]提出一种针对二阶特征交互因子矩阵改进的凸因子分解机模型 CFM.具体地,CFM 保持标 
准 FM 模型的一阶特征权重参数不变,将原有的二阶特征交互因子矩阵 V∈ p×k 重构为 Z∈ p×p.虽然表面上 Z 的 

参数规模大于 V,但是 CFM 并不物理存储 Z,而是通过矩阵特征分解的方式将对称矩阵 Z 分解为多个秩为 1 的

矩阵的和.相比标准 FM 模型需要指定二阶特征交互隐因子矩阵 V 的维度 k,CFM 在最终的优化目标函数中使

用核范数保证分解的低秩特性,无需用户手动设置.文献[44]将标准 FM 模型中的全局偏置参数糅合至特征的一

阶权重,形成一个增广向量,并对二阶特征交互隐因子矩阵采用与文献[43]类似的表示.不同的是:文献[43]对所

有的特征二阶交互进行建模并采用块坐标下降的方法对目标函数进行优化;而文献[44]仅考虑不同特征间的二

阶交互(不考虑顺序),采用 Hazan 算法对模型参数进行更新.总结文献[43,44]可知:两者仅对二阶特征交互隐因

子矩阵进行变换,最终得到一个一阶特征权重参数和二阶特征交互隐因子矩阵分别优化的凸因子分解机模型.
基于上述文献,文献[45]进一步提出一种可在线学习的凸因子分解机模型 OCCFM.OCCFM 将因子分解机中的

全局偏置、一阶特征权重和二阶特征交互隐因子矩阵等所有模型参数全部糅合,形成一个增广参数矩阵,文献

[46]采用与之相同的凸因子分解机模型表示.在模型优化时,对所有模型参数统一进行更新.由于因子分解机模

型独特的数据结构表示,随着越来越多上下文特征的加入,其参数规模不断增加,导致模型面临所有分解方法都

存在的巨大挑战——新数据到来后模型参数的更新.巨大的参数规模和训练数据集合,使得模型的全量更新所

消耗的计算资源和时间是不可接受的,而且线下的更新方式势必导致用户体验变差.因此,如何对因子分解模型

进行在线更新成为研究热点.文献[45,46]在凸因子分解机模型基础上分别使用在线条件梯度和 FTRL(follow 
the regularized leader)两个经典的在线凸优化方法完成模型的学习. 
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2.1.6   层次信息引入 
在标准 FM 模型中,并不存在类别信息,所有特征之间是平等的.同一特征与任意其他特征的同阶交互,其对

应的隐因子向量是共享的,这种共享机制极大地减少了参数规模.然而这种设置并不符合实际情况,一些研究者

认为:当特征在与不同类别特征交互时,应该使用不同的隐因子向量.因为隐因子向量刻画了两类特征交互的内

涵,而不同的类别特征交互其所具备的物理含义很可能是全不同的.基于这种假设,文献[8]提出一种基于因子分

解的个性化标签推荐方法,作者使用用户、标签和物品这 3 类特征,分别对(用户-物品)、(用户-标签)和(标签-
物品)这 3 类交互进行因子分解,得到了较好的推荐效果.在文献[8]的基础上,文献[47]提出了一种通用的基于类

别上下文的因子分解机模型 FFM,针对同一特征与不同类别间特征的同阶交互使用不同的特征隐因子向量,并
给出一种并行思路,应用至点击率预测中.相较于标准 FM模型,虽然 FFM有效地提高了模型准确率,但是模型的

参数规模也成倍增加.假设训练数据中存在 f类不同特征,总的特征维度为 p,每个特征的二阶交互隐因子向量维

度为 k,那么标准 FM 模型参数规模为 p(k+1)+1,FFM 的参数规模为 p(fk+1)+1,其中,1<<p 并且 f<<p.因此

(p(fk+1)+1)/(p(k+1)+1)≈f,即 FFM 的参数规模是标准 FM 的 f 倍.而由于因子分解机模型所对应的特殊特征结构

导致参数规模本身已经极大,f倍于标准 FM参数规模的 FFM的优化将需要更多的时间和计算资源,这在真实工

业环境中是不可接受的.因此,为达成在尽可能小的参数规模下对特征类别影响进行建模的目标,文献[48]提出

一种基于类别权重的因子分解机模型 FwFM.相比 FFM 为每个特征学习 f 个不同的隐因子向量,FwFM 采取与

标准 FM模型相同的策略——每个特征对应一个隐因子向量,同时采用给不同类特征间的交互乘上一个类别交

互因子权重的方式来建模不同类特征交互的强度.由于 f<<p,因此 FwFM 的参数规模与标准 FM 基本相同. 
与上述泛化的基于不同类别特征交互的隐因子向量来刻画类别层次信息不同,文献[49]聚焦移动广告点击

率预测场景,利用场景中不同类别隐含的层次信息和重要度信息构建树状训练集划分,实现数据实例与不同类

别的交互. 
2.1.7   其他应用场景 

针对标准 FM 本身存在的问题和挑战,上述研究分别从一个或多个角度进行了优化研究.如何将因子分解

机模型应用至具体不同场景下不同问题下,也有研究者给出了多样的解决方案. 
文献[50]提出同时使用两个因子分解机模型来同时分别建模用户兴趣(是否转发某条推特)和发现推特中

的话题,两个模型之间可以通过不同的共享机制联系,作者共提出 3 种不同的共享机制,包括特征共享、隐式空

间共享和隐式空间正则化(距离).文献[51]将因子分解机模型应用至跨领域协同过滤中,这种方法通过连接其他

领域和目标领域的特征,使得模型能够充分利用其他领域的信息来补充当前领域上下文,以提高目标领域的推

荐性能.受文献[52]针对矩阵基于层次上下文相似度分割的启发,文献[53]认为,基于似上下文环境的数据实例

建模能够提高模型精度,提出利用数据集中隐含的层次信息,多次随机构造多颗决策树.在每个层次节点的训练

集划分时,使用当前节点上所有的训练集基于随机梯度下降或坐标下降法进行训练,然后利用 K-means 聚类算

法对当前节点对应类别生成的隐因子向量进行聚类划分,得到多个聚类中心,按照聚类中心,将当前训练数据分

割分发至下一层.重复上述过程.在测试阶段 ,使用多个随机决策树生成值的平均作为最终的预测结果.文献

[54−56]将用户之间的信任度、相似度和相互关注等信息融入因子分解机模型特征向量中,提高推荐准确率.一
般地,标准 FM 模型用于推荐、预测等领域,然而针对排序场景,模型并未给出相应的优化,因此,文献[57]提出结

合 Learning-to-Rank 的因子分解机模型,针对 AUC 度量方法进行直接优化.受文献[58]的 BPR 排序理论影响,文
献[59]提出基于 AUC 度量方法的排序因子分解机模型,在进行负例选择时,作者利用隐式反馈和内容信息提出

一种自适应的采用算法,其主要思路是:相同类别中,用户对有过历史行为的物品比未有过历史行为的物品有更

高的评分.然而,AUC 度量并不适合于 Top-N 推荐任务.基于 AUC 的排序使得在度量错误的排序时,无论其处在

Top-N推荐列表的顶部或底部具有一样的影响力.这种设定是不符合常理的.文献[60]认为,在 Top-N推荐列表的

顶部具有比在底部更高的正确率是非常重要的,而能达到这种排序效果的度量方法有 NDCG 和 MRR.因此,提
出了 LambdaFM,直接基于 NDCG和 MRR等排序度量方法进行优化,对处在不同排序位置的物品对赋予不同的

权重,并提出 3 种采样策略.文献[61]提出一种基于 Boosting 的排序因子分解机模型,其主要思想是:在每次迭代
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时,生成一个新的排序因子分解机模型用于优化上一步的残差,其中,每步的排序模型基于 Learning-to-Rank 优

化.此外,作者维护了一个权值向量用于对每一对物品对进行动态权值分配,主要是对当前表现较差的物品对赋

予更高的权值,以达到纠正的效果. 

2.2   模型性能提升 

FM 现在已经被广泛地应用于预测、推荐等领域,特征工程和分解模型的结合,使得它通常能获得较好的性

能[3,21,50,51,54].然而模型独有的特征组织形式导致它在大规模数据集下,传统的单机环境已无法满足其需求.因
此,模型的扩展应运而生.目前,针对因子分解机模型的扩展研究主要集中在两个方面:数据/参数形式重组和分

布式扩展. 
在数据重组方面,文献[62]基于标准模型提出一种不改变单机环境,而是针对模型底层数据的组织特征重

新建立新的模型,不但有效地降低了底层数据的存储,而且提高了模型的计算效率.文献[28]也使用了同样的技

巧,以提升其提出的基于多视图的结构因子分解机模型.与改变底层数据组织、提升模型训练效率不同,文献[63]
认为:在真实工业环境中,其所能获得的特征维度之高直接造成了昂贵的存储和计算代价,这大大阻碍了快速推

荐在计算资源有限设备(如移动设备)上的应用.因此,作者提出离散化因子分解机(DFM),将原模型的实数型特

征交互因子矩阵改为布尔型.相较之下,布尔型因子矩阵具有低存储、可快速计算等优点,然而在原优化方案下,
取值范围的缩小必然导致模型性能的下降.为此,作者提出一种特殊的离散参数优化方案来学习布尔因子矩阵.
实验结果表明:DFM 在保证良好模型准确率的同时,能 16 倍加速于 FM. 

在分布式扩展方面,文献[64]基于Map-Reduce对标准 FM模型进行了实现.文献[65]首次提出使用基于异步

随机梯度下降的参数服务器框架来实现模型的分布式扩展.为了进一步提高模型计算效率和性能,作者对模型

本身进行了两方面的优化:首先,作者认为,针对所有特征的隐因子向量使用相同维度是不必要的,浪费了存储

和计算资源,针对数据集中出现频率低的特征,可以适当地降低对应的隐因子向量维度,就此,作者提出一种基

于频繁度的启发式方法度量隐因子向量维度;第二,在正则化项部分,作者加入了稀疏正则项和基于特征出现频

率自适应的正则项进一步提高了模型效率和性能.与文献[65]类似,文献[66]在基于 Map-Reduce 的参数服务器

框架下对标准 FM 模型进行了优化.所不同的是,优化方法使用了一种分布式坐标下降算法.为了减少服务器和

worker 端的通信代价并减少参数更新冲突,作者提出一种启发式数据划分策略.与主从分布式框架不同,文献

[67,68]提出一种环形的分布式框架.该框架摒弃了服务器端,使得集群中仅存在两类节点:调度节点和 worker 节
点.其中:调度节点负责响应模型调度请求,存储全局变量;worker 节点则负责模型的更新和存储.基本思想是:在
数据分发时,调用 Spark 接口将整个训练集按照既定数据分发策略平均分发至每一个 worker 节点,然后进行模

型训练.训练时,令每个 worker 节点各自独立保存一部分模型参数,使用各个节点的子数据集对保存的模型参数

进行更新,最终得到与客户端节点相同数目的相互独立的部分模型.然而由于 FM 数据组织形式的高维稀疏性,
将数据分发至每个 worker,数据稀疏性愈发严重.如果仅使用每个 worker 节点上的子数据集对自身的模型进行

更新,最终学习得到的模型准确率无法保证.因此,作者设计了一套环形的模型调度机制.这种调度机制允许每

个worker节点不但可以更新它本身存储的模型,还可以更新不属于它的其他worker节点的模型.即:节点在更新

完模型后,将模型推送至它的原始保存节点,然后通过调度函数,节点选择另一个新的从未更新过的模型,从所

属节点拉取该模型,继续使用子数据集对新模型更新.在下一个模型选择时,优先考虑同一机器上其他节点(每
个核可表示一个节点).另外,为避免频繁的模型调度,每个模型在一个节点上的学习基于多次迭代完成.模型训

练结束后,在模型预测阶段,利用已经学习得到的多个模型对每个测试实例进行独立预测,对多个模型预测的结

果采用多数投票的方法进行合并.相比主从分布式框架,该环形分布式系统能够有效地减少节点间的通信频度

和规模.与上述对标准 FM 模型的优化不同,文献[69]使用参数服务器框架实现了基于领域的因子分解机模型的

分布式扩展,分别与 All-Reduce、类 Map-Reduce 等分布式实现进行了对比.文献[29]对提出的多视图分解机模

型进行了基于 Spark 平台的分布式实现. 
总结 FM 模型的 3 种不同分布式底层框架,给出不同框架的详细比较如表 1 和图 2 所示.按照架构分类,基

于 Map-Reduce/Spark 和参数服务器的分布式属于主从式架构,环形分布式则属于端到端的架构.主从式架构中
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必须包含一个或多个服务器节点,最新的模型参数全部存储于服务器节点,参数的更新计算则由 worker 节点完

成.然而,端到端的结构中并不存在服务器节点,因此模型参数的存储和更新均由各个 worker 节点完成.相比

Map-Reduce/Spark,参数服务器的服务器组机制能够极大地分担通信压力.在通信方面,Map-Reduce/Spark 和参

数服务器框架在每次迭代时,服务器与 worker 节点间都必须进行参数传递,不同之处在于:Map-Reduce/Spark 结

构需要广播整个参数空间至每个 worker 节点,参数服务器架构则只需传送与 worker 节点上数据对应的参数即

可.而环形分布式框架由于模型参数和数据在同一节点,只有 worker 间进行模型交换时才会进行必要的参数传

递.综上所述,Map-Reduce/Spark 通信代价最大,参数服务器框架次之,环形分布式最小.在参数更新同/异步方面,
若由于数据划分不均衡,同步更新中有些节点计算快,有些节点计算慢,由此产生的等待时延会大大降低训练效

率.因此一般情况下,异步更新效率要高于同步更新.在模型学习完成时,主从式框架最终只产生一个模型.然而

在环形分布式架构下,每个节点都会产生一个独立的部分模型,在模型应用阶段,使用多个部分模型独立预测每

个实例,根据场景不同,利用投票表决或求平均的方式得到最终预测结果. 

Table 1  Comparison of different distributed frameworks 
表 1  不同分布式框架对比 

框架名称 架构分类 服务器节点 参数传递 同步异步 生成模型个数 
Map-Reduce/Spark 主从式 1 个 全部参数,广播 同步 1 个 
参数服务器框架 主从式 多个,用户指定 仅拉取/推送部分参数 可异步 1 个 

环形框架 端到端式 无 仅拉取/推送部分参数 同步 多个 

server

collect

broadcast

server

push

pull

server

 

(a) Spark/Map-Reduce                        (b) 参数服务器框架                  (c) 环形分布式框架 

Fig.2  Architecture of different distributed frameworks used in FM model 
图 2  FM 模型不同分布式系统框架图 

3   因子分解机模型优化算法 

本节将综述适用于求解因子分解机模型的优化算法.为便于描述,我们首先将约束优化因子分解机模型的 
损失函数统一形式.假设训练集(x,y)∈D,我们使用 ˆ( | )y Θx 表示因子分解机模型表达式,则模型参数的优化问题 
通常通过定义损失函数来使得训练集 D 的损失和最小来完成.即有: 
 

( , )

ˆ( ) : arg min ( ( | ), )
y D

OPT D l y y
Θ

Θ
∈

= ∑
x

x  (10) 

为避免模型训练时产生过拟合,向上述优化目标中加入正则项函数 R(Θ): 

 
( , )
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x  (11) 

针对具体的任务,可选择不同的优化算法.因子分解机模型在分类和回归场景中都有较好的表现,这里以回

归和二分类问题为例. 
• 在回归问题中,其损失函数通常定义如下: 

 2ˆ ˆ( , ) : ( )LSl y y y y= −  (12) 
• 在二分类问题中,其损失函数可如下定义: 
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 ˆ ˆ( , ) : ln ( )Cl y y yyσ= −  (13) 
其中,σ(x)为 logistic 函数. 

目前,针对 FM 模型的优化有 4 种优化学习算法,分别是随机梯度下降、交替最小二乘法、基于自适应正则

项值的随机梯度下降和 MCMC.下面我们将对这 4 种算法分别进行剖析. 

3.1   随机梯度下降 

随机梯度下降算法是众多机器学习算法中最常用的优化算法,在不同损失函数下均能有较好的表现以及

较低的计算复杂度、存储复杂度等特性.它的具体思路是每次从训练集中随机选择一个样本来更新模型参数. 
再次回顾标准 FM 模型如公式(2)可知,模型共包含 3 类参数:w0,w,V.虽然 FM 模型在整体上表现出非凸性,

但是在优化每一个参数Θ={w0,w1,wi,…,V1,1,…,V1,f,…,Vi,f}时,目标函数可看做凸函数. 
在随机梯度下降算法中,每一步每个参数的更新都可表示为 

 
ˆ( ( | ), ) ( )l y y RΘ Θθ θ η

θ θ
∂ ∂⎛ ⎞← − +⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠

x  (14) 

其中,η∈ +表示每次迭代的学习速率. 

针对不同的任务场景下不同损失函数梯度的计算是不同的.在回归问题中有: 

 2ˆ( ( | ), ) ˆ ˆ ˆ( ( | ) ) 2( ( | ) ) ( | )
LSl y y y y y y yΘ Θ Θ Θ

θ θ θ
∂ ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂
x x x x  (15) 

对于二分类问题: 

 ˆ ˆ ˆ ˆ( ( | ), ) ln ( ( | ) ) ( ( ( | ) ) 1) ( | )Cl y y y y y y y yΘ σ Θ σ Θ Θ
θ θ θ
∂ ∂ ∂

= − = −
∂ ∂ ∂

x x x x  (16) 

具体到每一个参数,其相对模型表达式的偏导可表示为 

 
0

, ,

1,                       if is
ˆ( | ) ,                     if is

,  if is
l l

l j f j l fj l

w
y x

x

θ
Θ θ

θ
θ

≠

⎧
⎪∂

= ⎨
∂ ⎪

⎩ ∑
x w

V x V
 (17) 

算法 1 给出了 FM 模型在随机梯度下降算法下的详细优化过程. 
算法 1. 随机梯度下降法. 
输入:训练集 D,迭代次数 T,隐因子维度 k,正则化项参数λ,学习速率η,初始化参数σ; 
输出:FM 模型参数Θ=w0,w,V. 
初始化模型参数 w0←0,w←(0,…,0),V~N(0,σ) 
for iter in Range {1,…,T} do 

随机选择一个数据实例(x,y) 
按照公式(14)更新全局偏置 w0 
for i∈{1,…,p}∧xi≠0 do 

按照公式(14)更新单变量权重 wi 
for f∈{1,…,k} do 

按照公式(14)更新隐因子参数 vi,f 
end for 

end for 
end for 
通过分析随机梯度下降可知,学习速率η的选取对目标函数的收敛影响非常大.其中:如果η过大,则会导致

算法不收敛;若η选择过小,则会导致算法收敛过慢,严重影响模型训练效率.因此,如何设置适当大小的η,是随机

梯度下降优化算法成功的关键所在. 
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3.2   交替最小二乘法 

基于训练数据实例的迭代,随机梯度下降算法沿着损失函数梯度下降的方向小步地行进来完成损失函数

的最小化.与随机梯度下降优化不同,交替最小二乘法采用最小化每一个模型参数的方法来完成优化.具体地,
在固定其他参数不变的情况下,每次更新一个参数,使当前参数沿着梯度方向寻找其最优解,每个参数的最优解

可通过使其偏导为 0 得到. 
为了方便取得最优解,这里我们确定公式(11)中的正则化项采用 L2 范数.然而在标准 FM 模型中,假设训练

集 D 共 n 个数据实例,每个数据实例包含 p 维特征,那么在隐因子向量维度为 k 时,共有 1+p+kp 个模型参数.若
为每一个模型参数都给定一个独立的正则化项系数,这无疑大大增加存储和计算复杂度.通过对同一类模型参

数采用相同正则项系数的方法,可大大简化这一过程.因此,公式(11)可进一步表达如公式(18): 

 
0

0

* * * 2 2 2
0 0 0 ,

, , ( , ) 1 1 1

ˆ( , , ) arg min ( ( | , , ), )
p p k

w i i f
w y D i i f

w l y w y wλ λ λ
∈ = = =

⎛ ⎞
= + + +⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∑ ∑∑w V

w V x
w V x w V w V  (18) 

假设当前任务为回归问题,通过对损失函数在模型参数θ下求偏导并令偏导为 0,得到θ最优解.在标准 FM
模型中,其具有多线性特点,即:对任意模型参数θ∈Θ,标准 FM 模型可以写成两个函数 gθ和 hθ线性组合的方式,
独立于参数θ: 
 ˆ( ) ( ) ( )y g hθ θθ= +x x x  (19) 

其中,hθ即当前参数相对模型表达式的偏导数: 

 ˆ( ) ( )h yθ θ
∂

=
∂

x x  (20) 

基于上述表述,模型参数θ*的最优解可表示如公式(21): 

 ( , )*
2

( , )

( ( ) ) ( )

( )
y D

y D

g y h

h

θ θ

θ θ

θ
λ

∈

∈

−
= −

+

∑

∑
x

x

x x

x
 (21) 

在固定其他参数的前提下,使用公式(21)对每个模型参数θ进行更新,多次迭代直至收敛,即可完成对所有模

型参数的优化.通过分析参数更新公式(21)可知,其中最耗时计算部分主要集中在以下两个式子: 

 2

( , ) ( , )

ˆ( ), ( ( )) ( )
y D y D

h y y hθ θ
∈ ∈

−∑ ∑
x x

x x x  (22) 

从公式(22)可以看出,在每次更新一个参数时,都需对 ˆ( )y y− x 重新计算.而在更新参数 V 时,hθ(x)也需要进 
行复杂的重新计算完成.为了提高训练效率,可通过预计算的方式避免上述部分的重复计算. 

令 e 和 q 分别表示如下: 

 , ,
1

ˆ( , ) ( ) , ( , )
p

l f i l
l

e y y y q f
=

= − = ∑x x x V X  (23) 

则针对参数 Vl,f 的计算可简化为 
 

, , , , ,( ) ( )
l f i i l i f l f i lh q= −V X X V X  (24) 

针对每次参数更新后 ˆ( )y y−x 和 qi,f 的计算可简化为 

 * * * *
, ,( , | ) ( , | ) ( ) ( ), ( , | ) ( , | ) ( )l f l f le y e y h q f q fθθ θ θ θ θ θ← + − ← + −x x x x x V V x  (25) 

算法 2 给出了 FM 模型在交替最小二乘算法下的详细优化过程. 
算法 2. 交替最小二乘法. 
输入:训练集 D,迭代次数 T,隐因子维度 k,正则化项参数λ,学习速率η,初始化参数σ; 
输出:FM 模型参数Θ=w0,w,V. 
初始化模型参数 w0←0,w←(0,…,0),V~N(0,σ) 
for each (x,y)∈D do 

按照公式(23)预计算 e(x,y|Θ) 
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for f∈{1,…,k} do 
按照公式(23)预计算 q(x,f|Θ) 

end for 
end for 
for iter in Range {1,…,T} do 

按照公式(21)计算全局偏置 *
0w  

按照公式(25)更新预计算 * *
0 0( , | ) ( , | ) ( )Θ Θ← + −e y e x y w wx  

更新 *
0 ← ow w  

for i∈{1,…,p} do 
按照公式(21)计算单变量权重 *

iw  

按照公式(25)更新预计算 * *( , | ) ( , | ) ( )i i ie y e y w wΘ Θ← + −x x x  

更新 *
i iw w←  

end for 
for f∈{1,…,k} do 

for i∈{1,…,p} do 
按照公式(21)计算隐因子参数 *

,i fv  

按照公式(25)更新预计算 * * 2
, , ,( , | ) ( , | ) ( )( ( , | ) )i f i f i i i fe y e y v v q f vΘ Θ Θ← + − −x x x x x  

按照公式(25)更新预计算 * *
, ,( , | ) ( , | ) ( )i f i f iq f q f v vΘ Θ← + −x x x  

更新 *
, ,i f i fv v←  

end for 
end for 

end for 
通过分析交替最小二乘可知:相比随机梯度下降,一个显著的优势在于交替最小二乘中不存在学习速率η

的选取,但是正则项超参λ仍然会影响模型的优化,好的正则项系数的搜索是十分耗时的. 

3.3   基于自适应正则的随机梯度下降 

在随机梯度下降和交替最小二乘中,一般正则项超参λ的设置由用户手动完成,若选择不好,则导致模型的

欠拟合或过拟合.严格来说,一个好的正则项超参λ需要经过昂贵的搜索得到.为克服这一缺点,基于自适应正则

项的随机梯度下降算法被提出[23].该方法能够避免最佳正则化项系数的网格搜索过程,具体地,通过对模型参数

Θ与正则化项系数λ使用交替最小二乘固定其中一个、优化另一个的方法来达到正则化项系数λ的自适应. 
通常,理想正则化项系数λ*的选取使用验证集的方法.即,将训练集 D 分割成不相交的两部分:D=DT∪DV.首

先,使用给定的正则化常数λ,在DT上完成模型参数Θ的优化;然后,在验证集DV评估学习到的模型参数Θ的质量.
由于训练集 DT 和验证集 DV 不相交,因此学习得到的模型参数Θ在验证集上的评估质量能够充分说明其在更大

数据集上的有效性. 
根据上述描述,为得到优化的正则化项系数λ*,可构建损失函数如公式(26): 

 *

( , )

ˆ: arg min ( ( | ( , )), )
V

T
y D

l y OPT D y
λ

λ λ
∈

= ∑
x

x  (26) 

在这个嵌套损失函数中,最外面的优化目标是通过在验证集上最小化损失来决定最佳正则化项系数λ*.但
这个损失并不直接取决于正则化项系数,而是依赖训练集上模型参数Θ的学习情况,即有公式(27): 
 Θ*|λ=OPT(DT,λ) (27) 

对于这种嵌套的损失函数,一个直接优化上述目标的方法就是使用交替最小二乘法,其中,参数分为两类:
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一类是模型参数Θ,一类是正则化项系数λ.然而这种方法是有问题的——在固定模型参数时,正则化项系数λ并
不会显式出现在公式(26)中. 

为了解决上述问题,一个比较巧妙的方法是,Θt+1 的值依赖于λ,因此可以利用模型参数更新公式对上述式

子进行改进: 

 0

1 1 1 1
0

1 1

0 0
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,
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⎫
⎪
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⎬
⎪
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∑ ∑ ∑ V
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 (29) 

基于上述改进,优化目标函数(26)转化为公式(29): 

 * 1

( , )
ˆ| : arg min ( ( | ), )

V

t t

y D
l y y

λ
λ Θ Θ +

∈

= ∑
x

x  (29) 

正则化项系数λ在验证集 DV 上的更新见公式(30): 

 1 1 1ˆ( ( | ), )t t t
t l y yθ θ

θ

λ λ η Θ
λ

+ + +∂
= −

∂
x  (30) 

在清楚了模型参数更新及正则化项系数更新梯度后,算法 3给出了 FM模型在基.于自适应正则化随机梯度

下降的详细优化过程. 
算法 3. 基于自适应正则化的随机梯度下降算法. 
输入:训练集 D,迭代次数 T,隐因子维度 k,学习速率η,初始化参数σ; 
输出:FM 模型参数Θ=w0,w,V. 
初始化模型参数 w0←0,w←(0,…,0),V~N(0,σ) 
初始化正则化项系数

0
0, (0,...,0), (0,...,0)w fλ λ λ= ← ←w  

for iter in Range {1,…,T} do 
for (x,y)∈DT do 

按照公式(14)更新 w0 
for i∈{1,…,p}∧xi≠0 do 

按照公式(14)更新 wi 
for f∈{1,…,k} do 

按照公式(14)更新 vi,f 
end for 

end for 
end for 
抽样选择一个数据实例(x′,y′)∈DV 

0 0
0

*ˆmax 0, ( ( | ), )w w
w

l y yλ λ η Θλ
⎛ ⎞∂ ′ ′← −⎜ ⎟∂⎝ ⎠

x  

*ˆmax(0, ( ( | ), ))l y yλ λ η Θλ
∂ ′ ′← − ∂w w

w
x  

for f∈{1,…,k} do 

*ˆmax 0, ( ( | ), )f f
f
l y yλ λ η Θλ

⎛ ⎞∂ ′ ′← −⎜ ⎟∂⎝ ⎠
x  

end for 
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end for 

3.4   马尔可夫蒙特卡洛法 

随机梯度下降和交替最小二乘算法使用点估计 ŷ 的方法学习出模型参数Θ ;而马尔可夫蒙特卡洛法

(MCMC)则是基于贝叶斯推论 ,通过抽样的方法来生成 ŷ 的分布 .与随机梯度下降和交替最小二乘法相比, 
MCMC 允许将超参放入模型中一起进行优化,避免了费时的最优超参搜索过程.而这种将超参加入模型优化的

方法需要我们将标准 FM 的概率图模型(图 3(a)所示)扩展为基于超参超先验的 FM 概率图模型,如图 3(b)所示. 

         

(a) 标准 FM 概率图模型            (b) 基于超先验的 FM 概率图模型 

Fig.3  Comparison of the probabilistic interpretation of standard factorization machines (left) to 
Bayesian factorization machines (right) extended by hyperpriors 

图 3  标准 FM 概率模型与基于超先验的贝叶斯 FM 概率模型对比 

具体地,基于吉布斯采样的 MCMC 方法下,FM 模型中每个参数的条件后验分布可表示如下: 

 2| , , /{ }, ~ ( , )HX y N θ θθ Θ θ Θ μ σ  (31) 

其中, θμ 和 2
θσ 如公式(32)所示,ΘH 表示图 3 所示的超参: 

 
1

2 2 2 2

1 1 1
: ( ) , : ( ) ( )

n n n

i i i i
i i i

h h h eθ θ θ θ θ θ θ θ θσ α λ μ σ αθ α μ λ
−

= = =

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= + = + +⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠
∑ ∑ ∑x x x  (32) 

观察 MCMC 下每个参数的条件后验分布,可以发现,其与交替最小二乘法优化公式十分的相似.即:当α=1 

且μ=0 时,有 *
θθ μ= .两种方法的不同之处在于:MCMC 从参数的后验分布进行采样,而交替最小二乘法则使用 

其期望值. 
在 FM 模型的 MCMC 推论中,假设先验参数μθ服从标准正太分布,而λθ和α服从 Gamma 分布,可得: 

 0 0 , 0 0 , , 0 0~ ( , ), ~ ( , ), ~ ( , ), ~ ( , ), ~ ( , )w w w V V V
f f fN Nπ π π λ λ π π π λ λμ μ γ λ λ Γ α β μ μ γ λ λ Γ α β α Γ α β  (33) 

其中,Θ0:={μ0,γ0,αλ,βλ,α0,β0}用来描述超先验分布. 
基于上述表示,超参的值可以通过从其相应的条件后验分布中采样自动获得: 

 

20
0 0

1

. . 2 2
0 0 0

1

. . 1
0 0 0 0

1 0

1 ˆ| , , , ~ , ( ( | ))
2 2

1 1| , \ { }, ~ , ( ( ) )( ) ( )
2 2

1| , \ { }, ~ ( ) ( ( ) ) ,
( )

n

i i
i

p

H j
j

p

H j
j

n y

a p j

N p j
p

π
λ

π π θ π λ

π
π π π

π

αα Θ Θ Γ β

λ Θ Θ λ Θ Γ δ π π θ μ γ μ μ β

μ Θ Θ μ Θ γ δ π π θ γ μ
γ λ

=

=

−

=

⎛ ⎞+ ⎡ ⎤
− Θ +⎜ ⎟⎢ ⎥

⎣ ⎦⎝ ⎠
⎛ ⎞⎡ ⎤+ +

= − + − +⎜ ⎟⎢ ⎥⎜ ⎟⎣ ⎦⎝ ⎠

⎡ ⎤
+ = +⎢ ⎥ +⎣ ⎦

∑

∑

∑

y X y x

.

⎫
⎪
⎪
⎪
⎪
⎬
⎪
⎪⎛ ⎞ ⎪⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎪

⎝ ⎠ ⎭

 (34) 

其中, 
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p

j
p jπ δ π π

=

= =∑  (35) 

算法 4 给出了 FM 模型在 MCMC 下解决回归 i 的详细优化过程.若想将其扩展到二分类任务的解决,则需 
要将正态分布的 ŷ 映射到伯努利分布.这样,MCMC 算法就能预测一个实例属于正类或者负类的概率. 

算法 4. 马尔可夫蒙特卡洛算法. 
输入:训练集 Dtr,测试集 Dte,迭代次数 T,隐因子维度 k,初始化参数σ; 
输出:测试集 Dte 上预测结果 ŷ . 
初始化模型参数 w0←0,w←(0,…,0),V~N(0,σ) 
for iter in Range {1,…,T} do 

在训练集 Dtr 上预测计算 ŷ  
计算残差 ˆ( , | )e y y yΘ ← −x  
按照公式(34)抽样得到α 

for ( , ) Hπ πμ λ Θ⋅ ⋅ ∈  do 

按照公式(34)抽样得到 πλ⋅ 和 πμ⋅  

end for 
按照公式(31)抽样得到 w0 
更新残差 e(x,y|Θ) 
for i∈{1,…,p} do 

按照公式(31)抽样得到 wi 
更新残差 e(x,y|Θ) 

end for 
for f∈{1,…,k} do 

for i∈{1,…,p} do 
按照公式(31)抽样得到 vi,f 
更新残差 e(x,y|Θ) 

end for 
end for 

测试集上计算预测值 *ˆtesty  
*ˆ ˆ ˆtest test testy y y← +  

end for 
求测试集预测平均值 ˆ ˆ /test testy y T←  

通过对 MCMC 方法分析可知 MCMC 的正则项超参ΘH是抽样选取的,为此引进了新的超先验参数Θ0.但是,
超先验参数的数目要小于正则化项超参的数量.另外,更重要的一点在于:相比随机梯度下降和交替最小二乘算

法,MCMC 对于超先验参数Θ0 的选择不敏感.即使该参数选择不好,FM 模型也能得到较好的结果. 

3.5   4种优化算法比较 

本节综述了 FM 模型常用的 4 种优化学习方法,分别是随机梯度下降法、交替最小二乘法、基于自适应正

则的随机梯度下降法和马尔可夫蒙特卡洛法.下面我们从时间复杂度、空间复杂度、适用任务场景、超参数类

型这 4 个方面对上述方法总结说明,见表 2.其中,Nz(X)表示训练集中所有不为 0 特征的总个数.由于每次迭代时

参数的更新计算通过遍历一次训练集即可完成,因此 4 种优化方法在时间复杂度上是一致的.然而在存储复杂

度上,各个优化算法所需的存储空间是不同的.两类随机梯度下降算法下的 FM 优化只需要存储模型中每一个

参数的迭代更新值,故其存储复杂度为常数级.与上述梯度更新相比,交替最小二乘法和马尔可夫蒙特卡洛方法

除去 1+p(k+1)大小内存用于参数的存储外,还需要 O(nk)的内存去存储预计算结果.在适用任务场景中,使用不
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同损失函数或分布的 4 种优化方法都能胜任常见的回归或分类问题.在超参类型上,随机梯度下降需用户自定

义的超参最多,包括学习速率、分布初始化参数和正则化项系数.基于自适应正则化的随机梯度下降和马尔可

夫蒙特卡洛法将正则化项系数作为参数糅合到模型中进行共同学习,避免了最优正则化项系数的搜索过程,模
型学习过程更加健壮.而除了随机梯度下降,其他 3 种优化方法都不存在学习速率的指定,也使得模型的优化更

加稳定. 

Table 2  Comparison of different optimization methods 
表 2  不同优化方法对比 

算法名称 时间复杂度 空间复杂度 适用回归 适用分类 超参类型 
随机梯度下降 O(kNz(X)) O(1) 是 是 学习速率/正则项系数/分布参数 

基于自适应正则的随机梯度下降 O(kNz(X)) O(1) 是 是 学习速率/分布参数 
交替最小二乘 O(kNz(X)) O(nk) 是 是 正则项系数/分布参数 

马尔可夫蒙特卡洛法 O(kNz(X)) O(nk) 是 是 超先验参数/分布参数 

4   存在问题及未来研究方向 

4.1   存在问题 

在第 2 节给出了因子分解机模型在准确性提升和性能加速两个方面取得的研究进展,然而仍存在以下几

点不足. 
(1) 模型准确性方面 
现有对 FM 模型准确性提升的工作基本从低阶到高阶交互、神经网络与 FM 的结合、好的交互特征选择、

概率模型推导、凸优化模型、在线学习、层次信息引入以及具体场景分析等 8 个方面展开.在高阶交互方面,
基于更高阶特征交互的 FM模型固然能够进一步挖掘特征之间的相互关联,从而提升模型准确率,然而 FM的高

阶交互会导致模型可解释性进一步降低,并可能进一步放大噪音特征对模型准确性的影响.在神经网络与 FM
的结合方向,现有结合方案可分为两类:① 将标准 FM模型作为神经网络的输入,以便于后续利用神经网络完成

特征的更高阶非线性交互;② 同时使用标准 FM 模型和神经网络分别完成特征的低阶和高阶交互建模,未来可

考虑与其他更多类型神经网络的结合以适应不同的应用场景.在交互特征选择领域,已有的工作多是基于标准

FM 模型展开的,存在可扩展性较低以及模型参数规模并未因为特征选择而减小等问题.针对 FM 模型的在线学

习,现有工作基于凸 FM 模型展开,分别利用流行的凸优化学习算法在线条件梯度和 FTRL 完成模型的更新.然
而这种单机在线学习算法已无法适用于大规模参数和数据集的场景.最后,在层次信息引入上,研究者从树状层

次特征引入和不同类别特征交互使用不同隐因子向量/权重两个角度展开来提高模型准确性,但是依然存在拘

泥于特定场景、模型规模指数级增加及无法适用于高阶特征交互建模等问题. 
(2) 模型效率方面 
现有针对 FM 模型的分布式扩展工作已有多种方案,然而挑战依然存在.按照分布式框架的不同,可分为

Map-Redce/Spark、参数服务器框架和环形分布式框架.基于 Map-Reduce/Spark 平台的扩展既有高阶 FM 模型,
也有标准 FM 算法,最大的短板在于全局模型需存放于一个服务器节点且模型传输时通信开销巨大,导致其在

模型规模庞大的真实生产环境中无法应用.基于参数服务器框架的扩展目前仅限于标准 FM 模型,相比 Map- 
Reduce/Spark 架构,通信开销更少,模型存储也不再限制于一个服务器节点.然而由于模型的高维性,多次迭代下

通信开销依然巨大.在此背景下,基于环形分布式的二阶 FM 模型被提出,优势在于通信开销和频次进一步减小,
但稍显劣势之处在于单个节点上存储的模型规模有所增加.从上述描述可以看出:标准 FM 模型的分布式扩展

已趋于成熟,然而基于 FM 的高阶交互、特征选择、凸模型以及在线学习等多种模型变种的分布式扩展依然存

在瓶颈,有待进一步完善. 

4.2   未来研究方向 

针对上述因子分解机模型研究中依然存在的问题,对其未来研究方向进行探讨. 
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(1) 模型准确性研究 
在高阶模型可解释性方面:一方面,可借助特征选择算法降低高阶建模时所需的特征数目,从而降低交互阶

数,并剔除噪音、冗余和不相关特征;另一方面,对所有特征的相关性进行分析,使用多个高阶 FM 模对每组特征

完成交互建模,最终根据任务场景,利用加权平均或投票表决的方式进行预测. 
在神经网络与 FM模型的结合方面,现有研究神经网络部分都是基于传统神经网络或向传统神经网络中加

入注意力机制,后续研究可从神经网络部分入手,考虑 FM 模型与其他高级神经网络类型如长短期记忆网络

LSTM 的结合,可用于在流式数据中挖掘用户的长期和短期兴趣,提升推荐结果质量. 
在交互特征选择方面,研究目标大致可分为两个方向:① 考虑扩展基于标准 FM 的交互特征选择至高阶

FM 模型,与现有高阶交互研究相结合,不仅可以达到降低模型参数规模的目标,而且提高了模型准确性和可解

释性;② 考虑采用现有流行方法高效的选择好的交互特征,如可利用神经网络基于原始数据完成特征的表示

学习,利用强化学习思想选择. 
在 FM 模型的在线学习方面,有两个基本问题需要考虑:其一,假设新进数据特征维度不变,即不存在新特征

的加入,这种情况下,如何利用新进数据增量更新已有模型;其二,假设新进数据中存在新用户、新物品和新的上

下文特征,那么如何基于已有模型较小调整甚至不改变的情况下学习得到新的模型.现有工作都是以特征维度

不变为前提展开的,后续的研究方向可从 3 个方向入手:① 利用其他已有的在线学习方法完成 FM 模型及其变

种的增量更新;② 扩展单机环境下 FM 模型的在线学习方法至分布式环境下,以适应真实生产环境下的大规模

参数和数据集;③ 考虑新的特征加入条件下,利用矩阵运算达到基于已有模型的较小调整甚至不改变情况下

更大规模新的模型的学习. 
在层次信息引入方面,现有工作主要存在特定场景特殊分析、模型规模指数级增长以及不适用于高阶特征

交互建模等短板.因此,未来可考虑提出一种通用的层次特征建模方法,使得 FM 模型能够利用这种层次的特征

有效提高模型的表达能力,如结合神经网络和注意力机制,使得特征间的高阶交互建模得以实现,并利用注意力

机制学习得到不同类别特征交互的强度. 
(2) 模型效率研究 
现有针对 FM 模型效率提升主要分为基于数据/参数重组和基于分布式两种.其中,由于分布式优化在大数

据环境下的高效性使其成为主流研究方向,得到较多关注.然而多数工作都是基于标准 FM 模型展开的,在变种

FM 模型,如高阶交互、特征选择等方面仅仅做了简单的分布式实现.在 FM 模型的增量更新方面,目前仍无相关

研究.因此,如何针对上述两个方向进行分布式扩展是非常值得关注的. 

5   总  结 

作为一种通用的分解模型,因子分解机模型能够取得较好的预测和推荐结果,近年来在机器学习领域得到

了广泛的应用和关注,取得了诸多研究成果.本文首先从分解模型的演化角度说明了传统的矩阵分解模型如何

一步步进化到基于特定上下文的分解方法,进而得到本文综述重点——通用因子分解机模型,并通过因子分解

机模型与其他流行的特定分解模型的相互关联性说明了因子分解机模型强大的泛化性;然后,从因子分解机模

型的准确性和性能两方面出发,说明标准因子分解机模型存在的不足,并给出近年来研究者针对这两个方面所

存在问题的优化方案;接着,从独立于问题模型的角度综述了 FM 模型常用的 4 种优化方法,并指出各个优化算

法的优势和不足;最后指出了现有因子分解模型研究中存在的不足和未来可能的研究方向. 
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