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摘  要: 广义弧相容是求解约束满足问题应用最广泛的相容性,MDDc,STR2和STR3是表约束上维持广义弧相容

应用较多的算法,其中,MDDc 基于对约束压缩表示的思想,将表约束表示成多元决策图,对各个元组之间存在较多

交叠部分的约束具有很好的压缩效果;STR3 同 STR2 一样,基于动态维持有效元组的思想,当元组集规模缩减较慢

时,STR3 维持广义弧相容的效率高于 STR2.通过深入分析发现,MDDc 中查找节点的有效出边和 STR3 中检测并删

除无效元组是耗时最多的操作.分别对 MDDc 和 STR3 提出一种自适应查找有效出边和检测删除无效元组的方法

AdaptiveMDDc 和 AdaptiveSTR,对于同一操作,可以根据回溯搜索不同阶段的局势,自适应地选择代价最小的实现

方法.得益于较低的判断代价以及回溯搜索不同阶段采用不同方法的效率差异,AdaptiveMDDc 和 AdaptiveSTR 相

比,原算法速度提升显著,其中,AdaptiveSTR 在一些问题上相比 STR3 提速 3 倍以上. 
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Abstract:  Generalized arc consistency (GAC) is the most widely studied consistency for solving constraint satisfaction problem (CSP). 
MDDc, STR2 and STR3 are widely used algorithms for enforcing GAC on table constraints, where MDDc represents constraints in a 
compression method which converts a table constraint into a multi-valued diagram (MDD). When a MDD has many identical parts, the 
compression ratio is high and MDDc outperforms others. STR3, similar to STR2, dynamically reduces the table size by maintaining a 
table of only valid tuples. When valid tuples decrease slowly, STR3 outperforms STR2. Considering that finding valid outgoing edges of 
MDD nodes and checking and deleting invalid tuples in dual table are the most time-consuming operations in MDDc and STR3, this study 
proposes AdaptiveMDDc and AdaptiveSTR respectively for MDDc and STR3 to perform the above two operations in an adaptive way so 
that the lowest cost strategy in different backtrack search stages is always employed. Benefiting from lower cost of strategy and 
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significant performance difference of each strategy during different backtrack search stages, AdaptiveMDDc and AdaptiveSTR have better 
performance compared to the original methods, and ApaptiveSTR is over three times faster than STR3 in some instances. 
Key words:  constraint satisfaction problem (CSP); generalize arc consistency (GAC); adaptability; multi-valued diagram (MDD); 

AdaptiveMDDc; AdaptiveSTR 

约束程序(constraint programming,简称 CP)[1]是人工智能领域的一个重要研究方向,兴起于 20 世纪 80 年代

末期.1996 年,美国计算机学会(ACM)将 CP 确立为 21 世纪计算机科学最有前途的战略研究方向之一.进入 21
世纪后, CP 的理论研究与应用出现了一个高潮,近年来召开的 IJCAI,AAAI,ECAI 等顶级国际人工智能会议,都
把相关问题研究作为会议的一个重要议题.国内学者在相容性技术、启发搜索以及随机 Benchmark 模型生成上

做出重要工作,其中:李宏博等人研究了二元约束粗粒度弧相容算法的优化问题[2]以及将 STR 运用于负表约 
束[3];李占山等人提出了基于实例化次数[4]和约束紧度[5]的启发式;许可等人[6]提出生成随机 Benchmark 实例的

模型方法,被广泛应用于 Benchmark 实例测试中. 
近年来,在配置、数据库、偏好建模等领域有着重要应用的表约束求解方法受到了大量学者关注.表约束

是一种外延式知识表示方法,每个约束在对应的变量集上列举出所有支持或禁止的元组,虽然直观,但元组集的

规模随着约束元数的增加呈指数级增长,在元组集规模超大的约束上,提升维持相容性的效率成为重点研究问

题.目前,在表约束上维持 GAC 效率较高的算法有 MDDc[7],STR2[8],STR3[9].2010 年,Cheng 和 Yap 提出的基于多

元决策图(multi-valued diagram,简称 MDD)[10−12]的 MDDc 方法是对二元决策图方法的一种推广,用于正表或负

表两种知识表示的压缩表示,在多元决策图上,所有的公共前缀和同构的子图都被合并为一个,当元组之间存在

较多交叠部分时具有较高的压缩率.此外,MDDc还引入两个效果显著的优化:(1) early-cutoff优化进一步减少访

问 MDD 中节点的数目;(2) 随着对更多变量的赋值,原本无效的子图仍旧是无效的,用 sparse set 标记已经无效

的子图避免再次访问,从而实现了动态维护 MDD 的有效部分.但遍历 MDD 时查找有效出边,仍是 MDDc 算法

代价最大的操作没有改变.2007 年,Ullmann[13]提出的 STR 允许动态维持元组集的有效部分以及单位时间的回

溯代价.2011 年,Lecoutre 等人提出的 STR2 从两个方面优化了 STR:(1) 只对论域发生改变的变量执行有效性检

测;(2) 查找支持时,跳过当前论域中的值均找到支持的变量.STR2 在元组集规模缩减较快时维持弧相容的效率

更高.此外,基于 STR 的元组压缩表示方法也获得了较为广泛的关注.2013 年,Xia 和 Yap[14]提出的 STR2-C 和

STR3-C 将笛卡尔积压缩表[15]与 STR2 和 STR3 相结合;Jefferson 和 Nightingale[16]提出的 SHORT-STR2 利用元

组集的特性,将一些元组转化为短约束元组来减少元组个数.值得注意的是,STR2和MDDc均是 globally enforce 
GAC[17].这意味着每一次调用两种算法时,都要对约束的有效部分完整遍历,这可能存在对同一区域的大量重复

检测,尤其是每一次维持 GAC 删掉的无效元组较少时,这种重复检测会对算法的效率带来较大影响.Chavalit 提
出的 STR3 是一种类似于 GAC4 的 path optimal[9]方法,该方法在回溯搜索的一条路径中对约束中的所有元组仅

检测约束的元数次,避免了 globally enforce GAC 带来的重复检测的影响.算法可以分为两部分:(1) 从 dual 
table[9]中查找并删除所有无效元组;(2) 根据无效元组为文字更新支持.但 dual table 中存放约束元数倍的元组

以及 dual table中不是所有元组都是有效的,使得元组规模缩减较快时,查找删除无效元组的代价变得非常高昂. 
本文主要工作如下: 
1) 为 MDDc 引入一种新的查找有效出边的方法,降低了查找有效出边的代价; 
2) 提出加强版的 early-cutoff 优化,进一步减少需要访问的 MDD 节点的数目; 
3) 为 STR3 引入一种新的查找并删除无效元组的方法,降低了查找无效元组的代价. 
实验结果表明:AdaptiveMDDc 在一些问题上相比 MDDc 提速超过 2 倍;AdaptiveSTR 维持弧相容的效率整

体高于 STR3,其中,在一些问题上提速超过 3 倍. 

1   背景知识 

定义 1(约束满足问题). 一个约束满足问题 P=(X,C),其中,X={x0,x1,…,xn−1}是 n 个变量的集合,C={c0,c1,…, 
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ce−1}是 e 个约束的集合.D(x)表示变量 x 的论域,(x,a)表示变量 x 的一个文字,其中,a∈D(x).dom(x)表示回溯搜索

中变量 x 的当前论域,当 a∈dom(x)时,(x,a)是有效的;当 a∉dom(x)时,(x,a)是无效的.每个约束 c 包括集合 scp(c)
和集合 rel(c),其中:scp(c)是 X 的子集,scp(c)包含的变量个数 r 表示约束 c 的元数;rel(c)是满足约束 c 的元组的

集合,元组是文字的集合对应于 scp(c)中的每一个变量只出现 1 次.约束 c 中,元组τ是(x,a)的支持 iff τ(x)=a. 
τ是有效的 iff ∀x∈scp(c),(x,τ(x))是有效的.约束满足问题的解是对所有变量的一组赋值使得所有约束都被满足. 

定义 2(弧相容). (x,a)是弧相容(GAC)的 iff ∀c∈C|x∈scp(c),∃τ∈rel(c)是(x,a)的有效支持.变量 x 是 GAC 的 iff 
∀a∈D(x),(x,a)是 GAC 的.一个 CSP 是 GAC 的 iff ∀x∈X,x 是 GAC 的. 

不同的相容性算法中,rel(c)被表示为不同的形式,例如在 MDDc 中,rel(c)是一个 MDD,一条从根节点到 tt
节点的路径为一个有效元组[7];在 STR3 中,rel(c)是一个所有元组标识按文字划分的 dual table. 

2   优化 MDDc 

2.1   寻找有效出边 

为区分 MDDc 中出边的概念,我们给出为优化 MDDc 新引入的出边定义. 
定义 3(初始出边). MDD 节点的初始出边指初始建立的 MDD 中包含在一条从根节点到 tt 节点的路径上的

出边. 
定义 4(有效出边). MDD 节点的有效出边指对应文字有效的初始出边. 
随着回溯搜索不断对变量赋值以及维持相容性对未赋值变量论域的删减,MDD 中原本有效的出边会变成

无效的出边.为每个节点寻找有效出边是遍历 MDD 时主要面临的问题,而遍历 MDD 的有效部分来为文字寻找

支持,是 MDDc 中最密集的操作.因此,若能提高寻找有效出边的效率,便能加快遍历 MDD 进而减少整个求解的

耗时. 
MDDc 通过扫描节点对应变量的当前论域寻找有效出边[7],当出边数远小于对应变量的论域或者变量论域

在回溯搜索中缩减较慢时,该方法会存在对指向 ff 节点的出边的大量重复检测,这使得 MDDc 在一些问题上效

率下降严重.但考虑到 MDD 回溯的困难,MDD 不能像 STR 中动态维护约束表的规模那样动态维护每个节点的

有效出边,采用此方法回溯时,需要对所有受影响的节点逐个恢复.我们修改原 MDD 的数据结构并引入一种新

的寻找有效出边的方法,在不增加额外回溯代价的情况下,减少每次寻找有效出边的检测次数. 
重新定义的 MDD 保留 ff 节点,初始建立 MDD 时,为每个节点预留出与对应变量初始论域大小相同的出边

数,然后将所有非初始出边指向 ff 节点.MDD 中,为每个节点新引入如下数据结构: 
• initArc(n):保存节点 n 的所有初始出边的数组,initArc(n).size 表示节点 n 的初始出边个数. 
我们引入的数据结构只保存初始 MDD 的特征,用于寻找有效出边,故不需随着回溯搜索更新,因此也不会

带来额外的维护代价.我们用 mddcSeekSupports-A 表示给出改进后的 mddcSeekSupports 函数[7],具体见算法 1. 
算法 1. mddcSeekSupports-A(G,i):Boolean. 

begin 
1   if G=tt then 
2     if i<Δ then 
3       Δ=i 
4       return true 
5   if G=ff then return false 
6   if G∈G_yes then return true 
7   if G∈G_no then return false 
8   res=false 
9   if |dom(xi)|≤initArc(G).size then 
10    arcSet contains all values of current domain of corresponding variable 
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11  else 
12    arcSet contains all initArc(G) elements consistent with current domain of corresponding variable  
13  for each k∈arcSet do 
14    if res=true and i+1=Δ and k∉Si then continue 
15    if mddSeekSupports-A(Gk,i+1)=true then 
16      res=true 
17      if i≥Δ then break 
18      Si=Si\{k} 
19      if i+1=Δ and Si=∅ then 
20        Δ=i 
21        break 
22  if res=true then G_yes=G_yes∪{G} 
23  else G_no=G_no∪{G} 
24  return res 

end 
由于约束表中元组包含的文字与 MDD 中从根节点到 tt 节点路径中包含的出边是一一对应的,为了叙述简

洁,我们不加区分地使用出边和文字两种概念.算法 1 第 9 行对比节点 G 的初始出边个数 initArc(G).size 与节点

G 对应变量当前论域的大小|dom(xi)|确定寻找有效出边的方法,当|dom(xi)|≤initArc(G).size 时,方法 1(算法 1 第

10 行的操作称为方法 1,以下类似)扫描节点 G 对应的变量当前论域寻找有效出边,该方法省去了对文字的有效

性检测 ,但会检测到非初始出边 ,所有非初始出边均指向 ff 节点 ,在算法 1 的第 5 行被识别 ;当
|dom(xi)|>initArc(G).size 时,方法 2(算法 1 第 12 行)检测节点的所有初始出边的有效性寻找有效出边. 

性质 1. 对于任意节点 n,有效出边集合 valArc(n)=initArc(n)∩dom(xi),在寻找有效出边时,算法 1 共检测

min(initArc(n).size,|dom(xi)|)次和 1 次判断 O(1),其中,initArc(n).size 和|dom(xi)|可以在 O(1)时间内获取. 
当变量赋值较少维持相容性对其他变量论域删减较少时,节点的初始出边数小于对应变量的论域,从初始

出边中寻找有效出边代价较小;当对应变量论域删减较多,论域元数小于节点初始出边数目时,从对应变量当前

论域中寻找有效出边代价更小.算法 1 根据回溯搜索中变量论域的增减,自适应地选择代价较小的寻找有效出

边的方法.我们将采用算法 1 寻找有效出边的 MDDc 算法命名为 AdaptiveMDDc. 
例 1:设 i 层节点 s 的 D(xi)=[0,10],initArc(s)={1,2,4,7}. 
当 dom(xi)={4,7}时,valArc(s)={4,7},方法 1 检测 2 次,0 次失败;方法 2 检测 4 次,2 次失败. 
当 dom(xi)={0,1,2,3,4,7,8,9}时,valArc(s)={1,2,4,7},方法 1 检测 8 次,4 次失败;方法 2 检测 4 次,0 次失败. 

2.2   Early-cutoff优化 

MDDc 算法中的 early-cutoff 优化通过减少不必要支持查找减少求解时间,在 MDD 中,Δ表示的层及以下所

有层对应变量均已找到支持,故Δ以下层的节点不需完整遍历[7].我们证明Δ层的节点也不需完整遍历. 
对于 MDD 中以任意节点为根节点的 sub-MDD,每次遍历 sub-MDD 需要满足两个条件. 
1) 找到一条从 sub-MDD 根节点到 tt 节点的路径,或证明不存在这样一条路径; 
2) 为 sub-MDD中包含的所有还没有找到支持的文字找到支持,或证明文字在该 sub-Mdd中不存在支持. 
根节点在Δ层及Δ以下层的 sub-MDD,其包含的文字均已找到支持,故条件 2已满足,只需找到一条根节点到

tt 节点的路径或证明不存在这样一条路径,即条件 1.这是文献[7]中 early-cutoff 的优化策略. 
对于Δ−1 层,我们有: 
性质 2. 对于Δ−1 层的任意节点 n,找到一条到达 tt 节点的路径后,n 的出边中对应文字已经找到支持的出边

连接的 sub-MDD 不需访问. 
证明:对于以Δ−1 层任意节点 n 为根节点的 sub-MDD,要求找到一条从 n 到达 tt 节点的路径,故条件 1 已经
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满足;由于Δ层及以下包含的文字均已找到支持,故跳过 n 的出边连接的 sub-MDD 不会使Δ层及以下包含的文字

漏掉支持,n 的所有对应文字还没有找到支持的出边连接的 sub-MDD 均会被访问,故条件 2 满足.因此,对于Δ−1
层的任意节点 n,找到一条到达 tt 节点的路径后,n 的出边中对应文字已经找到支持的出边连接的 sub-MDD 不

需访问.跳过满足该条件的 sub-MDD 对应于算法 1 的第 14 行. 

3   优化 STR3 

我们为 MDDc 引入了一种自适应寻找有效出边的方法,可以显著降低寻找有效出边的代价.这种自适应思

想同样可以用于改进 STR3 算法.首先介绍为改进 STR3 新引入的数据结构. 
• position(c):存储元组在约束表 table(c)中位置的数组,例如,c 中第 i 个元组为 table(c)[position(c)[i]],在

任意时刻 ,position(c)中的值是 {0,1,2,...,t−1}的排列 .position(c).curr 标记最后一个有效元组在

position(c)中的位置;position(c).size表示 position(c)的初始元素个数.position(c)与 STR2中的 position(c)
和 currentLimit(c)一致,用于动态维护元组集的有效部分,回溯代价O(1)[13].position(c)替代了STR3中的

inv(c)[9]; 
• LastDom(c,x):上一次满足相容性时变量 x 的论域. 
在对变量赋值前,调用 GACinit 删除所有无效的元组和文字并初始化 position(c)和 row(c,x,a).row(c,x,a)维

护文字(x,a)在约束 c 中的所有支持,row(c,x,a).curr 将 row(c,x,a)中元组划分为两部分:一部分是已知无效的元组,
另一部分是待检测有效性的元组[9].AdaptiveSTR 在每次约束包含变量论域发生删减时被调用,由于我们采用

sparse set 表示变量的论域,算法 3 的第 5 行和第 15 行中,lastDom(c,x)−dom(x)可以直接获得.AdaptiveSTR 同

STR3 一样仍然分为两个部分:第 1 部分(第 1 行~第 18 行)删除所有从上一次约束满足相容性后新产生的无效

元组,根据弧相容的定义,我们可以根据任意变量论域是否删空或者任意约束中是否存在有效元组判断当前赋

值是否满足回溯条件,AdaptiveSTR 采用后者,对应第 19 行;第 2 部分(第 20 行~第 31 行)根据 position(c)中元组

的有效性为每个文字更新支持.我们不再通过 STR3 所采用的 dep(c)[9]查找所有待更新支持的文字,而是直接检

测约束 c 中包含的有效文字并为其更新支持.STR3 中,dep(c)用做从元组序号到该元组所支持的文字的索引更

新频繁,其自身维护代价较高,并且绝大多数问题的 rd<<t,其中,r 表示约束的元数,d 表示变量的最大论域,t 表示

约束 c 的元组数目.这意味着每次借助 dep(c)从被删元组中寻找待更新支持文字的效率,低于直接检测所有当

前有效文字的效率. 
算法 2. GACinit(c). 

begin 
1   remove invalid tuples from rel(c) 
2   position(c).curr=position(c).size−1 
3   for each x∈scp(c) and a∈dom(x) do 
4       row(c,x,a).curr=row(c,x,a).size−1 
5       if row(c,x,a)=−1 then 
6           removeValue(x,a) 

end 
算法 3. AdaptiveSTR(c):Boolean 

begin 
1   Sval=∅ 
2   for each x∈scp(c) do 
3     if |dom(x)|≠|lastDom(c,x)| then 
4       Sval=Sval∪{x} 
5       for each a∈lastDom(c,x)−dom(x) do 
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6         delCount=delCount+row(c,x,a).curr 
7   save(c,position(c).curr,stateP) 
8   if position(c).curr×|Sval|≤delCount then 
9     for each x∈Sval and i=position(c).curr to 0 do 
10      index=position(c)[i] 
11      τ=table(c)[index] 
12      if τ[x]∉dom(x) then 
13        removeTuple(c,i) 
14  else 
15    for each x∈Sval and a∈lastDom(c,x)−dom(x) do 
16      for i=0 to row(c,x,a).curr do 
17        if row(c,x,a)[i]∈position(c) then 
18          removeTuple(c,i) 
19  if position(c).curr=−1 then return false 
20  for each x∈scp(c) do 
21    for each a∈dom(x) do 
22      p=row(c,x,a).curr 
23      while row(c,x,a)[p]∉position(c) do 
24        p=p−1 
25        if p<0 then 
26          removeValue(x,a) 
27          break 
28      if p≠row(c,x,a) then 
29        save((c,x,a),row(c,x,a).curr,stateR) 
30        row(c,x,a).curr=p 
31    lastDom(x)=dom(x) 
32  return true 

end 
AdaptiveSTR 中,第 1 部分自适应地选择检测删除无效元组的方法.方法 3(第 8 行~第 13 行)枚举 position(c)

中元组并一一检测有效性,方法 4(第 14 行~第 18 行)检测所有被删文字对应的 row(c,x,a)收集无效元组.两种方

法都能保证不会漏删无效元组,正确性显然成立.在不考虑回溯的情况下,对于搜索树中一条长度为 m 的路径,
方法 3 的复杂度为 O(mrt),方法 4 的复杂度为 O(rt).通常 d<<t,随着变量论域的删减,position(c)的规模缩减很快,
并且方法 3 搜集无效元组是近似增量运算(无效元组仅被检测一次)[13],故方法 3 的实际运算代价远小于 mrt. 

初始状态下,position(c).size 等于任意变量包含的 row(c,x,a).curr 之和,即,每一变量包含的所有 row(c,x,a)维
护了约束 c 的一个拷贝.在回溯搜索中,更新 row(c,x,a)的方式是找到一个有效支持便停止查找,row(c,x,a)中同时

存在有效元组和无效元组,而 position(c)中的元组都是有效元组,故 row(c,x,a)的缩减速度可能小于 position(c)的
缩减速度,后面的实验部分也验证了这一观点.此外,两种数据结构缩减速度还与元组的顺序和变量值被删除的

顺序有关. 
上述的分析表明:针对具体的约束满足问题,以及在回溯搜索的不同阶段,两种检测删除无效元组的方法

中,谁的检测次数更少并不是固定的.幸运的是,每一次调用 AdaptiveSTR 时,两种方法实际的检测次数都可以快

速获得,我们可以通过简单对比找到检测次数最小的那种方法,而整个回溯搜索的累计检测次数小于两种方法

单独使用时任何一种的检测次数.设方法 3 的检测次数为 M,方法 4 的检测次数为 N. 
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性质 3. 每次调用 AdaptiveSTR 时,为删除无效元组,共检测 min(M,N)次和一次判断 O(1),其中,计算 M 的复

杂度为 O(rd),计算 N 的复杂度为 O(1). 
设 A 为约束 c 从初始状态直至上一次满足相容性时总共被删除的文字,设 B 为约束 c 从上一次满足相容性

到这一次执行 AdaptiveSTR 前被删除的文字,则方法 3 最多所需的检测次数为 
M=|Sval|×position(c).curr, 

其中,Sval 是每次调用 AdaptiveSTR 时约束 c 中论域发生删减的变量集合.方法 4 所需的检测次数为 

( , )
( , , ). .

x a B
N row c x a curr

∈

= ∑  

计算 N 对应 AdaptiveSTR 的第 2 行~第 6 行,复杂度为 O(rd).又有: 

( , )
( ). ( ). ( , , )

x a A
position c curr position c size row c x a

∈

= − ∪ . 

显然:position(c).curr 总是小于初始的元组个数,而 N 则不一定.AdaptiveSTR 通过对比每一次维持相容性时

M 和 N 的大小,选择代价最小的删除无效元组的方法. 
为了不失一般性,我们假设约束中的元组是均匀分布的,对于一个所有变量论域为 4 的五元约束,元组数目

为 t,每个文字对应的 row(c,x,a).curr=t/4,当一个变量 x 被赋值为 a 时,有 3/4 的元组成为无效元组,即: 
position(c).curr=t/4. 

假设其他未赋值变量对应的 row(c,y,b).curr 指向的元组中 x 的取值均为 a,则所有 row(c,y,b).curr 指向的元

组依然是有效的,row(c,y,b).curr=t/4.当又有两个变量的 4 个值被删除,引起下一次维持相容性时: 
M=|Sval|×position(c).curr=2×(t/4)=t/2, ( , , ). .N row c y b curr t= =∑  

算法 4. removeTuple(c,i). 
begin 

1   swap position(c)[i] and position(c)[position(c).curr] 
2   position(c).curr=position(c).curr−1 

end 
算法 5. removeValue(x,a) 

begin 
1   remove literal(x,a) from dom(x) 
2   add x to the propagation queue 

end 
算法 6. save(key,newdata,store) 

begin 
1   if (key,olddata)∉top(store) for any olddata then 
2     add newdata to top(store) 

end 

4   实验结果 

我们在随机问题和结构化问题上测试优化后的算法并与原算法比较,实验环境为 Intel core i5@3.20GHz 
4G ram windows7 64bit OS,程序编写语言 java.算法 MAC 采用 dom/ddeg 变量启发和字典序值启发.所有的实验

用实例均来自 http://www.cril.univ-artois.fr/~lecoutre/benchmarks.html 和 https://www.comp.nus.edu.sg/~xiawei/ 
STRC-benchmarks/. 

表 1 给出了每个算法在不同问题实例集上的平均 CPU 运行时间(s),#表示测试的实例个数.T/O 表示求解时

间超过 900s,M/O 表示内存溢出,加粗分别表示 MDDc 与 AdaptiveMDDc 中、STR3 与 AdaptiveSTR 中最短的
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求解时间. 
Table 1  Mean results of different series instances 

表 1  多组实例的平均实验结果 
Instance # MDDc AdaptiveMDDc STR3 AdaptiveSTR 
bdd-18 35 4.444 4.370 68.221 40.626 

cril 2 146.741 135.494 497.639 379.470 
rand-8-20 20 13.040 12.515 133.044 66.149 

rand-10-20 20 0.483 0.370 0.160 0.113 
rand-10-60 46 M/O M/O 199.321 151.956 
rand-15-23 25 37.309 36.326 275.748 161.515 
rand-3-20 50 43.678 37.670 51.111 36.246 

rand-3-20-fcd 50 22.071 18.862 24.764 18.070 
rand-3-24 15 256.752 221.103 342.946 239.095 

rand-3-24-fcd 25 190.090 169.204 198.677 166.933 
rand-5-12 50 2.615 2.187 3.850 3.131 
rand-5-2X 50 − − 4.770 3.401 
rand-5-4X 50 − − 35.404 20.934 
rand-5-8X 27 − − 653.823 237.630 

tsp-20 15 5.116 3.390 3.356 2.485 
tsp-25 15 63.113 46.572 54.191 37.434 
renault 2 0.002 0.002 0.053 0.049 

renault-mod 26 43.607 30.108 29.136 22.445 
half-7-25 23 136.272 128.987 16 T/O 10 T/O 
MDD0.7 9 30.209 28.934 4 T/O 1 T/O 
MDD0.9 9 1.342 1.305 39.189 22.102 

cw-mlc-ogd 27 63.099 35.388 2.670 2.168 
cw-mlc-uk 36 105.161 53.974 6.421 4.841 
cw-mlc-lex 44 23.082 11.144 2.456 1.995 

cw-mlc-words 55 70.392 34.934 7.871 6.278 

bdd-15,bdd-18,rand-15-23,half-7-25,MDD0.7,MDD0.9 这些实例集中约束构建的 MDD 压缩率较高,降低了

维持相容性的代价,MDDc 求解时间远低于 SRT3.另外,这一类实例集还有的特点是变量论域较小,约束元数较

高且约束个数远大于变量个数,也就是说,变量之间的约束关系较强,这使得在回溯搜索中伴随着对变量的赋值

其他变量论域缩减很快,而占扩展节点数目主体的搜索树中较深层的节点均受益于此,使得 MDDc 中采用从对

应变量当前论域中寻找有效出边的代价极大地降低.而对于变量论域缩减较慢的问题,例如 cw 系列的 4 类问

题,MDDc 的效率出现了严重下降,cw 系列问题较弱的约束关系使得伴随着变量赋值其他变量论域缩减较慢,
故采用扫描对应变量当前论域寻找有效出边的方法命中率降低,也就是说,存在大量的对 ff 节点的重复检测,此
时,更适合从节点的初始出边中寻找有效出边,AdaptiveMDDc 自适应选择寻找出边的方法,对论域缩减较快的

问题保持了 MDDc 的优势,对论域缩减慢的问题速度提升了 1 倍.AdaptiveSTR 采用自适应检测删除无效元组

的策略,对于元组集规模缩减较快的情况提速效果明显,例如 rand-8-20,rand-15-23,rand-5-8X,bdd-18,half-7-25, 
MDD0.7,MDD0.9 等约束元数较高而论域较小且元组集规模超大的约束,它们每一次删除无效文字会使较多的

元组成为无效元组,元组集的规模缩减较快,其中,对 rand-8-20,rand-5-8X,half-7-25 和 MDD0.7 问题,速度提升均

超过 1 倍.cw 系列问题约束关系较弱,元组集规模缩减较慢,AdaptiveSTR 比 STR3 提速约 25%.此外,我们采取直

接扫描约束包含变量的当前论域为文字更新支持的方法,也是二者效率差异的一个原因. 
表 2 给出了 MDDc 和 AdaptiveMDDc 在部分实例中的具体实验结果,Node 表示扩展节点数,Proportion 表

示采用 AdaptiveMDDc 算法在整个回溯搜索中满足|dom(xi)|>initArc(G)所占的比例,MDDc,AdaptiveMDDc 分别

表示采用该算法的运行时间. 
在回溯搜索中满足 |dom(xi)|>initArc(G)所占的比例较高时,AdaptiveMDDc 优化效果较好,例如在 cw-uk- 

vg16-16 问题上,Proportion=99.9%,AdaptiveMDDc 速度提升 2.6 倍.当满足该条件的比例减少时,AdaptiveMDDc
逐渐退化为 MDDc.此外,两种算法的效率差异还取决于|dom(xi)|与 initArc(G)差值的大小:当二者相差较大时, 
AdaptiveMDDc 的提速效果更明显.在 bdd-21-18-31 问题上,Proportion 较小且|dom(xi)|与 initArc(G)的差值也很

小,AdaptiveMDDc 减少的查找有效出边代价与策略选择的代价抵消. 
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Table 2  Detailed results on selected instances 
表 2  部分实例的具体实验结果 

Instance Node Proportion (%) MDDc AdaptiveMDDc 
bdd-21-18-10 21 10.5 0.007 0.007 
bdd-21-18-31 10 643 2.1 8.759 8.762 

cril-0 53 170 575 18.1 233.589 229.659 
rand-8-20-0 5 371 10.3 0.801 0.691 
rand-8-20-3 242 125 5.2 38.412 35.844 

rand-10-20-10 783 63.0 0.261 0.203 
rand-3-20-12 33 297 25.0 5.603 4.849 
rand-3-20-34 580 423 28.6 99.439 83.314 

rand-3-20-fcd-27 427 065 28.2 70.966 59.345 
rand-3-24-35 166 466 27.1 46.667 38.269 

rand-3-24-fcd-3 1 327 688 16.0 430.303 379.941 
rand-5-12-1 1 030 38.8 3.156 2.650 

rand-5-12-17 1 024 46.5 2.403 1.900 
tsp-20-193 71 960 60.6 41.136 25.114 
tsp-20-727 592 68.3 0.242 0.167 
tsp-25-13 1 640 72.7 0.715 0.583 

tsp-25-715 674 529 71.2 341.359 246.913 
renault-mod-38 1 801 84.1 0.046 0.041 
renault-mod-42 3 043 275 45.9 75.507 58.594 

half-25-7-8 322 732 8.5 33.195 31.383 
half-25-7-25 1 215 103 7.2 121.142 113.189 

a7-v24-psh0.7-9 50 075 3.6 6.162 5.897 
a7-v24-psh0.9-1 2 359 13.7 0.283 0.255 

cw-lex-vg4-8 10 047 83.5 6.457 3.418 
cw-lex-vg6-9 13 112 94.3 44.161 19.395 
cw-ogd-vg6-9 22 107 81.4 15.513 10.057 

cw-ogd-vg14-14 999 99.6 167.499 81.014 
cw-uk-vg14-16 653 99.7 77.907 35.169 
cw-uk-vg16-16 178 99.9 16.448 4.584 
cw-words-vg8-8 77 186 94.4 445.622 202.213 
cw-words-vg9-9 10 673 98.4 127.593 49.872 

表 3 给出了 STR3 和 AdaptiveSTR 在部分实例中的具体实验结果,Node 表示扩展节点数,Proportion 表示采

用 AdaptiveSTR算法在整个回溯搜索中满足 position(c).curr×|Sval|≤delCount 所占的比例,STR3,AdaptiveSTR 分

别表示采用该算法的运行时间. 

Table 3  Detailed results on selected instances 
表 3  部分实例的具体实验结果 

Instance Node Proportion (%) STR3 AdaptiveSTR 
bdd-21-18-10 21 80.2 1.328 0.756 
bdd-21-18-12 13 438 99.9 83.167 34.443 

cril-0 53 170 575 63.6 463.177 348.319 
rand-8-20-0 5 371 96.6 4.061 1.994 

rand-8-20-13 505 203 99.7 326.053 136.698 
rand-10-20-10 783 96.6 0.110 0.081 
rand-10-60-17 86 191 69.7 334.182 250.833 
rand-15-23-11 31 048 99.9 149.014 84.442 
rand-15-23-4 84 360 99.9 323.853 164.025 
rand-3-20-12 33 297 77.6 6.971 5.138 
rand-3-20-34 580 423 80.3 113.461 80.104 

rand-3-20-fcd-27 427 065 80.0 84.032 61.670 
rand-3-24-35 166 466 78.6 61.026 43.081 
rand-5-2X-45 653 86.1 4.047 2.622 
rand-5-4X-8 3 888 89.4 27.124 14.032 
rand-5-8X-2 117 021 95.7 770.814 264.605 

rand-5-8X-20 60 110 96.7 590.852 128.886 
tsp-20-727 592 68.3 0.199 0.155 
tsp-25-715 674 539 71.2 308.344 212.972 
half-25-7-2 82 970 99.1 207.949 105.274 

half-25-7-23 18 240 98.6 46.104 22.200 
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Table 3  Detailed results on selected instances (Continued) 
表 3  部分实例的具体实验结果(续) 

Instance Node Proportion (%) STR3 AdaptiveSTR
a7-v24-psh0.7-9 50 075 97.4 205.125 121.745 
a7-v24-psh0.9-6 39 165 95.7 129.911 68.219 

cw-lex-vg4-8 10 047 68.6 1.222 0.953 
cw-lex-vg6-9 13 112 60.5 3.485 2.867 
cw-ogd-vg6-9 22 107 89.5 21.490 15.331 

cw-ogd-vg14-14 999 33.4 4.355 3.805 
cw-uk-vg14-16 653 27.0 0.913 0.771 
cw-uk-vg16-16 178 19.6 0.174 0.160 
cw-words-vg8-8 77 186 68.0 35.964 29.571 
cw-words-vg9-9 10 673 55.5 6.049 5.080 

可以看出,绝大多数问题 position(c).curr×|Sval|≤delCoun 所占的比例较高.这说明对绝大多数问题采用自适

应方法可以减少元组有效性的检测次数,进而提高维持弧相容的效率.当然,STR3与AdaptiveSTR效率的差异还

取决于 position(c).curr×|Sval|与 delCoun 二者差值的大小以及策略选择的代价.实验结果表明:对绝大多数问题, 
AdaptiveSTR 相比于 STR3 效率提升显著,其中,bdd-21-18-12,half-25-7-23 和 rand-8-20-13 等问题,Proportion 达

到 95%以上,速度提升 1 倍多,rand-5-8X-2 速度提升 2 倍,rand-5-8X-20 速度提升 3.6 倍.cw-ogd-vg14-14 和

cw-uk-vg16-16 等问题,Proportion 较小,提速效果稍弱.如同我们优化 STR3 所希望的,对于绝大多数问题,无论元

组集缩减速度的快慢,AdaptiveSTR 维持弧相容的效率总要高于 STR3. 

5   总  结 

随着回溯搜索对变量的赋值和撤销赋值,整个约束网络满足相容性的部分也随着收缩和扩张,表现为变量

论域的变化和表达约束的数据结构的规模变化,我们称之为局势,并利用它设计出自适应方法,减少了同一操作

在回溯搜索中的累计耗时.实验结果表明:采用这种自适应方法的 AdaptiveMDDc 在部分问题上相比 MDDc 获

得了 2 倍以上提速,AdaptiveSTR 则整体优于 STR3,在一些上问题获得 3 倍以上的提速.另外,我们可以总结出相

容性算法中自适应的适用条件. 
1) 对于同一操作,存在不止一种实现方法;且根据不同的局势,不存在某一种实现方法的效率总是严格

高于其他方法; 
2) 能够根据当前局势,以尽量小的代价找到效率最高的那个实现方法,也就是说,用于寻找方法的代价

远小于方法执行的代价. 
采用 globally enforce GAC 策略的 STR2,MDDc 算法每次维持相容性时,通过扫描元组集的当前有效部分

查找支持,所以 STR2,MDDc 维持弧相容的效率与元组集有效部分的缩减速度有关.而采用 path optimal 策略的

STR3,AC4 算法从 dual table 中查找支持,其效率与元组集有效部分缩减速度无直接关系.两种策略在不同问题

上维持弧相容的效率存在较大差异.AdaptiveSTR 在每次维持相容性时,自适应地选择是从元组集当前有效部

分检测删除无效元组还是从 dual table 中检测删除无效元组.因此,AdaptiveSTR 通过 O(rd)的判断代价实现了

globally enforce GAC 和 path optimal 两种策略间的任意切换,每次维持相容性时,可以根据约束网络的局势选取

代价最小的策略,而整个回溯搜索的求解时间少于两种策略独立使用的任意一种. 
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