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摘  要: 正则模型是非正规模态逻辑的模型,通过定义正则模型的不相交并、C2t-互模拟、生成子模型、C2t-超滤

扩张等模型上的运算,可以证明一个正则模型类在时态语言中可定义当且仅当它在不相交并、满 C2t-互模拟像、

C2t-超滤扩张下封闭,并且它的补类在 C2t-超滤扩张下封闭.该刻画定理说明了时态语言在正则模型类上的表达力. 
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Temporal Definability of Regular Model Classes 
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Abstract:  Regular models are models for non-normal modal logics. By defining some model operations, including disjoint union, 
C2t-bisimulation, generated submodel, and C2t-ultrafilter extension, this study proves that a class of regular models can be defined in the 
temporal language if and only if it is closed under disjoint unions, surjective C2t-bisimulations and C2t-ultrafilter extensions, while its 
complement is closed under ultrafilter extensions. This characterization theorem explains the expressive power of temporal language over 
regular models. 
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1977 年,图灵奖获得者 Pnueli 开创性地把时态逻辑引入计算机科学,引发了对系统的动态行为推理的基本

模式转变[1],使得时态逻辑成为反应式系统和并发式系统时进行规格说明和验证的工具,在芯片、硬件的设计上

被广泛运用.我国唐稚松院士将时态逻辑形式化理论与软件技术结合起来,提出了第 1 个可执行时态逻辑语言

XYZ/E[2].该语言将状态转换的控制机制引入到逻辑系统之中.这一成果是软件工程领域中发展可执行时态逻

辑的先驱.段振华教授开发的时态逻辑程序设计语言在并发系统、实时系统、混合系统(形式验证)、互联网计

算及嵌入式系统中都有重要应用[3].随着计算机科学的进一步发展,时态逻辑在软件工程、人工智能、模型检测、
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信息安全等方面也得到了广泛的应用. 
极小时态逻辑 Kt 是一种比较简单的时态逻辑[4].Kt 的语言是在经典命题逻辑语言的基础上加入时态算子

G,H 构成,它们的对偶算子分别定义为 Fφ:=¬G¬φ和 Pφ:=¬H¬φ.公式 Gφ读作“φ将来总是真的”,Hφ读作“φ过去

总是真的”,Fφ读作“φ将来可能真”,Pφ读作 “φ过去可能真 ”.极小时态逻辑的语言的框架是一个关系框架

(W,RF,RP),其中:W 是非空集,称为框架的域,RF 和 RP 是 W 上的二元关系且对任意 w,v∈W,wRFv 当且仅当 vRPw.
关系 RF 和 RP 分别用来解释时态算子 G 和 H,wRFv 表示 v 是 w 的未来点,vRPw 表示 w 是 v 的过去点. 

Lemmon 在 1966 年提出了极小非正规模态逻辑 C2[5],它是在极小正规模态逻辑 K 中去掉正规性得到的,
即把系统 K 中概括规则替换为单调规则 (概括规则 :从φ推出�φ;单调规则 :从φ→ψ推出�φ→�ψ).它是关 
系语义学(克里普克语义学)下极小的非正规模态逻辑.在 C2 中,�F不是定理,即真不是必然的.雷蒙用正则模型 

(W,N,R,V)来解释 C2,其中,N⊆W 中的点称为正规点,N 之外的点称为非正规点;R⊆W2 是 W 上的二元关系,用来解

释模态算子�.正则模型是非正规模态逻辑的模型,它与通常的克里普克模型区别在于:正则模型中可以存在非

正规点,在非正规的点上,矛盾是可能的.在文献[6]中,我们将 C2 时态化处理,得到极小非正规时态逻辑 C2t,它是

Kt 的子逻辑.该文还构造了 C2t 的带标矢列式系统. 
可定义性是模型论的一个核心问题[7],它研究模型类或模型的性质在一个逻辑语言中可定义或可表达的

问题.在研究时态逻辑的可定义性问题中,互模拟的概念起着重要作用.互模拟概念也是理论计算机科学的一个

重要概念,在计算机科学中有广泛的应用,例如在并发系统的研究中,可以用来证明进程之间的等价性[8].经典模

态逻辑的互模拟概念是由荷兰逻辑学家 van Benthem 提出来的[9].关于模态逻辑的互模拟有许多研究成果. 
Perkov 研究了经典克里普克框架类在基本命题模态语言下的存在可定义性 (existential definability)[10]; 
Kurtonina和De Rijke研究了带U,S算子的时态逻辑的互模拟[11],其中,U(φ,ψ)读作“直到φ,ψ为真”,S(φ,ψ)读作“自
从φ之后,ψ为真”.Venema 研究了经典模态逻辑的模型类可定义性的刻画问题[12].这些工作主要研究经典的克里

普克模型或框架的可定义性问题.本文的主要工作是研究正则模型的互模拟及其在时态语言下的可定义性.首
先定义正则模型的不相交并、生成子模型、C2t-互模拟、时态饱和以及时态可定义性等概念,然后证明一个正

则模型类是时态可定义的当且仅当它在不相交并、满 C2t-互模拟像、C2t-超滤扩张下封闭,并且它的补类在 C2t-
超滤扩张下封闭. 

1   语言和语义 

时态逻辑的语言Lt 由可数命题变元集 Prop、命题常量⊥、命题联接词→、时态算子 G 和 H 组成.Lt 公式 

由如下规则递归定义: 
φ::=p|⊥|(φ→φ)|Gφ|Hφ,其中,p∈Prop. 

其他联结词定义如下: 
¬φ:=φ→⊥,F:=⊥→⊥,φ∨ψ:=¬φ→ψ,φ∧ψ:=¬(¬φ∨¬ψ),φ↔ψ:=(φ→ψ)∧(ψ→φ),Fφ:=¬G¬φ,Pφ:=¬H¬φ. 

定义 1. 一个正则框架是 F =(W,N,RF,RP),其中:W 是一个非空集合;N 是 W 的子集;RF 和 RP 是集合 W 上满足

下面条件的二元关系:对任意 w,v∈N,wRFv 当且仅当 vRPw.一个正则模型是M =(W,N,RF,RP,V),其中,(W,N,RF,RP) 

是正则框架框,V:Prop→P (W)是从 Prop 到 W 的幂集上的赋值函数. 
定义 2. 一个公式φ在正则模型M中点 w 上真(记号M ,wBφ)递归定义如下. 
• M ,wBp 当且仅当 w∈V(p),其中 p∈Prop; 
• M ,wH⊥; 
• M ,wBφ→ψ当且仅当M ,wHφ或者M ,wBψ; 
• M ,wBGφ当且仅当 w∈N 并且∀v∈W(wRFv⇒M ,vBφ); 
• M ,wBHφ当且仅当 w∈N 并且∀v∈W(wRPv⇒M ,vBφ). 

由定义 2 可得: 
• M ,wBFφ当且仅当 w∉N 或者∃v∈W(wRFv 并且M ,wBφ); 
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• M ,wBPφ当且仅当 w∉N 或者∃v∈W(wRPv 并且M ,wBφ). 
令 V(φ)={w∈W|M ,wBφ}表示使得φ为真的所有点的集合.称φ在正则模型 M 上是全局真的(记为 M Bφ),如

果对任意 w∈W,M ,wBφ.称公式集Σ在 w 上可满足(记为M ,wBΣ),如果对任意ψ∈Σ,M ,wBψ.称Σ在一个正则模型

类K上可满足,如果存在M ′∈K,使得Σ在M ′某点上可满足. 

2   C2t-互模拟 

本节定义正则模型类上的 C2t-互模拟概念,证明时态公式在 C2t-互模拟下保持不变.不相交并、生成子模

型等正则模型类上运算都是 C2t-互模拟的特殊情况. 
定义 3(时态等价). 令 M =(W,N,RF,RP,V)和 ( , , , , )F PW N R R V′ ′ ′ ′ ′ ′=M 是两个正则模型,w 和 w′分别是 M 和

M ′上的点.w 上的理论 Th(w)是在该点上为真的所有公式的集合,即 Th(w)={φ|M ,wBφ}.称 w 和 w′时态等价(记
为 wyw′),如果 Th(w)=Th(w′).M的理论 Th(M )是在M所有点上都是真的公式构成的集合,即 Th(M )={φ|M B 
φ}.称M 和M ′时态等价(记为MyM ′),如果 Th(M )=Th(M ′). 

定义 4. 令M =(W,N,RF,RP,V)和 ( , , , , )F PW N R R V′ ′ ′ ′ ′ ′=M 是正则模型.一个非空二元关系 Z⊆W×W ′称为M 和 

M ′之间的一个 C2t-互模拟(记为 Z:MqM ′),如果下列条件成立:对任意 w,v∈W 和 w′,v′∈W ′,如果 wZw′,那么, 
(1) 对任意 p∈Prop,M ,wBp 当且仅当M ′,w′Bp; 

(2) w∈N 当且仅当 w′∈N ′; 
(3) 如果 wRFv,那么存在点 v′∈W′满足 Fw R v′ ′ ′ 并且 vZv′; 
(4) 如果 wRPv,那么存在点 v′∈W′满足 Pw R v′ ′ ′并且 vZv′; 
(5) 如果 Fw R v′ ′ ′ ,那么存在点 v∈W 满足 wRFv 并且 vZv′; 
(6) 如果 Pw R v′ ′ ′ ,那么存在点 v∈W 满足 wRPv 并且 vZv′. 

如果 Z 是M 和M ′之间的一个 C2t-互模拟并且 wZw′,那么称 w 和 w′是 C2t-互模拟的,记为 Z:M ,wqM ′,w′, 
有时简记为 wqw′.称 Z:MqM ′是 M 和 M ′之间的一个满 C2t-互模拟,如果对任意 w′∈W ′,存在 w∈W 满足 
wZw′.这时称M ′是M 在满 C2t-互模拟 Z 下的像. 

定义 5. 称一个公式集Δ定义一个正则模型类K,如果对任意正则模型M ,M∈K当且仅当M BΔ.称一个正则 

模型类是时态可定义的,如果存在一个公式集定义该正则模型类. 
下面命题表明 C2t-互模拟的两个点是时态等价的. 
命题 1. 对任意正则模型 M =(W,N,RF,RP,V)和 ( , , , , )F PW N R R V′ ′ ′ ′ ′ ′=M ,任意 w∈W 和 w′∈W ′,如果 wqw′,那

么 wyw′. 
证明 :假设 wqw′,那么存在 C2t-互模拟关系 Z:M ,w=M ′,w′.只需证对任意公式φ,M ,wBφ当且仅当

M ′,w′Bφ.对公式φ进行归纳.φ是原子公式或者⊥时,根据 C2t-互模拟定义直接可得.φ=φ0→φ1 时易证.φ=Gψ时,设
M ,wBGψ,则 w∈N 并且∀v∈W(wRFv⇒M ,vBψ).由于 wZw′,所以 w′∈N′.设 v′∈W′并且 Fw R v′ ′ ′ ,所以存在 v∈W,满足

wRFv 并且 vZv′.所以 M ,vBψ.由归纳假可得,M ′,v′Bψ.因此 ( , )Fv W w R v v ψ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′∀ ∈ ⇒ BM .即 M ′,w′BGψ.反方向

证明类似.φ=Hψ时的证明和φ=Gψ类似. □ 
命题 2. 正则模型的时态可定义类在满 C2t-互模拟下是封闭的. 

证明:设公式集Σ定义一个正则模型类K,M 和 M ′是任意正则模型并且 M ∈K.再设 Z:MqM ′是 M 和

M ′之间的满 C2t-互模拟.下面证明 M ′∈K.设任意φ∈Δ并且任意 w′∈W′.由于 Z:MqM ′是满 C2t-互模拟,所以

∃w∈W 满足 wZw′.又因M∈K,所以M BΔ.所以M Bφ.所以M ,wBφ.根据命题 1,有M ′,w′Bφ.根据φ和 w′的任意性,

可得M ′BΔ.所以M ′∈K. □ 

对任意一族正则模型,称它们是互不相交的,如果它们的域两两之间没有共同的元素.显然,如果它们的域

不是互不相交的,那么总是可以取与它们同构的模型,使得它们的域彼此之间互不相交. 
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定义 6. 令{M i|i∈I}是一族正则模型,其中, ( , , , , )i i
i i i F P iW N R R V=M ,i∈I.不妨设{M i|i∈I}是互不相交的.它们

的不相交并是 ( , , , , )i I i F PW N R R V∈ =� M ,其中, 

(1) ii I
W W

∈
=∪ ; 

(2) ii I
N N

∈
=∪ ; 

(3) i
F Fi I

R R
∈

=∪ ; 

(4) i
P Pi I

R R
∈

=∪ ; 

(5) ( ) ( )ii I
V p V p

∈
=∪ ,其中,p∈Prop. 

命题 3. 任意一族正则模型的不相交并是正则模型. 
证明:根据不相交的定义易证. □ 
命题 4. 正则模型的时态可定义类对不相交并封闭. 

证明:设正则模型类K是由公式集Σ定义并且{M j|j∈I}⊆K.下面证明 .j I j∈ ∈� KM 设任意φ∈Δ并且任意

.jj I
w W

∈
∈∪ 那么∃i∈I,w∈Wi.容易验证,关系{〈v,v〉|v∈Wi}是M i 和 j I j∈� M 之间的 C2t-互模拟.因为M i∈K,所以

M iBΔ. 因此 M i,wBφ. 所以 , .j I j w φ∈� BM 所以 ∀φ∈Δ, , , ,j j I jj I
w W w φ∈∈

∀ ∈∪ � BM 即 .j I j Δ∈� BM 所以

.j I j∈ ∈� KM  □ 

定义 7. 对任意正则模型 M =(W,N,RF,RP,V)和 ( , , , , )F PW N R R V′ ′ ′ ′ ′ ′=M ,称 M ′是 M 的子模型,如果 W ′⊆W, 
N ′=N∩W ′, ( ), ( )PFF PR RR W W R W W′ ′ ′′ ′ ′= ∩ × = ∩ × ,V ′(p)=V(p)∩W ′,其中,p∈Prop.称M ′是M 的生成子模型,如果 
M ′是M 的子模型,并且满足下面的封闭条件:如果 w∈W ′并且 w(RF∪RP)v,那么 v∈W ′.其中,RF∪RP 表示关系 RF

和 RP 的并,即对任意 w,v∈W,w(RF∪RP)v 当且仅当 wRFv 或者 wRPv. 
递归定义集合 W 上的二元关系(RF∪RP)n 如下. 
(1) w(RF∪RP)0v 当且仅当 w=v; 
(2) w(RF∪RP)n+1v 当且仅当∃w′∈W 满足 w(RF∪RP)w′并且 w′(RF∪RP)nv. 
给定 W 中的一点 w,存在最小的包含 w 的生成子模型,该生成子模型记为Mw.易知,Mw 的域是 w 通过关系 

(RF∪RP)在有穷步内到达的所有点构成的集合.下面给出M w 的定义: ( , , , , )w w
w w w F P wW N R R V=M ,其中, 

(1) Ww={v∈W|w(RF∪RP)nv,n∈N}; 
(2) Nw=N∩Ww; 
(3) ( )w

F F w wR R W W= ∩ × ; 

(4) ( )w
P P w wR W WR ∩ ×= ; 

(5) Vw=V(p)∩Ww,其中,p∈Prop. 
其中,N 表示自然数集合. 

命题 5. 对任意正则模型M 和M 中任意点 w. 
(1) M 和Mw 之间存在一个满 C2t-互模拟; 

(2) v W v∈� M 和M 之间存在一个满 C2t-互模拟. 

证明: 
(1) 容易验证,关系{〈v,v〉|v∈Ww}是M 和M w 之间的一个满 C2t-互模拟; 

(2) 容易验证,关系{ , | ,w W w vv v v ∈′〈 〉 ∈ ∈′� M M 并且 v′和 v 是相同的点的副本}是 w W w∈� M 和M 之间的 

一个满 C2t-互模拟. □ 
由命题 5 可得如下推论: 

推论 1. 如果是K是任意时态可定义的正则模型类,那么对任意正则模型 M ,M ∈K当且仅当对任意点

w∈M ,M w∈K. 
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证明:假设公式集Σ定义K.下面证从左到右方向:设M∈K.那么M BΔ.设 w∈W.再设φ∈Δ,v∈Ww.那么 v∈W.因

此 M ,vBφ.根据命题 5(1)的证明,{〈u,u〉|u∈Ww}是 M 和 Mw 之间的满 C2t-互模拟,所以 M w,vBφ.所以∀φ∈Δ, 

∀v∈Ww,Mw,vBφ.所以 M wBΔ.因此 M w∈K.所以∀w∈W,M w∈K.从右到左方向:设∀w∈W,M w∈K,因此∀w∈W, 

M wBΔ.所以 w W w Δ∈� BM .再设 w∈W 并且φ∈Δ,那么 w W w φ∈� BM .根据命题 5(2), w W w∈� M 和M存在满 C2t-

互模拟,所以M ,wBφ.所以∀w∈W,∀φ∈Δ,M ,wBφ,即MBΔ.所以M∈K. □ 

3   时态饱和 

在模态逻辑中,互模拟蕴涵模态等价,但是反过来不必然成立.在饱和模型类上,两个模态等价的模型是互

模拟的[13].在正则时态逻辑中,也可以定义时态饱和的正则模型类,可以证明正则模型类的时态等价蕴涵 C2t-互
模拟. 

令Σ是一个公式集,M =(W,N,RF,RP,V)是正则模型,并且 A⊆W.称Σ在 A 上可满足,如果Σ在 A 中某点上可满足;

称Σ在 A 上有穷可满足,如果Σ的任意有穷子集在 A 上可满足. 
定义 8. 称一个正则模型 M =(W,N,RF,RP,V)是时态饱和的,如果下面的条件成立:对任意 w∈W,任意公式  

集Σ: 
(1) 如果 w∉N,那么 RF[w]=RP[w]=∅; 
(2) 如果Σ在 RF[w]上有穷可满足,那么Σ在 RF[w]上可满足; 
(3) 如果Σ在 RP[w]上有穷可满足,那么Σ在 RP[w]上可满足. 

其中,∅表示空集,RF[w]={v∈W|wRFv},RP[w]={v∈W|wRPv}. 
命题 6. 令 M 和 M ′是时态饱和的正则模型,并且 w 和 w′分别是 M 和 M ′上的点.那么 wqw′当且仅当

wyw′. 

证明: 
• 从左到右方向是显然的. 
• 从右到左方向: 
设 wyw′.下面证明时态等价关系y是 C2t-互模拟关系.只需验证y是满足 C2t-互模拟的 4 个条件.第 1

个和第 2 个条件显然成立.第 3 个条件验证如下:假设 wyw′并且 wRFv.根据时态饱和的定义,可得 w∈N.所以

w′∈N ′.令Σ={φ|M ,vBφ}.为了证明 v和w′的某个后继点时态等价,只需证Σ在 [ ]F wR′ ′ 上可满足.根据时态饱和的定

义,只需证Σ在 [ ]F wR′ ′ 中有穷可满足.假设Σ0 是Σ的任意有穷子集,显然 M ,wBFψ,其中,ψ=∧Σ0.由于 wyw′,所以

M ′,w′BFψ.又因 w∈N ′,所以∃v′∈M ′,使得 Fw R v′ ′ ′ 并且 M ′,v′Bψ.所以Σ0 在 [ ]F wR′ ′ 上可满足.因此,Σ在 [ ]F wR′ ′ 上有

穷可满足,所以Σ在 [ ]F wR′ ′ 上可满足.对关系 RP 验证与 RF 类似.第 4 个条件的验证与第 3 条类似. □ 

4   C2t-超滤扩张 

在模态逻辑中,一个模型的超滤扩张是模态饱和的[12].在时态逻辑中,本节定义正则模型的 C2t-超滤扩张,
并且证明任何正则模型的 C2t-超滤扩张是时态饱和的. 

对任意集合 W,集合族 u⊆P (W)称为 W 上的超滤子,如果满足下面的条件: 

(1) 如果 A,B∈u,那么 A∩B∈u; 
(2) 如果 A∈u 并且 A⊆B⊆W,那么 B∈u; 
(3) 对任意 A⊆W,A∈u 当且仅当 Ac∉u. 

其中,P (W)={A|A⊆W}是 W 的幂集,Ac 表示 A 相对于 W 的补集. 
对任意集族 E⊆P(W),称 E 具有有穷交性质,如果 E 中任意有穷个集合的交集非空,即如果 Ai∈E,i∈n,那么, 

.ii n
A

∈
= ∅/∩  

事实 1. 对任意 w∈W,容易验证πw={A⊆W|w∈A}是 W 上的超滤子,并且称πw 是由 w 生成的主超滤子.对任意 
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集族 E⊆P (W),如果 E 具有有穷交性质,那么 E 可以扩张为一个超滤子,即存在 W 上的一个超滤子 u,使得 E⊆u. 
事实 2. 如果 E⊆P (W)是 W 上的任意超滤子,那么, 
(1) 对任意 A,B∈P (W),有 A∪B∈u 当且仅当 A∈u 或 B∈u. 

(2) W∈u. 
(3) ∅∉u. 
(4) 如果 u 包含一个有穷集,那么 u 是 W 中的某个元素生成的主超滤子.因此当 W 是有穷集时,其上的超

滤子恰好有|W|个. 
关于事实 1、事实 2 的证明可参考文献[14]. 
定义 9. 对任意正则框架 F =(W,N,RF,RP),在 W 幂集上定义 4 个运算如下: 

• F(X):={w∈W|w∉N 或者∃v∈W(wRFv 并且 v∈X)}; 
• G(X):={w∈W|w∈N 并且∀v∈W(wRFv⇒v∈X)}; 
• P(X):={w∈W|w∉N 或者∃v∈W(wRPv 并且 v∈X)}; 
• H(X):={w∈W|w∈N 并且∀v∈W(wRPv⇒v∈X)}. 
命题 7. 对任意正则框架 F =(W,N,RF,RP),任意 X,Y⊆W,有: 

(1) G(X)=(F(Xc))c; 
(2) H(X)=(P(Xc))c; 
(3) F(X)=(G(Xc))c; 
(4) P(X)=(H(Xc))c; 
(5) G(X∩Y)=G(X)∩G(Y)并且 H(X∩Y)=H(X)∩H(Y); 
(6) 如果 X⊆Y,那么 G(X)⊆G(Y)并且 H(X)⊆H(Y). 
证明:根据 F,G,P,H 的定义易证. □ 

定义 10(C2t-超滤扩张). 对任意正则框架 F =(W,N,RF,RP),结构 ( ( ), , , )ue ue ue
F PUf W N R R=ueF 称为 F的 C2t-超 

滤扩张,其中, 
(1) Uf(W):={u|u 是 W 上的超滤子}; 
(2) Nue:={u∈Uf(W)|N∈u}; 
(3) u0∈Nue 时, 0 1

ue
Fu R u 当且仅当{A|G(A)∈u0}⊆u1; 

(4) u0∉Nue 时, 0[ ]ue
FR u = ∅ ; 

(5) u0∈Nue 时, 0 1
ue
Pu R u 当且仅当{A|H(A)∈u0}⊆u1; 

(6) u0∉Nue 时, 0[ ]ue
PR u = ∅ . 

命题 8. 对任意 u0,u1∈Uf(W): 

(1) 如果 u0∈Nue,那么 0 1
ue
Fu R u 当且仅当{F(A)|A∈u1}⊆u0; 

(2) 如果 u0∈Nue,那么 0 1
ue
Pu R u 当且仅当{P(A)|A∈u1}⊆u0; 

(3) 如果 G(A)∈u0,那么 u0∈Nue 并且对任意 v∈Uf(W), 0
ue
Fu R v 蕴涵 A∈v; 

(4) 如果 H(A)∈u0,那么 u0∈Nue 并且对任意 v∈Uf(W), 0
ue
Pu R v 蕴涵 A∈v. 

证明: 

(1) 设 u0∈Nue,再设 0 1
ue
Fu R u 并且A∈u1.由超滤子定义可知,Ac∉u1.由 0 1

ue
Fu R u 定义可知,G(Ac)∉u0.所以(G(Ac))c∈ 

u0.因此F(A)∈u0.反过来,设{F(A)|A∈u1}⊆u0并且G(A)∈u0.由命题 7(1)可得,(F(Ac))c∈u0.所以F(Ac)∉u0.所以Ac∉u1. 

因此 A∈u1.所以 0 1
ue
Fu R u . 

(2) 证明与(1)类似. 
(3) 设 G(A)∈u0.因为 G(A)={w∈W|w∈N 并且∀v∈W(wRFv⇒v∈A)},所以 G(A)⊆N.所以 N∈u0.因此 u0∈Nue.再 
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设 0
ue
Fu R v ,那么{B|G(B)∈u0}⊆v.因为 G(A)∈u0,所以 A∈v. 

(4) 证明与(3)类似. □ 
命题 9. 对任意集合 A⊆W,任意超滤子 u0∈Uf(W): 

(1) 如果 F(A)∈u0,那么 u0∉Nue 或者存在 u1∈Uf(W)使得 0 1
ue
Fu R u 并且 A∈u1; 

(2) 如果 P(A)∈u0,那么 u0∉Nue 或者存在 u1∈Uf(W)使得 0 1
ue
Pu R u 并且 A∈u1. 

证明:设 F(A)∈u0 并且 u0∉Nue.下面构造超滤子 u1 使得 0 1
ue
Fu R u 并且 A∈u1. 

令 1 0{ } { | }A B G uu B′ = ∪ ∈ .下面证明 1u′具有有穷交性质.假设 1u′不具有穷交性质,那么存在自然数 n,使得 A∩ 

B1∩…∩Bn=∅,其中 Bi∈{B|GB∈u0},i≤n.所以 B1∩…∩Bn⊆Ac.因此 G(B1∩…∩Bn)⊆G(Ac).所以 G(B1)∩…∩G(Bn)⊆ 
G(Ac).因为 G(Bi)∈u0,i≤n.所以 G(B1)∩…∩G(Bn)∈u0.所以 G(Ac)∈u0.因此(G(Ac))c∉u0.根据命题 7(3),F(A)∉u0,这与 

假设矛盾.所以 1u′具有有穷交性质.因此 1u′可以扩张为一个超滤子 u1.由 u1 的构造可知, 0 1
ue
Fu R u 并且 A∈u1. 

(2)的证明与(1)类似. □ 

命题 10. 对任意正则框架 F=(W,N,RF,RP),它的 C2t-超滤扩张 ( ( ), , , )ue ue ue
F PUf W N R R=ueF 是正则框架. 

证明:设 u0,u1∈Nue,再设 0 1
ue
Fu R u 并且 H(A)∈u1.由命题 8(1)可得,F(H(A))∈u0.容易验证 Nc∪(F(H(A)))c∪A=W∈ 

u0.由于 u0 是超滤子并且 F(H(A))∈u0,N∈u0.根据事实 2,A∈u0.因此 1 0
ue
Pu R u .反过来,设 1 0

ue
Pu R u 并且 A∈u1.容易验证

Nc∪Ac∪H(F(A))=W∈u1.由于 u1 是超滤子并且 N∈u1,A∈u1.根据事实 2,H(F(A))∈u1.所以 F(A)∈u0.因此 0 1
ue
Fu R u . □ 

定义 11. 对任意正则模型M=(F ,V),ueM=(ueF ,Vue)称为M的 C2t-超滤扩张,其中 Vue 定义为 

Vue(p)={u∈Uf(W)|V(p)∈u},对任意 p∈Prop. 
显然,任意正则模型的 C2t-超滤扩张是正则模型. 
命题 11. 对任意正则模型M =(F ,V),任意公式φ以及 W 上超滤子 u,有: 

V(φ)∈u 当且仅当 ueM ,uBφ. 

证明:对公式φ进行归纳.φ是原子命题或者⊥时,根据 C2t-超滤扩张定义易得.φ=φ0→φ1 时易证.φ=Gψ时,从左 

到右方向:设 V(Gψ)∈u.那么 G(V(ψ))∈u.所以 u∈Nue 并且对任意超滤子 v,如果 ue
FuR v ,那么 V(ψ)∈v.再设 v 是任意

超滤子并且 ue
FuR v ,那么 V(ψ)∈v.根据归纳假设,ueM ,vBψ,所以 ( , )ue

Fv uR v v ψ∀ ⇒ BueM ,即 ueM ,uBGψ.从右到左

方向 :设 ueM ,uBGψ,那么 u∈Nue 并且 ( , )ue
Fv uR v v ψ∀ ⇒ BueM .再设 G(V(ψ))∉u .所以(G(V(ψ)))c∈u .因此

F((V(ψ))c)∈u.由于 u∈Nue,所以存在超滤子 v,使得 ue
FuR v 并且(V(ψ))c∈v.所以 ueM ,vBψ.根据归纳假设可 

得,V(ψ)∈v.这与(V(ψ))c∈v 矛盾.所以 G(V(ψ))∈u,即 V(Gψ)∈u.φ=Hψ时,证明与上面类似. □ 
命题 12. 对任意正则模型M和其中任意点 w,有 wyπw. 
证明:只需证对任意 w∈W 和任意φ,M ,wBφ当且仅当 ueM ,πwBφ.从左到右方向:假设 M ,wBφ.那么 w∈V(φ),

所以 V(φ)∈πw.根据命题 11,有 ueM ,πwBφ.从右到左方向:假设 ueM ,πwBφ.那么 V(φ)∈πw.根据命题 11,有 w∈V(φ),
所以M ,wBφ. □ 

命题 13. 对任意公式φ和任意正则模型M ,M Bφ当且仅当 ueM Bφ. 
证明:从左到右方向:设 M Bφ.那么 V(φ)=W.因为 W 属于 W 上任意超滤子,再根据命题 11,对任意 u∈Uf(W), 

ueM ,uBφ,所以 ueM Bφ.从右到左方向:设M Hφ.那么∃w∈W,M ,wHφ.根据命题 12,ueM ,πwHφ.所以 ueM Hφ. □ 

命题 14. 正则模型的时态可定义类和它的补类在 C2t-超滤扩张下封闭. 
证明:从命题 13 显然可得. □ 
命题 15. 对任意正则模型M ,ueM是时态饱和的. 

证明:令M =(W,N,RF,RP,V)是任意正则模型.下面验证 ( ( ), , , , )ue ue ue ue
F PUf W N R R V=ueM 满足时态饱和的 3 个 

条件. 
饱和条件 1:根据 C2t-超滤扩张的定义显然可得. 

饱和条件 2:设Σ是任意公式集,u 是 W 上任意超滤子,再设Σ在 [ ]ue
FR u 上有穷可满足,那么对Σ的任意有穷子
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集Σ0,存在点 v∈Uf(W),使得 ue
FuR v 并且 ueM ,vBΣ0.因为Σ总是存在有穷子集的,所以 u 在关系 ue

FR 下存在后继点. 

根据 C2t-超滤扩张的定义,有 u∈Nue.因为如果 u∉Nue,那么 u 不存在后继点. 
令 B={V(φ)|φ∈Σ}∪{A|G(A)∈u}.下面证 B 有有穷交性质. 

设φ1,…,φn∈Σ,因为φ1∧…∧φn 在 [ ]ue
FR u 可满足,所以 V(φ1)∩…∩V(φn)=V(φ1∧…∧φn)≠∅;并且对任意 G(A1),…, 

G(Am)∈u,A1∩…∩Am≠∅.因为假设不然,G(A1∩…∩Am)=G(∅).根据命题 7(5),G(A1)∩…∩G(Am)=G(∅).所以 G(∅)∈ 

u.因为 u 在关系 ue
FR 下存在后继点,不妨记其中一个后继点为 u′.根据命题 8(3),有∅∈u′.但这是不可能的. 

所以,要证 B 有有穷交性质,只需证 V(φ1)∩…∩V(φn)∩A1∩…∩Am≠∅.因为{φ1,…,φn}在 [ ]ue
FR u 上可满足,所以

存在 v∈Uf(W),满足 ue
FuR v 并且 ueM ,vB(φ1∧…∧φn).根据命题 11,V(φ1∧…∧φn)∈v;又因 G(A1),…,G(Am)∈u 并且

ue
FuR v ,根据命题 8(3),所以 A1,…,Am∈v.所以 V(φ1)∩…∩V(φn)∩A1∩…∩Am≠∅.所以 B 可以扩张为一个超滤子 v.

根据 B 的构造,显然有 ue
FuR v 并且 ueM ,vBΣ.所以Σ在 [ ]ue

FR u 可满足. 

饱和条件 3:与饱和条件 2 的验证类似. □ 
命题 16. 令M 和 N 是两个正则模型,w 和 v 分别是M 和 N 中的点,那么 w 和 v 时态等价当且仅当它们

相应的主超滤子是 C2t-互模拟的,即: 
M ,wyN ,v 当且仅当 ueM ,πwqueN ,πv. 

证明:根据命题 12,M ,wyN ,v 当且仅当 ueM ,πwyueN ,πv.根据命题 6 和命题 15,ueM ,πwyueN ,πv 当且

仅当 ueM ,πwqueN ,πv. □ 

5   时态可定义性 

本节运用前面定义的正则模型类上的运算,证明一个正则模型类在时态语言中的可定义性的刻画定理. 
引理 1. 对任意正则模型 ( , , , , )F PW N R R V′ ′ ′ ′ ′ ′=M 和 M =(W,N,RF,RP,V),如果 M 是由点 w 生成的 ,即

M =M w,并且 Z:M ′,w ′qM w,w,那么 Z 是满 C2t-互模拟. 
证明:设M =M w 并且 Z:M ′,w′qM w,w.再设 v∈M w.那么存在自然数 n,使得 w(RF∪RP)nv.下面证明M ′中存 

在某点和 v,有 C2t-互模拟关系.对 n 进行归纳.n=0,那么 w=v.显然,根据假设,w′和 w 有 C2t-互模拟关系.假设

w(RF∪RP)n+1v.那么存在 w0∈M w,使得 w(RF∪RP)nw0 并且 w0(RF∪RP)nv.根据归纳假设,存在 0w′ ′∈M ,使得

0 0ww′ q .又因为 w0(RF∪RP)nv,所以 w0RFv 或者 w0RPv.分两种情况讨论:第 1 种情况,w0RFv,那么根据 C2t-互模拟 

的定义,存在 v′∈M ′,使得 0 Fw R v′ ′ ′ 并且 v′qv;第 2 种情况,w0RPv,同理,存在 v″∈M ′,使得 0 FRw v′′ ′′并且 v″qv.因此, 
在两种情况下,v 和M ′中的点都存在 C2t-互模拟关系,所以 Z 是一个满 C2t-互模拟. □ 

定理 1. 正则模型类是时态可定义的当且仅当它在不相交并、满 C2t-互模拟以及 C2t-超滤扩张下封闭,并
且它的补类也在 C2t-超滤扩张下封闭. 

证明: 
• 从左到右方向:由命题 2、命题 4、命题 14 可得. 
• 从右到左方向: 

设正则模型类K在不相交并、满 C2t-互模拟像、C2t-超滤扩张下封闭,并且K的补类在 C2t-超滤扩张下封

闭.定义 { | }.Θ φ φ= BK K 下面证明ΘK 定义K,即对任意正则模型M , ΘBM K 当且仅当M∈K. 

(⇐)直接根据定义可得. 
(⇒)假设 ,ΘB KM 下面分情况考虑: 

第 1 种情况:M是时态饱和的并且M 是点生成模型.不妨设M =M w,其中,w 是M的点.令Σ={σ|M ,wBσ}.

下面证K中存在一个时态饱和模型满足Σ. 

易证:对任意公式σ∈Σ,存在正则模型 N σ∈K满足σ.因为假设不然,那么存在公式σ0∈Σ,K所有模型都不满足

σ0.所以,¬σ0 在K中所有模型上都是全局真的.所以 0 .σ Θ¬ ∈ K 根据假设,M ,wHσ0.这与σ0∈Σ矛盾. 
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定义 ( , ), , ,F PN VRW Rσ Σ σ∈ ′′ ′= ′ ′=�N N .因为对任意σ∈Σ,N σ∈K并且K在不相交并下封闭,所以 N ∈K. 

令 U(σ)={v∈W ′|N ,vBσ}.定义集合 E⊆P (W ′)为 E={U(σ)|σ∈Σ}.容易验证,E 不包含空集并且在集合交运算

下封闭 .所以 ,E 有有穷交性质 .所以存在 W ′上超滤子 v′,满足 E⊆v′.所以对任意σ∈Σ,U(σ)∈v′.根据命题

11,ueN ,v′BΣ.根据命题 15,ueN 是时态饱和的.又因 N ∈K并且K在 C2t-超滤扩张下封闭,所以 ueN ∈K. 

因此,K中存在一个时态饱和模型(也就是 ueN ),使得Σ在该饱和模型上可满足(即在点 v′可满足).所以,w(在

M中)和 v′(在 ueN中)是时态等价的.由于M和 ueN是时态饱和的,根据命题 6,存在C2t-互模拟 Z:ueN ,v′qM ,w.

由于 M =M w 是由点 w 生成的,根据引理 1 可得,Z 是一个满 C2t-互模拟.又因为K在满 C2t-互模拟下封闭,所以

M ∈K. 

第 2 种情况:M 是时态饱和的.为了叙述方便,令 M =(W,N,RF,RP,V).那么对任意 w0∈W,
0

.w ΘB KM 容易验

证:对任意 w0∈W,
0wM 是时态饱和的.根据第 1 种情况的证明可得:对任意 w0∈W,

0
.w ∈KM 由于K在不相交并下

封闭,所以
0 0

.w W w∈ ∈� KM 根据命题 5(2),
0 0w W w∈� M 与M之间存在满 C2t-互模拟.又因为K在满 C2t-互模拟下

封闭,所以M ∈K. 

第 3 种情况:M 是任意正则模型.根据命题 13, ΘBueM K .因为 ueM是时态饱和的,所以根据第 2 种情况的

证明可得,ueM ∈K.又因为K及其补类在 C2t-超滤扩张下封闭,所以M∈K. □ 

6   结  论 

本文证明了正则模型类在时态语言中可定义性的刻画定理.它是对克里普克模型类在模态语言中的可定

义性刻画定理的推广.每个时态公式都定义一个正则模型类,但是并非每个正则模型类都能在时态语言中定义.
例如,所有有穷的正则模型类在时态语言中不可定义,因为这个模型类对不相交并不是封闭的.本文证明的定理

对于时态逻辑在计算机科学中的应用具有潜在的价值,运用这个定理,可以检验给定的正则模型类或正则模型

性质是否能够在时态语言中表达. 
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