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摘  要: 首先对 n值 Goguen命题逻辑进行公理化扩张 ,Goguen ,  记为 , .  利用公式的诱导函数给出公式在 k(k

任取~或 Δ)连接词下相对于局部有限理论的k真度的定义;讨论了 ,  中k真度的MP规则、HS规则等相关

性质;最后,在 ,  中定义了两公式间的k 相似度与k 伪距离,得到了公式在 k 连接词下相对于局部有限理论

的k相似度与 k  伪距离所具有的一些良好性质. 
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Abstract:  Axiomatic extensions of n-valued Goguen propositional logic system denoted as , ,   is first studied in this paper. Using 

induced function, the definition of k truth degree of formula relative to local finite theory  under the k conjunction is given. The MP 

rule, HS rule, and some correlation properties are also discussed. Finally, the definition of k similarity degree and k pseudo-metric 

in ,  between two formulas is presented, and some good properties about k similarity degree and k pseudo-metric relative to local 

finite theory  under the k conjunction are simultaneously obtained. 
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关于命题逻辑结论程度化的思想被 Pavelka 在 20 世纪 70 年代提出以来[1],大量学者投入到了这一研究领

域,并取得了丰富的成果 [218].其中 ,文献[26]从逻辑概念程度化入手 ,给出了命题逻辑系统中公式的真度

理论 .文献[710]利用赋值集的随机化方法,在命题逻辑系统中给出了公式的随机真度概念,实现了计量逻辑学

与概率逻辑学的融合.文献[11,12]对 Łukasiewic 命题逻辑系统和 R0Ł3n+1命题逻辑系统中公式相对于局部有限

理论的真度进行了研究,提出了公式的相对-真度,把一般真度作为相对真度的特例,拓展了真度理论的应用

范围.文献[13,14]通过视赋值集为通常乘积拓扑空间,利用其上的 Borel 概率测度在命题逻辑系统中引入了
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Borel概率真度的概念,从而使计量逻辑学中命题的真度概念成为所研究工作的一个特例. 

然而,在目前广泛受到大家关注的命题逻辑系统中,Gödel 命题逻辑系统和 Goguen 命题逻辑系统中的否定

过强而使相关研究受到了阻碍.文献[15,16]引入了基本连接词对合否定  .文献[17]引入连接词,并提出了基

本逻辑系统 BL 的公理化扩张 BL系统,同时与对合否定相结合建立了 SBL系统,在该系统中,演绎定理和

强完备性定理都成立,从而使得在 Gödel命题逻辑系统和 Goguen命题逻辑系统中的研究得以顺利展开.文献

[18]便是在 SBL系统中以推理中命题的真值为基础,运用转换词建立了推理中前提与结论的真值关系定理,

实现了模糊逻辑系统的计量化. 

本文以 Goguen命题逻辑系统为例,拟在 SBL公理化扩张中展开计量化研究.首先在 n值 Goguen命题逻辑 

系统中添加了两类算子,即对合否定和连接词,将其作为 SBL系统的公理化扩张,记为 ,Goguen  或 , .  然后

利用公式的诱导函数给出公式在 k(k任取~或)连接词下相对于局部有限理论的k真度的定义;讨论了 , 

中k真度的 MP规则、HS规则等相关性质;最后,在 ,  中定义了两公式间的k相似度与k伪距离,得到

了公式在 k连接词下相对于局部有限理论的k相似度与k伪距离所具有的一些良好性质. 

1   预备知识 

定义 1.1[18]. BL的公理系统如下. 

(BL)BL的公理系统; 

(A 1 ) ;A A    

(A 2 ) ( ) ( );A B A B       

(A 3 ) ;A A   

(A 4 ) ;A A    

(A 5 ) ( ) ( ).A B A B      

BL中的推理规则为 MP规则和规则,MP规则为从 ,A A B 推得 B.规则为 .A A  

如果£是 BL的公理化扩张,那么把£记为£的扩张,其方式正如 BL扩张为 BL一样, BL系统中下面的 

演绎定理成立. 

定理 1.1(演绎定理)[18]. 令£是 BL的公理化扩张,那么对任意理论,公式 A 和 B,有 , A ⊢ B 当且仅当

 .A B   

SBL是 BL在增加了公理 A A  之后的公理化扩张. SBL也为 SBL的公理化扩张. SBL系统是在 SBL

系统中增加了对合否定连接词~后形成的逻辑系统. 

定义 1.2[17]. 作为 SBL的公理化扩张, SBL的公理系统如下. 

(SBL)SBL的公理系统; 

(~1) ;A A   

(~2) ;A A   

(~3) ( ) ( ).A B B B      

在 SBL系统中,令 A A    ,便可以建立 SBL 系统与 SBL系统之间的关系.即 SBL有如下的等价公理 

系统. 
(SBL ) SBL的公理系统; 

(~1) ;A A   

(~3) ( ) ( ).A B B B      

SBL中的推理规则也为MP规则和规则.如果£是 SBL的公理化扩张,那么把£˷记为£的扩张,其方式正如

SBL 扩张为 SBL一样,而且 Gödel˷和  是 SBL公理化扩张的两个基本类型.由于 SBL也是 BL的公理化扩 

张,因此 SBL中的演绎定理也成立. 

定理 1.2(强完备性定理)[17]. 令£是 SBL的公理化扩张,那么对理论和公式 A,下面条件等价. 
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(i) A; 

(ii) 对每个£代数和理论的每个模型 e,均有 ( ) 1.e A   

2   k真度的定义及性质 

定义 2.1. 设  1 2, ,...S p p 是可数集,~,是 S上的一元运算, , ,  是 S上的二元运算, ( )F S 是由 S生成的

, , , , )     型自由代数,称 ( )F S 中的元为命题或合式公式,称 S中的元为原子公式. 

定义 2.2. Goguen命题逻辑系统也称为乘积系统,记.设 ,

1 2
0, ,..., ,1 ,

1 1

n

n n 
    

  
在 ,  中规定 

,, , 1 ,x y x x     
1, 1

,
0, 1

x
x

x


   

 max , ,x y x y   min , ,x y x y   

1,         0 1,    
,

1,  0 ,  

x x y
x y y y

x x y
x x

 
    

    

≤

 

称 Goguen是 n值乘积命题逻辑系统的扩张,简记为 , .   

注: ,  作为 n值乘积系统的公理化扩张,是在 n值乘积系统的基础上增加了对合否定和连接词两类算子,

由于乘积系统是 SBL系统,因此 ,  是 SBL的公理化扩张,满足 SBL的公理系统及定理 1.1和定理 1.2. 

定义 2.3. 设 1 2( , ,..., ) ( ),mA A p p p F S  则 A对应一个 n值m元函数 A .在 ,
m
  中, ,: [0,1],A    这里 1( ,A x  

2 ,..., )mx x 是由运算符号 , , , ,    把 1 2, ,..., mx x x 连接而成,其方式恰如 1 2( , ,..., ) ( )mA A p p p F S  由连接词 ,  

, , ,   将原子公式 1 2, ,..., mp p p 连接而成那样,称 A是公式 A所诱导的函数. 

定义 2.4. 在 ,
m
  中,设 1 2( , ,..., )mA x x x 是 ( )F S 中命题公式 1 2( , ,..., )mA p p p 所诱导的函数.定义: 0,l≥ 1( ,x  

,..., ,..., ) ,m l
m m lx x 

   ,:
l m lA 

  [0,1], 1 1 2( ,..., ,..., ) ( , ,..., ),
l

m m l mA x x x A x x x  称
l

A 为函数 A的直到第 l元的扩张. 

接下来我们在 Goguen命题逻辑系统中,利用诱导函数给出公式在 k 连接词下相对于局部有限理论的 

k真度的定义,并讨论k真度的相关性质. 

设 ( ), ( ),F S A F S   本文规定 { | ,S p S B     p 是构成 B的原子命题}, { |AS p S p  在 A中出现},

当 S有限时,称为 Goguen命题逻辑系统的局部有限理论. 

以下几点若在文中无特别说明,则均不发生变化. 

(1) 在 ,
m
  中讨论. 

(2) , , ,k   任取,~. 

(3) 真值函数的上划线不包括 kA前的 k. 

(4) 基本语法、语义概念如定理、逻辑等价、重言式、矛盾式等均与经典命题逻辑一样. 

定义 2.5. 在 ,
m
  中,设 ( ),F S S  有限, 1 2( ), { , ,..., },A mA F S S S S p p p    则 

1 2

,
1 2

( , ,..., ) ( )

1,                                                                ( )

( ) 1 ,
 ( , ,..., ),    ( )
| ( ) |

m

n
m

x x x N

N

kA
k A x x x N

N

 

 

  
     

  

其中, 1 2 , 1 2( ) {( , ,..., ) | , ( , ,..., ) 1},m
m mN x x x B B x x x       称 , ( )n kA  为公式 A 在 k 连接词下相对于局部有限理

论的k真度,简称k真度. 

定理 2.1. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限, 1 2 1 2 1{ , ,..., }, { , ,..., , ,..., } ,A m m m m lS S S p p p S p p p p p S
       则 

1 1

,
1 1

( ,..., , ..., ) ( )

1,                                                                                           ( )

( ) ,1
( ,..., , ..., ),      ( )

| ( ) |
m m m l

n
m m m l

x x x x N

N

kA
k A x x x x N

N




 




 

 

   


     
  
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其中, 1 1 , 1 1( ) {( ,..., , ..., ) | , ( ,..., , ..., ) 1}.
lm l

m m m l m m m lN x x x x B B x x x x 
            

证明: 因为 1 2 , 1 2( ) {( , ,..., ) | , ( , ,..., ) 1},m
m mN x x x B B x x x        

1 1 , 1 1( ) {( ,..., , ..., ) | , ( ,..., , ..., ) 1},
lm l

m m m l m m m lN x x x x B B x x x x 
            

由定义 2.4可知, 1 1 , 1 1 1 2( ,..., , ..., ) , ( ,..., , ..., ) ( , ,..., ),
lm l

m m m l m m m l mx x x x B x x x x B x x x
         

有 | ( ) | | ( ) | ,lN N n      

所以,当  ( )N    时, ( ) ,N    则 , ( ) 1.n kA    

当  ( )N    时, ( ) ,N    由于 1 1 2( ,..., ,..., ) ( , ,..., ),
l

m m l mA x x x A x x x  得到 

1 1 , 1 2 , 1 2 ,

1 1 1 2 1 2
( ,..., , ..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., )

( ,..., , ..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) .
m l m l m

m m m l m m

l
m m m l m m

x x x x x x x n x x x

k A x x x x k A x x x k A x x x n


       

 
   

      

同时, 

1 21 1

1 1 1 2
( , ,..., ) ( )( ,..., , ..., ) ( )

1 1
( ,..., , ,..., ) ( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |

                                                                                    

mm m m l

l
m m m l ml

x x x Nx x x x N

k A x x x x k A x x x n
N N n

 

 
  

 
   

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

1
   ( , ,..., ).

| ( ) |
m

m
x x x N

k A x x x
N  


 

 

从而有
1 1

, 1 1
( ,..., ,..., ) ( )

1
( ) ( ,..., ,..., ).

| ( ) |
m m l

n m m l
x x x N

kA k A x x x
N




 

  
 


   

为方便表述,将
1 1

1 1
( ,..., , ..., ) ( )

( ), ( ,..., , ,..., )
m m m l

m m m l
x x x x N

N k A x x x x


 


 

 

  仍记作
1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

( ), ( , ,..., ).
m

m
x x x N

N k A x x x
 

   

  □ 
定理 2.2. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限, 

(i) 若A,则 , ,( ) 1, ( ) 0;n nA A       

(ii) 若~A,则 , ,( ) 0, ( ) 1.n nA A       

证明: (i) 若A,则 1 2( , ,..., ) ( ),mx x x N   有 1 2( , ,..., ) 1,mA x x x   

结合连接词的运算性质可得,
1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) 1,| ( ) | ( , ,..., );
m

m m
x x x N

A x x x N A x x x
 

      

结合~连接词的运算性质可得,
1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) 0, ( , ,..., ) 0.
m

m m
x x x N

A x x x A x x x
 

     

由定义 2.5可得, , ,( ) 1, ( ) 0.n nA A       

(ii) 若~A, 1 2 1 2( , ,..., ) ( ), ( , ,..., ) 1,m mx x x N A x x x      

结合~连接词的运算性质可得,
1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) 0,| ( ) | ( , ,..., ),
m

m m
x x x N

A x x x N A x x x
 

     

结合连接词的运算性质可得,
1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) 0, ( , ,..., ) 0,
m

m m
x x x N

A x x x A x x x
 

     

由定义 2.5可得, , ,( ) 0, ( ) 1.n nA A       □ 

定理 2.3. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限,若 ( ) ,N    则 , ,( ) 1 ( ).n nkA kA      

证明: 因为 1 2 , 1 2( ) {( , ,..., ) | , ( , ,..., ) 1},m mN x x x B B x x x       且 ( ) ,N     

所以, 

1 2

1 2

, 1 2
( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

1
( ) ( , ,..., )

| ( ) |

1
               (1 ( , ,..., ))

| ( ) |

m

m

n m
x x x N

m
x x x N

kA k A x x x
N

k A x x x
N

 
 

 

  


 





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1 2 1 2

1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 1
1 ( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |
m m

m
x x x N x x x N

k A x x x
N N   

 
    

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

1
1 ( , ,..., )

| ( ) |
m

m
x x x N

k A x x x
N  

 
   

,1 ( ).n kA    □ 

定理 2.4. 设
21 2 ( ), ( ),F S A F S S     有限,若

1, ( ) 1,n kA   则
2, ( ) 1.n kA    

证明: 由于 1 2   ,则 2 1( ) ( ),N N   当 2( )N   时,
2, ( ) 1,n kA    

当 2( )N   时,可知 1( ) ,N    因为
1, ( ) 1,n kA   所以

1 2 1

1 2
( , ,..., ) ( )1

1
( , ,..., ) 1,

| ( ) |
m

m
x x x N

k A x x x
N  


   

从而有
1 2 1

1 1 2
( , ,..., ) ( )

| ( ) | ( , ,..., ).
m

m
x x x N

N k A x x x
 

    

即 1 2 1( , ,..., ) ( ),mx x x N   有 1 2( , ,..., ) 1;mk A x x x  1 2 2( , ,..., ) ( ),mx x x N   有 1 2( , ,..., ) 1.mk A x x x   

因此,
1 2 2

2 1 2
( , ,..., ) ( )

| ( ) | ( , ,..., ),
m

m
x x x N

N k A x x x
 

   即
2, ( ) 1.n kA    □ 

引理 2.1. 设 ,, ,ma b    则(1) 1 ;b b   (2) .a b b   ≥  

证明: 

(1) 当 1b  时, 1 1 1 1 ;b b       

当 1b  时, 1 .
1

b
b b

     

(2) 当 a b ≥ 时, ;
b

a b b
a

  


  ≥  

当 a b  时, 1 .a b b    ≥  □ 

定理 2.5. 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限,若A,则 

(i) , , ,( ) ( ) ( );n n nA B A B B              

(ii) , ( ) 1.n B A      

证明: 设 A,B含有相同的原子公式 1 2, ,..., ,mp p p 若A, 1 2( , ,..., ) ( ),mx x x N   有 1 2( , ,..., ) 1.mA x x x   

(i) 由引理 2.1(1)可知, 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) 1 ( , ,..., ) ( , ,..., ),m m m m mA B x x x A x x x B x x x B x x x B x x x            

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) 1 ( , ,..., ) ( , ,..., ),m m m m mA B x x x A x x x B x x x B x x x B x x x            

所以, 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )

                                                             ( , ,..., ),

m m

m

m m
x x x N x x x N

m
x x x N

A B x x x A B x x x

B x x x

   



   

 

  



 


 

则有 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 2
( ,

1 1
( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |

1
                                                                         ( , ,..., )

| ( ) |

m m

m m
x x x N x x x N

m
x x

A B x x x A B x x x
N N

B x x x
N

   



   

  
 




 

,..., ) ( )

.
mx N 


 

由定义 2.5可得, , , ,( ) ( ) ( ).n n nA B A B B              

(ii) 由引理 2.1(2)可知, 

1 2 1 2 1 2 1 2( )( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) 1.m m m mB A x x x B x x x A x x x A x x x       ≥  

类似于定理 2.5(i),得到
1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

1
( )( , ,..., ) 1.

| ( ) |
m

m
x x x N

B A x x x
N

 
 

 
   
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再由定义 2.5可知, , ( ) 1.n B A      □ 

引理 2.2. 设 ,, ,ma b    则 ( ).a b a b a b           

证明: 首先令 1=( ) ( ),a b a b a b           再分两种情况进行讨论. 

1) 当 a b ≥ 时, 1= 0;a a b b         

2) 当 a b  时, 1= 0.b a b a         □ 

定理 2.6. 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限,则 , , , ,( ) ( ) ( ) ( ).n n n nA B A B A B                  

证明: 设 A,B含有相同的原子公式 1 2 1 2, ,..., , ( , ,..., ) ( ),m mp p p x x x N   由引理 2.2可知, 

1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., )= ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ) ( , ,.., )),m m m m m mA x x x B x x x A x x x B x x x A x x x Β x x x          

其中, 

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ),m m mA x x x B x x x A B x x x        

1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ),m m mA x x x x x x A B x x x         

那么, 

1 2 1 2 1 2 1 2( ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ),m m m mA B x x x A x x x B x x x A B x x x             

因此, 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

( ( , ,..., )= ( , ,..., )

                                                              ( , ,..., )

                      

m m

m

m m
x x x N x x x N

m
x x x N

A B x x x A x x x

B x x x

  



   

 

  



 



1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

                                        ( ( , ,..., ).
m

m
x x x N

A B x x x 
 

 

 

同时, 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..

1 1
( ( , ,..., ) ( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |

1
                                                                           ( , ,..., )

| ( ) |

m m

m m
x x x N x x x N

m
x x

A B x x x A x x x
N N

B x x x
N

  



   

   
 



 

1 2

., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

1
                                                                          ( ( , ,..., ).

| ( ) |

m

m

x N

m
x x x N

A B x x x
N

 

 

 



 






 

由定义 2.5可得, , , , ,( ) ( ) ( ) ( ).n n n nA B A B A B                   □ 

引理 2.3. 设 ,, ,ma b    则 ( ) 1.b a a b     ≥  

证明: 首先令 2 = ( ) 1,b a a b        再分两种情况进行讨论. 

1) 当 a b ≤ 时, 2 = 0;b a   ≥  

2) 当 a b  时, 2

( 1) ( 1) ( )( 1)
= 1= = 0.

b b a a a b a a
b a

a a a a

        
   

   
     ≥  

综上,可得 ( ) 1.b a a b     ≥  □ 

定理 2.7(k 真度的 MP 规则). 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限 ,若 , ,( ) , ( ) ,n nA A B        ≥ ≥ 则

, ( ) 1.n B     ≥  

证明: 设 A,B含有相同的原子公式 1 2 1 2, ,..., , ( , ,..., ) ( ),m mp p p x x x N   由引理 2.3可知, 

1 2 1 2 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ) ( ( , ,..., ) ( , ,..., )) 1,m m m mB x x x A x x x A x x x B x x x     ≥  

因此, 
1 2 1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) ( , ,..., )
m m

m m
x x x N x x x N

B x x x A x x x 
   

 ≥  

1 2

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) ( )

( )( , ,..., )

1,
m

m

m
x x x N

x x x N

A B x x x 
 

 

 


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所以, 

1 2 1 2

1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

1 1
( , ,..., ) ( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |

1
                                                                ( )( , ,..., )

| ( ) |

m m

m

m m
x x x N x x x N

m
x x x N

x x x A x x x
N N

A x x x
N

 

 

   

 

 
 

 


 



≥

1 2( , ,..., ) ( )

1
                                                                1.

| ( ) |
mx x x NN  



 

 

 
结合定义 2.5可得, , ( ) 1.n B     ≥   □ 

推论 2.1. 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限,若 , ,( ) 1, ( ) 1,n nA A B        则 , ( ) 1.n B    

引理 2.4. 设 ,, , ,ma b c    则 ( ) ( ) ( ) 1.a c a b b c         ≥  

证明: 首先令 3=( ) ( ) ( ) 1,a c a b b c            再分以下几种情况进行讨论. 

1) 当 a c ≤ 时 

 1.1) 当 b c ≥ 时, 3=1 ( ) ( ) 1 1 ( ) 1 0.
c

a b b c a b
b

     


           ≥  

 1.2) 当 b c  时 

   1.2.1) 当 a b ≥ 时, 3=1 0;
b

a




  ≥  

   1.2.2) 当 a b  时, 3=0.  

2) 当 a c  时 

 2.1) 当 b c  时, 3= 1 1 0.
c b c b

a a a

   
  


     ≥  

 2.2) 当 b c ≥ 时 

   2.2.1) 当 a b  时, 3

1 1
= 1= =( ) 0;

c b c c b c b
c b

a a b a b a b

        
      

  
       

 
≥  

   2.2.2) 当 a b ≤ 时, 3= 1 1= 0.
c c c c

a b a b

   
   

     ≥  

综上可得 ( ) ( ) ( ) 1.a c a b b c         ≥  □ 

定理 2.8(k 真度的 HS 规则 ). 设 ( ), , , ( ),F S A B C F S S   有限 ,若 , ,( ) , (n nA B B       ≥  

) ,C  ≥ 则 , ( ) 1.n A C       ≥  

证明: 设 A,B,C含有相同的原子公式 1 2 1 2, ,..., , ( , ,..., ) ( ),m mp p p x x x N   由引理 2.4可知, 

1 2 1 2 1 2( )( , ,..., ) ( )( , ,..., ) ( )( , ,..., ) 1,m m mA C x x x A B x x x B C x x x         ≥  

因此, 
1 2 1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )
m m

m m
x x x N x x x N

A C x x x A B x x x   
   

   ≥  

1 2

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) ( )

( )( , ,..., )

1.
m

m

m
x x x N

x x x N

B C x x x 
 

 

 


 

所以, 
1 2 1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

1 1
( )( , ,..., ) ( )( , ,..., )

| ( ) | | ( ) |
m m

m m
x x x N x x x N

A C x x x A B x x x
N N

   
   

  
  ≥  

1 2

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

( , ,..., ) ( )

1
( )( , ,..., )

| ( ) |

1
1.

| ( ) |

m

m

m
x x x N

x x x N

B C x x x
N

N

 
 

 

 







 

结合定义 2.5可得, , ( ) 1.n A C       ≥   □ 
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推论 2.2. 设 ( ), , , ( ),F S A B C F S S   有限,若 , ,( ) 1, ( ) 1,n nA B B C          则 , ( ) 1.n A C      

下面将随机举出其中一个定理的例子来加以计算. 

例 2.1:在 ,  二元四值中 ,设 1 2 2 1 2 2 1 2 1( ) , ( ) , ( ) ,p p p A p p p B p p p               1(C p   

2 1) ,p p  试计算 4, 4,(( ) ) (( ) ( )).A B C A C B C             

解:根据定义 2.5来计算 1 2 1 2 1 2{ , }, { , }, { , },A AS p p S p p S S p p     公式 A,B,C所诱导的函数分别为 
2

,( , ) : [0,1],A x y    ( ) ,( , )A x x y yy      

2
,( , ) : [0,1],B x y    ) ,( , ) ( yB x x xy     

2
,( , ) : [0,1],C x y    (( ., )) x yC x y x     

1 2 2( )p p p      可以写成诱导函数的形式为 ( ) .x y y       

为了方便理解,特做出如下图表. 

x y 
(

)

x

y y

   
 

 
( , )

( )

A x y

x y y


   

( , )

( )

B x y

x y x


  

( , ) (

)

C x y x

y x

 
 

 
( )A B

C

  


 
( )

( )

A C

B C

  
 

 

0 0 1 0 0 1 1 1 

0 
1

3
 1 

1

3
 0 1 1 1 

0 
2

3
 1 

2

3
 0 1 1 1 

0 1 1 1 1 1 1 1 
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3
 0 1 0 

1

3
 

2

3
 1 1 

1

3
 

1

3
 1 

1

2
 

1

3
 1 1 1 

1

3
 

2

3
 1 1 

2

3
 

2

3
 1 1 

1

3
 1 1 1 1 1 1 1 

2

3
 0 1 0 

2

3
 

1

3
 1 1 

2

3
 

1

3
 1 1 

2

3
 

1

2
 1 1 

2

3
 

2

3
 1 1 

2

3
 

2

3
 1 1 

2

3
 1 1 1 1 1 1 1 

1 0 0 1 1 0 1 1 

1 
1

3
 

1

3
 1 1 0 1 1 

1 
2

3
 

2

3
 1 1 0 1 1 

1 1 1 1 1 0 1 1 

 
从表中可以看出, | ( ) |N  为所有使 ( )x y y      的值为 1元素的个数,即 | ( ) | 13.N    

4,
( , ) ( )

1
(( ) ) 13 1,

13 x y N

A B C 
 

       

4,
( , ) ( )

1
(( ) ( )) 13 1,

13 x y N

A C B C 
 

        

因此, 4, 4,(( ) ) (( ) ( )).A B C A C B C             

3   k相似度、k伪距离的定义及性质 

定义 3.1. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限,则有 
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, ,( , ) (( ) ( )),n nA B A B B A             

称 , ( , )n A B   为公式 ,A B在 , 连接词下相对于局部有限理论的k相似度,简称k相似度. 

定理 3.1. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限,则 , , ,( , ) ( ) ( ) 1.n n nA B A B B A                

证明: 设 A,B含有相同的原子公式 1 2, ,..., ,mp p p 由定理 2.6和定义 3.1可知, 

, ,

, , ,

( , ) (( ) ( ))

                    ( ) ( ) (( ) ( ))
n n

n n n

A B A B B A

A B B A A B B A

       

          
 

  

   

       
 

, ,( ) ( ) 1.n nA B B A            □ 

定理 3.2. 设 ( ), ( ),F S A F S S   有限,则 

(i) , ,( , ) ( , );n nA B B A        

(ii) , ,( , ) ( );n nA B A B A           

(iii) , ,( , ) ( ).n nA B A A B           

证明: 设 A,B含有相同的原子公式 1 2 1 2, ,..., , ( , ,..., ) ( ),m mp p p x x x N    

(i) ,, ,ma b    显然有 ( ) ( ) ( ) ( ).a b b a b a a b               

所以有, ( ) ( ) ( ) ( ).A B B A B A A B               

从而有, 1 2 1 2(( ) ( ))( , ,..., ) (( ) ( ))( , ,..., ),m mA B B A x x x B A A B x x x               

则 

1 2 1 2

1 2 1 2
( , ,..., ) ( ) ( , ,..., ) ( )

(( ) ( ))( , ,..., ) (( ) ( ))( , ,..., ).
m m

m m
x x x N x x x N

A B B A x x x B A A B x x x       
   

         

同时, 

1 2

1 2

1 2
( , ,..., ) ( )

1 2
( , ,..., ) ( )

1
(( ) ( ))( , ,..., )

| ( ) |

1
(( ) ( ))( , ,..., ).

| ( ) |

m

m

m
x x x N

m
x x x N

A B B A x x x
N

B A A B x x x
N

   

   

 

 

  


   





 

由定义 2.5可得, (( ) ( )) (( ) ( )).A B B A B A A B                 

因此 , ,( , ) ( , ).n nA B B A        

(ii)  , ,( , ) ((( ) ) ( ( )))n nA B A A B A A A B                   

,

,

,

((( ) ( )) (( ) ( )))

(( ) ( ))

( ).

n

n

n

A A B A A A A B

B A A A

B A

        

    

  







       

   

 

 

(iii) , ,( , ) ((( ) ) ( ( )))n nA B A A B A A A B                   

,

,

((( ) ( )) (( ) ( )))

(( ) ( ))
n

n

A A B A A A A B

A A A B

        

    




       

   
 

, ( ).n A B     □ 

定理 3.3. 设 ( ), , , ( ),F S A B C F S S   有限,则 , , ,( , ) ( , ) ( , ) 1.n n nA C A B B C           ≥  

证明: 设 A,B,C含有相同的原子公式 1 2, ,..., ,mp p p 由定理 2.8和定理 3.1可得 

, , , , , ,

, ,

( , ) ( , ) 1 ( ( ) ( ) 1) ( ( ) ( ) 1) 1

                                                  ( ) ( ) 1

                                         

n n n n n n

n n

A B B C A B B A C B B C

A C C A

                 

     
     

 

            

   ≤

,         ( , ).n A C  

 

定义 3.2. 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限,规定  , : ( ) ( ) 0,1 ,n F S F S    则 

, ,( , ) 1 ( , ),n nA B A B         

称 , ( , )n A B   为公式 ,A B在 , 连接词下相对于局部有限理论的k伪距离,简称k伪距离, ,( ( ), )nF S   称

为k逻辑度量空间. 
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定理 3.4. 设 ( ), , , ( ),F S A B C F S S   有限,则 

, , ,( , ) 1 ( ) 1 ( ).n n nA B A B B A                 

证明: 由定理 3.1可知, , , ,( , ) ( ) ( ) 1,n n nA B A B B A                

则有 

, , ,1 ( , ) 1 ( ( ) ( ) 1),n n nA B A B B A                  

可得 
 , , ,( , ) 1 ( ) 1 ( ).n n nA B A B B A                 □ 

定理 3.5. 设 ( ), , ( ),F S A B F S S   有限,以下各结论成立. 

(i) , ,( , ) ( , );n nA B B A        

(ii) , ,( , ) 1 ( );n nA B A B A            

(iii) , ,( , ) 1 ( ).n nA B A A B            

证明: 在此只证明(i),其他同理可证 ,设 A,B 含有相同的原子公式 1 2, ,..., ,mp p p 由定理 3.2(i)可知 ,因为 , 

, ,( , ) ( , ),n nA B B A       所以, , , , ,( , ) 1 ( , ) 1 ( , ) ( , ).n n n nA B A B B A B A                    □ 

4   总  结 

本文对 n 值 Goguen 命题逻辑进行了公理化扩张 ,Goguen  ( ,  ),并利用公式的诱导函数给出公式在 k(k

任取~或)连接词下相对于局部有限理论的k 真度的定义;讨论了 ,  中k 真度的 MP 规则、HS 规则等

相关性质;定义了 ,  中两公式间的k相似度与k伪距离,得到了公式在 k连接词下相对于局部有限理论 

的k相似度与k伪距离所具有的一些良好性质.关于k真度、k相似度与k伪距离所具有的更多良好

性质,以及关于k真度的近似推理理论等,我们将在另文中加以讨论. 
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