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摘  要: 在之前的研究中,已经针对李群多连通空间上具有不同类别特征的研究对象,提出了多连通覆盖学习算

法,成功地将覆盖学习应用到多连通李群空间.主要针对多连通覆盖学习算法中连通道路的交叉问题,考虑在李群空

间上寻找一条测地曲线,使得映射后不同单连通空间上的道路的关联度最小化、同一单连通空间上的道路的关联度

最大化,从而实现连通空间上类别判别性能的优化.首先回顾李群连通性质的相关知识;然后,简单介绍了多连通覆

盖学习算法,并针对问题给出新的优化算法;最终,通过与经典覆盖学习算法、李群均值算法以及原始算法的比较实

验,证明了该优化算法具有更好的分类性能. 
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Abstract:  The present paper focuses on the problem of the connected road intersection of multiply connected Lie group covering 
learning which was recently shown to possess a cover learning based on the connectivity of Lie group on the author’s previous studies. It 
discusses a geodesic curve for optimal mapping of roads to minimize the correlation of roads from different connected spaces and 
maximize the correlation of roads within the same connected space. A review on some relevant notions from Lie-group connectivity 
theory is provided, followed by a brief introduction of multiply connected covering learning algorithm. New path optimization algorithms 
are then proposed. Some numerical experiments compared with classical covering learning methods, Lie group means learning algorithms 
and the author’s previous algorithm serve to illustrate the better classification performance of the presented optimization algorithms. 
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intersection 

覆盖是代数几何研究中的重要工具,在机器学习中,基于覆盖的思想可以得到多种分类手段.在这方面,中
国学者相继提出了一些很有价值的方法,而这些基于覆盖思想的方法近十几年来也在不断发展.王守觉院士提

出了仿生模式识别[1],该方法以获取一类样本在空间中分布的最佳覆盖为目标.何清从几何学和拓扑学的角度

出发提出一种基于超曲面的分类方法[2].该方法是以 Jordan 曲线定理为基础,获得若干超平面组成封闭超曲面,
围成封闭区域,并利用该区域对一类样本点进行覆盖.张铃等人通过对 M-P 神经元几何意义的重新解读[3],将样

本投影到超球面后进行分类,再用不同组的球形邻域对不同类别样本进行覆盖,提出了邻域覆盖算法.后来,两

                                                                 
∗ 基金项目: 国家自然科学基金(61033013); 东吴学者计划(14317360) 

 收稿时间: 2015-05-30; 修改时间: 2015-07-14, 2015-08-11; 定稿时间: 2015-08-26 



 

 

 

2782 Journal of Software 软件学报 Vol.26, No.11, November 2015   

 

人又按照邻域覆盖算法的原则,深入地进行讨论,给出了交叉覆盖算法[4].该算法在一定意义上解决了多年来一

直未解决的多层前向网络的设计问题.在之后的研究中,张燕平[5]通过引入核函数,将样本集投影到核空间中进

行学习,得到更优性能的分类器.吴涛[6]对如何将所构造出的覆盖投影到核空间进行了探讨,并给出了覆盖融合

的方法.为了提高分类器的泛化能力,同时保持较高的识别准确率,吴涛等人[7]考虑从简化学习算法的复杂度入

手,提出了多侧面递进算法.贾瑞玉等人则结合粒子群优化(PSO)具有的全局搜索能力,提出一种 PSO 覆盖算

法[8].后来,陈洁等人提出一种分层覆盖算法[9]来确定覆盖算法分层结构的层数.该算法主要用模糊等价关系构

建了基于模糊商空间理论的分层结构,并通过覆盖树来最终模拟神经网络的深层结构.文献[10]则将构造性覆

盖算法和反向测试相结合来处理多示例问题,创新性地提出了一种新的多示例学习方法,利用该示例选择方法

可以高效提取最具有代表性的正确示例,同时排出错误示例,从而成功提高了多示例学习的效率. 
上述研究基本上都是在欧氏空间上用覆盖思想来处理分类问题.为了进一步提高覆盖算法的性能,我们在

文献[11]中提出了多连通覆盖学习算法,主要是根据李群的连通性质,将具有不同类别特征的研究对象映射到

多连通李群空间,并从各个单连通李群空间上连线的同伦等价[12]出发,运用覆盖的思想寻找对应不同类别的最

优道路等价表示,从而用各个相对最优道路表示来呈现研究对象的类别信息.然而,算法学习出的道路等价表示

的优劣性直接关系到了样本最后的分类效果.为了进一步提高分类效果,本文针对多连通覆盖学习算法,通过优

化算法提高道路等价表示覆盖效果的同时,减少等价道路的相对距离,得到相对最优道路等价表示来覆盖整个

多连通李群空间,从而在不增加算法运行复杂度的基础上提高算法的分类性能. 
本文第 1 节简单概括多连通覆盖学习算法的基本思想.第 2 节提出并分析基于多连通覆盖学习算法的 3 种

优化算法.第 3 节通过两个数据集上的实验来验证本文算法.第 4 节给出结论与展望. 

1   多连通覆盖算法思想 

本节简单介绍文献[11]中提出的多连通覆盖学习算法的思想.连通是拓扑学的概念[13],而连通李群属于拓

扑群,其几何性质的平移不变性和旋转不变性可以将李群空间样本的连通性更好地表示出来[14−18].举例说明,现
在要对 MPEG7_CE-Shape01_Part_B 图像库上的样本进行分类,按照算法思想,首先将样本集 X 映射到多连通李 
群空间[19,20]上得到新的样本集 X ′.如图 1 所示,在此李群空间 G 上,任意两个样本点 1 2,X X′ ′ ,参数分别为(r1,r2,…, 
rg),(s1,s2,…,sg).李群的局部性质由无穷小元素的性质决定 ,用无穷小元素β1 左乘 1X ′ ,即得到 1X ′ 的近邻元素

1 1,Xβ ′ 而左乘无穷小元素β1,其实就是对 1X ′ 中局部参数的微小变化,即得到 1 1Xβ ′ 的参数为 1 2( , ,..., ).gr r r′ 对得到的

近邻元素 1 1Xβ ′ ,继续左乘无穷小元素β2,得到近邻元素 2 1 1Xβ β ′ ,参数为 1 2( , ,..., ).gr r r′ ′ 以此类推,对元素 R 左乘无穷

多个无穷小元素后,得元素 1X ′′ ,参数变为 1 2( , ,..., ).gr r r′ ′ ′ 若 1 2 1 2( , ,..., ) ( , ,..., ),g gr r r s s s′ ′ ′ = 则 1X ′′ 即为 2.X ′ 所以,对元素 1X ′

左乘的无穷多个无穷小元素即构成了连接李群空间上两个样本点 1 2,X X′ ′ 之间的一条连线. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Attachment between two samples on the connected space 
图 1  连通空间上两个样本之间的连线 
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由于同类样本元素具有相似或相等的一组独立实参数,则同类样本之间的连线可以连续地互移(如图 2 中

的 l1,l2,l3,l4,p1,p2,p3,p4),同类样本所属的李群空间任一闭道路同伦于 0,即,构成单连通李群空间.单连通李群空间

上的所有样本点对应的道路同伦等价(如图 2 中的 l1,l2,l3,l4 同伦等价,p1,p2,p3,p4 同伦等价),多个单连通李群空间

构成多连通李群空间(如图 2 中 S1,S2,S3构成多连通李群空间 G).由于每一个道路等价类可以表示一个单连通李

群,则多连通李群即可以用多个道路等价类表示.因此,算法的研究目标就是针对多连通李群样本空间上的每一

个单连通李群,学习出一条相对道路表示作为该单连通李群中所有道路的一个覆盖,最后用代表各个单连通李

群空间道路特征的道路表示集合作为整个多连通李群样本空间的一个覆盖. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  A plurality of simply connected Lie group spaces form a multiply connected Lie group space 
图 2  多个单连通李群空间构成多连通李群空间 

针对研究目标,算法的步骤是: 
(1) 寻找微分同胚映射将样本点映射到多连通李群空间,即,对每个样本进行特征提取构造点云,然后将

点云用一组 SO(2)李群矩阵的直积表示[20,21](如图 3所示),则成功完成样本映射,具体的构造点云样本

过程在我们之前的研究中已详细阐述[11]. 
(2) 通过对每条道路进行分割,实现道路的表示.如图 4所示,α(Xi)是多连通李群空间上连接恒元点E到样 
 本点 Xi 的任何一条道路,定义映射 F:G G1 是相对最优道路映射,则 F(α(Xi))是连接恒元点 E 到样本 

 点 Xi 的相对最优道路.道路是连续的概念,直接表示道路有一定难度,可以设法将连续的问题离散化, 
 将这条道路进行分割,如图 4 中道路上的割点 t1,t2,…,tn,则原来的道路就可以用被这些割点分割出来 
 的小道路表示,而割点直接决定了这些小道路的特征,故道路 F(α(Xi))可直接用割点特征表示,即, 

F(α(Xi))=F((α(t0))−1α(t1))F((α(t1))−1α(t2))…F((α(tn−1))−1α(tn)). 
(3) 学习各分割点的邻域作为割点特征,获得各单连通域相对最优道路表示作为道路等价类的覆盖.假

设对于每一个割点 t,都有属于其的一个特定的无穷小元素β,由于经过βt这个邻域内的道路具有较高

的关联度,因此规定这些道路是等价的(如图 5 所示).则可以学习这些属于各个割点的无穷小元素β,
用这些无穷小元素β表示的邻域特征作为各个割点的特征.最后,通过这些割点和对应的无穷小元素,
表示相对最优道路,作为各个道路等价类的覆盖. 

以上就是多连通覆盖学习算法的思想,可见,算法的关键是如何确定相对最优道路表示.显然,只根据上述

思想学习样本,我们无法保证得到的道路表示是最优的,因为首先,由于样本分布的随机性及学习样本的先后顺

序会直接影响道路的构建和选择.文献[11]中的算法给出了解决方案,先计算各个割点的覆盖权值,从而选择最

优割点构成道路作为覆盖表示.这样,覆盖权值最高的割点都加入到构建的道路表示中,一方面在一定程度上缩

短了道路表示的相对长度,另一方面也提高了道路表示的覆盖效果.实验证明这确实是一个很好的解决方案. 
然而,仍然存在以下这些情况影响相对最优道路表示的覆盖效果:对于二维图像映射后得到的连通空间的

道路,其实质是物体形态的拓扑变化过程,则两个形态相似的样本(如图 6 所示),其对应的不同类的相对最优覆
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盖道路可能存在交叉(如图 6(a)所示),或者道路表示对应的割点及其无穷小元素确定的邻域可能重合(如图 6(b)
所示).这些得到的道路表示都造成了重复覆盖,则对新样本就很难判断它属于哪一个道路覆盖,也就会造成类

别的误判.接下来的工作就是要通过改进算法来解决这些问题. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Learning cut points and their corresponding infinitesimal elements 
to represent the relatively optimal road 

图 5  学习割点及对应邻域表示相对最优道路 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.6  Intersection problems in connected Lie group space 
图 6  连通李群空间的道路交叉问题 

2   道路优化算法及算法分析 

为了解决上一节提出的相对最优覆盖道路可能存在交叉或者邻域重合的问题,我们考虑引入 Fisher 投影

Fig.3  Image library samples mapped to multiply 
connected Lie group space 

图 3  图像库样本映射到 SO(2)多连通李群空间 

Fig.4  Path map discretized 
by cut points 

图 4  被割点离散化的道路映射 
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的思想.标准的 Fisher 投影[22,23]是将样本点投影到一个比样本维数更低的超平面或直线上,使得各类别之间的

类间散度尽可能地大,同时,各类的类内散度尽可能地小.所以我们考虑,若在连通道路中引入 Fisher 投影的思

想,是否可以使得投影后单个单连通空间上的道路尽可能地靠拢,而属于不同单连通空间上的道路尽可能地分

开,从而减少出现道路交叉或道路邻域重合问题的可能性(如图 7 所示). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.7  Optimization effect that Fisher discriminant method expected to reach 
图 7  Fisher 判别预期达到的优化效果 

标准 Fisher 投影只适用于欧氏空间,而本文中的样本需要映射到多连通李群空间,这就无法直接运用标准

Fisher 投影来处理.文献[21]提出了适用于李群空间的 Lie-Fisher 投影,其投影的目的就是在李群流形上寻找一

条测地线[24],将所有样本向这条测地线投影,使投影后的新样本的类间散度和类内散度比值最大化.虽然 Lie- 
Fisher 投影适用于李群空间,但它是基于李群均值学习算法提出的投影方法,对于多连通覆盖学习算法中的道

路学习起不到作用.在道路学习中,我们的最终目的同样是在李群流形上寻找一条测地线,使得投影到测地线上

的各个单连通空间上的道路之间的关联度(同连通道路关联度)尽可能地增大,而不同单连通空间上的道路(异
连通道路关联度)之间的关联度尽可能地减小. 

设多连通李群 G 对应的李代数元素ω∈g,通过单参数指数映射: G:exp(tω),t∈ ,可在李群流形上生成一 

条测地线 Hω,Hω是 G 上的一个单参数子群,它由李代数元素ω唯一确定: 
Hω {exp(tω)∈G,t∈ }. 

而给定参数 t 也就确定了 Hω上的一个点,则可定义李群上的点到测地线上的投影:设一个样本 x∈G 和 G 上

的测地线 Hω,首先确定: 
t*=argmind(x,exp(tω)),t∈ , 

则 exp(t*ω)即为样本点 x到 Hω的投影点,从几何观点来看,该投影点就是 Hω上所有点中到 x的测地线距离最近 

的那个点.令 y=exp(t*ω)是 x 到 Hω的投影点,则各个单连通空间上的样本点 1{ } in
ij j =x 投影到 Hω后,可得到新的点

集: 1{ } .in
ij j =y 设代表第 i 类样本的单连通空间上用多连通覆盖学习算法[11]学习出的相对最优覆盖道路是 

F(αi)=F((αi(c0))−1αi(c1))F((αi(c1))−1αi(c2))…F((αi(ck−1))−1αi(ck)), 
其中,c0,c1,…,ck是道路的割点,αi表示第 i类样本的单连通空间上的道路等价类[αi],将该道路表示投影到测地线

Hω后得到新的道路表示: 
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异连通道路关联度为 
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b i
i

n d F F −
′ ′

=

′ ′ ′= ∑S μ μ  

其中, F ′′μ 为整个多连通空间的道路密度,
i

F ′′μ 是第 i 个类别样本所对应的单连通空间上所有道路基于相对最优 

道路各割点表示的加权期望.近似于标准 Fisher 的思想,在多连通空间上,同样定义 Fisher 准则函数: 

( ) .b

w

J
′

=
′

ω S
S

 

因此,算法的问题归结为寻找满足下式的一条测地线 * :H
ω

 

ω*=argminJ(ω). 

2.1   基于Fisher投影的优化算法1 

要计算求得上述测地线 * ,H
ω

本文考虑参考标准Fisher和Lie-Fisher的计算方法,即,通过对数映射将道路表 

示可计算化.算法的基本思想:通过对数映射,将原本多连通李群空间上的道路映射到对应的李代数空间,得到

新的道路表示,则得到的李代数空间上的道路表示,就可以直接运用Lie-Fisher的计算方法来求解同类道路的关

联度 Sw 和异类道路的关联度 Sb,则优化算法 1 见算法 1. 
算法 1. 基于 Fisher 投影的多连通覆盖学习算法 1(FMCCLA1). 

输入: 1,2,...,
1,2,...,{ } ij n

ij i s G=
= ∈X ,G 是多连通李群空间,Xij 表示第 i 类别的第 j 个样本在该空间的映射,ni 表示第 i 个分 

类中训练样本的个数,一共有 s 个分类. 
输出:各个单连通空间上的经过 Fisher 投影后得到的相对最优道路表示 1,2,...,{ ( ( ))} ,i t i sF α =′ ′ ′c t 对应这条相对 

最优道路表示需要 t 个割点. 
Step 1. 运用第 1 节提出的多连通覆盖学习算法(MCCLA)求出各个连通空间的道路覆盖表示: 

F(αi),i=1,2,…,s. 
Step 2. 将割点对应的道路表示通过对数映射得到道路的李代数表示: 

M(αi)=log(F(αi)). 
Step 3. 计算同连通道路关联度: 

2 1 1

1 1 1 1
( ( ( )), ( ( ))) log( ( ( ))) log( ( ( ))) .

i in ns s

w i ij i j i ij i j
i j i j

d M M F Fα α α α− −

= = = =

= = 〈 − 〉∑∑ ∑∑S X c X c  

其中,αi(Xij)是样本点 Xij 在连通空间上的对应道路,cj 是 Xij 对应道路αi(Xij)的道路覆盖邻域对应的 
割点.计算异连通道路关联度: 

2 1

1 1
( , ) .

i i

s s

b i i
i i

n d F F n F F −

= =

= = 〈 − 〉∑ ∑S μ μ μ μ  

整个多连通空间上的道路密度为 

1 1

1 log( ( ( ))).
ins

i ij
i j

F F
n

α
= =

= ∑∑μ X  

第 i 个类别样本所对应的单连通空间上所有道路基于相对最优道路各割点表示的加权期望为 

1

1 log( ( ( ))).
i

i

n

j i j
ji

F r F
n

α
=

= ∑μ c  

其中,F(αi(cj))表示道路αi(Xij)所在的邻域的割点所对应的道路,rj 为该邻域已覆盖的道路数目. 

Step 4. 求解 Sbω=λSwω,得到ω*,按 *
*{exp( ) , }H t G t∈ ∈

ω
ω 生成测地线 * ,H

ω
将 Step1 中的道路覆盖表示 

向测地线投影,得到新的相对最优道路表示 1,2,...,{ ( ( ))} .i t i sF α =′ ′ ′c  

Step 4 中的道路向测地线进行投影,即,根据求得的测地线对应的最优投影向量ω*,将 MCCLA 算法求得的

相对最优道路表示中的割点向测地线进行投影,全部割点投影后,即可得到新的道路表示. 
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对于被测试样本 T,首先将其映射到多连通李群空间,得到对应的道路表示α (T),α(T)可用多连通覆盖算法

第 1 步所介绍的一组 SO(2)李群矩阵的直积表示(见文献[11]),并将其映射到李代数空间,得 log(F(α (T)));然后, 
将该道路表示向测地线 *H

ω
投影得到新的道路表示 F′(α ′(T ′)),求该道路表示到相对最优道路表示的距离: 

( ( ( )), ( ( )).T tl d F Fα α′ ′ ′ ′ ′ ′= T c  
设β ′为割点 t′c 邻域边界对应的无穷小元素,则相对最优道路表示的覆盖邻域为 ( ( ))tF α′ ′ ′ ′cβ ,从而通过 lT 和 

道路覆盖邻域最终判定道路的类别. 

2.2   基于Fisher投影的优化算法2 

算法 1 在用 Fisher 思想求解投影测地线时,对道路进行了对数映射,然后在对应李代数空间,用欧氏空间的

计算方法来求解投影向量ω*.这样做虽然计算方便,但不可避免地会造成结果与实际相对最优道路的误差变大.
为了尽可能地缩小这样的误差,本文提出优化算法 2,其基本思想为:考虑将道路在多连通李群流形空间中,直接

进行总体道路密度及道路关联度的计算,则优化算法 2 见算法 2. 
对于被测试样本 T, 
• 首先将其映射到多连通李群空间,得到对应的道路表示 F(α(T)); 
• 然后,将该道路表示向测地线 *H

ω
投影得到新的道路表示 F′(α ′(T ′)),求该道路表示到相对最优道路各

个割点的连接道路 1( ( ) ( )),tF α α−′ ′ ′ ′ ′T c 判断该道路是否属于道路邻域 ( ( )),tF α′ ′ ′ ′cβ β ′为割点 t′c 道路邻域 

边界对应的无穷小元素,从而最终判定道路的类别. 
算法 2. 基于 Fisher 投影的多连通覆盖学习算法 2(FMCCLA2). 
输入: 1,2,...,

1,2,...,{ } ,ij n
ij i s G=

= ∈X G 是多连通李群空间,Xij 表示第 i 类别的第 j 个样本在该空间的映射,ni 表示第 i 个分 

类中训练样本的个数,一共有 s 个分类. 
输出:各个单连通空间上的经过 Fisher 投影后得到的相对最优道路表示 1,2,...,{ ( ( ))}i t i sF α =′ ′ ′c ,t 对应这条相对 

最优道路表示需要 t 个割点. 
Step 1. 运用第 2 节提出的多连通覆盖学习算法(MCCLA)求出各个连通空间的道路覆盖表示: 

F(αi),i=1,2,…,s. 
Step 2. 计算同连通道路关联度: 

2 1 1 1

1 1 1 1
( ( ( )), ( ( ))) log( ( ( ) ( )) .

i in ns s

w i ij i k i k i ij
i j i j

d F F Fα α α α− − −

= = = =

= = 〈 〉∑∑ ∑∑S X c c X  

其中,αi(Xij)是样本点 Xij 在连通空间上的对应道路,ck 是 Xij 对应道路αi(Xij)的道路覆盖邻域对应的 
割点. 

Step 3. 计算整个多连通空间上的道路密度为 

1

1 1
arg min log( ( ( ) ( ))) .

ins

i ij i
i j

F F α α−

= =

= 〈 〉∑∑
X

X Xμ  

计算各个单连通空间上的道路密度为 

2 1

1 1
arg min ( ( ( )), ( ( ))) arg min log( ( ( ) ( )) ,

i i

i
i i

n n

i i i j i j i i
j j

F d F F Fα α α α−

= =

= = 〈 〉∑ ∑μ
X X

X c c X  

其中,F(αi(cj))表示道路 F(αi(Xij))所在邻域的割点在连通空间上所对应的道路. 
Step 4. 计算异连通道路关联度: 

2 1 1

1 1
( , ) log( ) .

i i

s s

b i i
i i

n d F F n F F− −

= =

= = 〈 〉∑ ∑S μ μ μ μ  

Step 5. 求解 Sbω=λSwω,得到ω*,按 *
*{exp( ) , }H t G t∈ ∈

ω
ω 生成测地线 * ,H

ω
将 Step1 中的道路覆盖表示 

向测地线投影,得到新的相对最优道路表示 1,2,...,{ ( ( ))} .i t i sF α =′ ′ ′c  
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2.3   基于Fisher投影的优化算法3 

优化算法 1 在计算不同单连通空间上道路之间的关联度时,有: 

2 1

1
( , ) .

i

s

b i
i

n d F F −

=

= ∑S μ μ  

i
Fμ 表示的是第 i 个类别样本所对应的单连通空间上所有道路基于相对最优道路各割点表示的加权期望, 

割点正是由所有道路经过 MCCLA 算法训练出来的,相对最优道路表示的特征由组成它的割点特征呈现,故可 
以直接用割点的加权期望来表示

i
Fμ ,达到同样的效果,同时减少算法的复杂度,即可对算法 1 做局部修改,有: 

1

1 log( ( ( ))),
i

i

n

j i j
j

F r F
t

α
=

= ∑μ c  

其中,t 为该单连通空间用 MCCLA 算法训练出的道路覆盖的割点的总个数,其他算法步骤不变. 

2.4   优化算法的时间复杂度 

下面考虑 3 种优化算法的时间复杂度,由于优化算法都要先运用多连通覆盖学习算法(MCCLA)求出各个

连通空间的道路覆盖表示,而文献[11]中已交代,该算法的时间复杂度在 O(n2)~O(n3)之间,为了更好地比较 3 种

优化算法的时间复杂度,本文中考虑算法优化部分的时间复杂度. 
定理 1. 3 种优化算法优化处理的时间复杂度均为 O(n). 
证明:在算法 FMCCLA1 中,Step 2 求多连通空间上所有道路的李代数映射是一对一映射,所用时间代价是 

n;Step 3 计算总体道路密度共 n 条道路,代价为 n,s 个单连通域均计算 ,
i

Fμ 代价仍相当于计算总道路数,为 n,则 

计算 Sw 代价也为 n,计算 Sb 代价为 s,所以 Step 3 总代价为 3×n+s;Step 4 计算ω*需要时间代价为 1,然后映射所

有道路到测地线需要时间代价为 n,则 Step 4 需要总代价 n+1,故优化算法 1 的总时间代价是: 
T1=n+3×n+s+1+n=5×n+s+1=O(n). 

因此,算法 FMCCLA1 的时间复杂度为 O(n). 
在算法 FMCCLA2 中,Step 2 计算 Sw,也和每条道路对应,时间代价为 n;Step 3 中,在计算道路密度时,相当于

要计算样本的内均值,即,用到了迭代,设每次计算道路密度用到的迭代次数都是 k 次,则计算总道路密度时间代 

价为 kn,计算各个连通空间道路密度为 kni,所以 Step 3 总时间代价为
1

2
s

i
i

kn kn kn
=

+ =∑ ;Step 4 计算 Sb 代价为 s; 

Step 5 时间代价为 n+1,故优化算法 2 总时间代价为 
T2=n+2kn+s+n+1=(2k+2)n+s+1=O(n). 

因此,算法 FMCCLA2 的时间复杂度为 O(n). 
优化算法 3 只是对优化算法 1 的局部修改,不影响各个步骤的时间代价计算,故总时间复杂度仍为 O(n),定

理得证. □ 

3   实验及结果分析 

我们通过几个实验把本文中的 3个优化算法和原算法就分类性能做比较,以表现优化算法的分类优势.第 1
个实验选用的数据集是 MPEG7_CE-Shape01_Part_B 图像库[25],第 2 个实验选用的数据集是 MNIST 手写体数

据集[26]. 

3.1   MPEG7_CE-Shape01_Part_B图像库上样本的分类 

MPEG7_CE-Shape01_Part_B 图像库是一个图像模拟库,是用于图像的形状模板,库里包含了许多物体的模

板图,可以用于物体形状特征的研究,每个物体都有 20 个不同样式的模板图.文献[11]中也在此数据集上将多连

通李群覆盖学习算法(MCLGC-LA)与李群空间上的其他两种算法进行了对比实验,分类性能良好.本文同样在

此数据集上把基于多连通覆盖学习算法(MCCLA)的 3 种优化算法与原算法以及领域覆盖算法(NCA)、交叉覆

盖算法(ACA)在分类性能上做对比,体现优化算法的性能优势. 
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3.1.1   两类样本的分类 
首先,在此图像库上将前面提出的算法及其优化方案针对两类样本进行对比实验.选取 horse 和 camel 两种

模板,对这两类图像进行分类,由于每个物体一共 20 个不同样式的模板图,要进行实验,首先需要划分训练样本

和测试样本,文献[11]中直接主观选取每类样本的前 15 个模板图作为训练样本,剩下的 5 个模板图作为测试样

本进行实验.这样主观地确定训练样本和测试样本虽然也能达到实验的目的,但是并不能保证算法的分类结果

达到最优.因此,需要通过实验确定分别选取的训练样本数和测试样本数.选取两个模板(仍然以 horse 和 camel
为例),分别选取训练样本数分别为 1,2,3,…,19,剩下的为测试样本进行实验. 

图 8(a)是多连通覆盖学习算法(MCCLA)在训练样本数不同时对 horse 和 camel 两类物体的分类结果,3 条

线分别对应着 k 值取 10,20,30 的情况.针对每一个不同的训练模板数,算法都重复 5 次求分类准确率,用 5 次求

值的平均值作为最后的结果显示.从图中可以看出,训练模板数为 13、测试模板数为 7 时,无论 k 取何值,MCCLA
算法都能显示出最佳的分类性能.图 8(b)是 MCCLA 的优化算法在训练样本数不同时对 horse 和 camel 两类物

体的分类结果,其中,随机选取的样本点个数 k=20.从图中清晰可见:各个优化算法在训练模板数为 13 时,均能达

到最好的分类效果.因此,在此数据集上的比较实验确定训练样本数为 13,测试样本数为 7. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.8  Results of different algorithms based on different training templates 
图 8  训练模板不同时几种算法的分类结果 

确定了训练模板数和测试模板数,我们就可以进行实验来比对算法的性能了.由于样本个数略显单薄,可以

对每个模板图取样时重复 10 次随机取样构成 k 点云样本,则每类物体均有 130 个训练样本、70 个测试样本,
即,一共 260 个训练样本、140 个测试样本.先选取 horse 和 camel 两个比较相近的动物模板,随机选择 k 个点构

成点云,当 k 取不同值时,针对每种算法,同样都重复 5 次随机选择 k 个点,并对最后的分类识别率取平均值.先比

较原算法和优化算法的分类结果,如图 9 所示.从图中可以看出,4 种算法在此研究对象上都能保持较高的分类

准确率,基本维持在 80%以上.3 种基于 Fisher 投影的优化算法总体来说分类效果优于原来的多连通覆盖算法,
除了优化算法 FMCCLA2 和 MCCLA 算法分类效果差不多之外,FMCCLA1 和 FMCCLA3 分类效果总体上都优

于 MCCLA 算法,特别是当 k 大于 25 以后,这两种优化算法都一直保持着分类的优势,且分类准确率基本已达到

90%以上. 
图 10 是加入两种经典的覆盖学习算法后对 cattle 和 elephant 分类的比较结果,显然,后 4 种算法的分类准

确率远远高于两种经典覆盖算法,且 MCCLA 算法及其优化算法的对应曲线相对来说也更加平滑,表现出算法

更好的稳定性.在几种基于 Fisher 的优化算法中,除了 FMCCLA2 算法在此研究对象上的分类性能不是很好之

外,FMCCLA1 算法和 FMCCLA3 算法的分类效果都明显优于原算法 MCCLA.特别是 FMCCLA3 算法的分类优

势极其明显,一直处于相当高的水平;且相对于其他几种优化算法也更加稳定,其对应曲线的波折明显较小. 
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Fig.9  Results of MCCLA and its optimization algorithms on horse and camel 
图 9  优化算法与原算法对 horse 和 camel 的分类结果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.10  Results of different algorithms on cattle and elephant 
图 10  几种算法对 cattle 和 elephant 的分类结果 

3.1.2   多类样本的分类 
实验任意选取 MPEG7_CE-Shape01_Part_B 数据集上的 4 类物体(horse,bat,beetle,bone)的模板作为样本,研

究本文算法对多个类别样本的分类情况.基于前一节的分析,对每个模板图取样时重复 5次随机取样构成 k点云

样本,这样,每类模板图共有 65 个训练样本、35 个测试样本,即,共有 260 个训练样本、140 个测试样本.然后,应
用 MCCLA 算法及其优化算法 FMCCLA 与两种经典的覆盖学习算法(NCA 和 ACA)以及文献[21]提出的经典

李群上的均值算法(Lie-Mean)和改进后的 Lie-Fisher 算法分别对样本进行分类,得到的结果如图 11 所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.11  Results of different algorithms on horse, bat, beetle and bone 
图 11  几种算法对 horse,bat,beetle,bone 分类的比较结果 

从图 11 明显可以看出,两种经典的覆盖学习算法在分类这 4 类模板图时分类效果并不是很好,分类准确率

只有 40%左右;两种经典李群上的均值算法(Lie-Mean)和改进后的 Lie-Fisher 算法分类效果虽然明显好于 NCA
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和 ACA,但分类准确率也只有 70%左右;而 MCCLA 算法及其优化算法的分类准确率最低也在 75%左右,特别在

k 大于等于 15 以后,准确率则一直保持在 85%以上,分类优势相当明显.而在 MCCLA 算法和其优化算法中,3 种

FMCCLA 算法从 k=5 开始就一直比原算法表现出明显的分类优势,其中,FMCCLA3 分类准确率一直保持最高,
特别当 k 大于等于 15 以后,其分类结果一直保持在 90%以上. 

3.2   手写体数据集上样本的分类 

本实验采用 MNIST 数据集,该数据集属于二维真实图像,每个手写数字都是 28×28 的 256 阶灰度图片.同样

地,我们采用文献[11]的方法,将数据集的形状信息映射到 SO2 多连通李群空间,构造新的样本进行学习分类.图
12 是对 MNIST 数据集上的数字 2 和 9 的一个样本取不同 k 个点构成的点云样本,这些点云样本将代表原来的

样本加入到算法中进行计算. 
本实验直接考虑算法对多个类别样本的分类情况,将本文提出的优化算法与原算法及两种经典覆盖学习

算法进行对比实验.首先选取 1,3,5,7 这 4 个数字作为分类样本,分别从 train1,train3,train5,train7 中各随机选取

50 个,一共 200 个数字作为训练集,再从 test1,test3,test5,test7 中各随机选取 20 个,一共 80 个数字作为测试集,
然后,应用几种算法对样本进行分类,得到的结果如图 13 所示. 

 
Fig.12  Point cloud samples of different k value based on digital 6 and 9 

图 12  以数字 2 和 9 为例提取的不同 k 值的点云样本 

 k 
5 10 15 25 35 45 50 55 60 

NCA 33.75 36.50 39.00 50.75 63.25 64.25 59.25 62.25 72.50 
ACA 39.75 35.50 47.00 57.00 58.25 59.25 63.25 59.50 68.25 

MCCLA 54.50 66.25 73.75 78.75 81.25 82.50 83.50 84.25 78.50 
FMCCLA1 56.75 61.50 70.00 79.00 86.25 83.75 83.00 87.75 82.50 
FMCCLA2 55.75 63.00 71.25 79.00 86.00 84.00 83.00 87.50 84.25 
FMCCLA3 56.75 65.50 75.00 80.75 85.50 87.50 84.00 85.00 88.75 

 
 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.13  Results of different algorithmson digital 1, 3, 5 and 7 
图 13  几种算法对数字 1,3,5,7 分类的比较结果 

从图 13 可以清楚地看出,MCCLA 及其优化算法的分类准确率一直比经典的覆盖学习算法高 20 个百分比
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以上;且它们对应的曲线也比邻域覆盖和交叉覆盖算法对应的曲线平滑,即,算法的稳定性更高.同时,优化算法

的分类性能总体都优于原算法,特别是当 k≥20 时优势比较明显.在几种优化算法 FMCCLA 中,FMCCLA3 总体

保持最优,而其他几种优化算法的曲线分布近似重合,即,它们的分类性能相似. 
图 14 给出了上述这些算法以及两种李群均值算法(Lie-Mean 和 Lie-Fisher)在数字 2,4,6,8 上分类的效果.

同样,分别从 train2,train4,train6,train8 中各随机选取 50 个、一共 200 个数字作为训练集.在此实验中,我们增加

了测试样本个数,通过更多的实际样本进一步验证算法的实用性.具体过程是:针对 test2,test4,test6,test8 各类别,
将随机取样本数从 20 增加到 40,一共 160 个数字作为测试集.可以发现:在此研究对象上,MCCLA 及其优化算

法仍然较两种经典覆盖学习算法以及两种李群均值算法有明显的分类优势,MCCLA 算法及其优化算法整体的

识别率差距不大,几种优化算法总体分类性能一直略高于原算法.而在几种优化算法中,FMCCLA3 一直保持分

类效果最优. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.14  Results of different algorithms on digital 2, 4, 6 and 8 
图 14  几种算法对数字 2,4,6,8 分类的比较结果 

4   结论与展望 

综上所述,本文针对之前研究得出的多连通覆盖学习算法中的道路交叉问题,从进一步优化算法中的相对

最优道路表示出发,用 Fisher 投影的思想,通过多个层面设计出相应的道路优化算法.本文通过在两个数据集上

的多组实验,一方面表明,多连通覆盖学习算法比欧氏空间上的邻域覆盖算法及交叉覆盖算法在样本维数不太

高时具有更优的分类效果和维数收敛性;另一方面表明,本文提出的优化算法分类性能明显优于原算法,同时,
本文提出的算法在这两个数据集上也比经典李群上的均值算法(Lie-Mean)以及改进后的 Lie-Fisher 算法分类

性能更优.本文主要是从预防拓扑空间道路交叉的角度优化算法,我们期望在今后的研究中,可以从其他方面进

一步优化算法. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的同行,尤其是实验室的同学们表示感谢. 
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