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摘  要: 为解决现有约束处理方法可行解的适应度函数不包含约束条件的问题,提出了一种内部罚函数候选解筛

选规则.该候选解筛选规则分别对可行解和不可行解采用内部罚函数和约束违反度进行筛选,从而达到平衡最小化

目标函数和满足约束条件的目的.以进化策略算法为基础,给出了基于内部罚函数候选解筛选规则的进化算法的一

个实现.进一步地,从理论和实验角度分别验证了内部罚函数候选解筛选规则的有效性:以(1+1)进化算法为例,从进

化成功率方面验证了内部罚函数候选解筛选规则的理论有效性;通过 13 个测试问题的数值实验,从进化成功率、候

选解后代是可行解的比例、进化步长和收敛速度方面验证了内部罚函数候选解筛选规则的实验有效性. 
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Interior Penalty Rule Based Evolutionary Algorithm for Constrained Optimization 
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Abstract:  In order to combine constraints into the evaluation of feasible solutions, a set of interior penalty rules is proposed to improve 
the efficiency of evolutionary algorithms in solving the constrained optimization problems. In these rules, interior penalty functions are 
used to evaluate feasible solutions and constraint violations are used to evaluate infeasible solutions. In addition, an interior penalty rule 
based evolution strategy algorithm is derived to solve constrained optimization problems. The theory validity of these rules is analyzed 
based on the successful rate of an (1+1) evolutionary algorithm. The proposed approach is tested with 13 benchmark problems. The results 
indicate that the presented approach is competitive with two existing state-of-the-art techniques. 
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进化算法是求解约束优化问题的主要启发式搜索方法之一[1].由于不采用约束优化问题的任何信息,仅通

过估计产生解的质量来指导搜索过程,被认为是“盲目型启发式”算法[1].为了提高进化算法求解约束优化问题

的效率,研究人员提出了很多将约束条件结合到进化算法的方法[2].罚函数法是将约束条件结合到进化算法适

应度函数求解约束优化问题的常用方法[3],该类方法是一种通用的约束条件处理方法,它通过候选解的约束条

件违反程度对候选解进行惩罚.基于可行解优于不可行解启发式规则的约束处理方法是另外一种将约束条件

结合到进化算法的方法[4,5],该类方法假设可行解的适应度函数值优于不可行解的适应度函数值.因此,该方法

使得不可行解难以进入进化算法的种群,这样,就使得该方法在求解最优解位于可行域边界的约束优化问题时
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可能存在问题.基于多目标优化方法求解约束优化问题近些年受到了极大的重视[6],该方法根据将约束优化问

题转换为多目标优化问题,并采用多目标优化方法来求解问题.上述方法具有一个共同的特点:即,可行解只通

过目标函数值进行评价.这样,当进化算法采用上述方法时,由于约束条件并不包含在可行解的适应度函数中,
这就使得种群中候选解产生可行解的概率较低,从而使得进化算法早熟收敛.这意味着需要付出额外的代价产

生可行解,从而降低了搜索过程的效率. 
为了解决进化算法中可行解的适应度函数不包含约束条件的问题,本文在简单候选解筛选规则[5]的基础

上,提出了一种内部罚函数候选解筛选规则.该筛选规则通过内部罚函数对靠近约束条件边界的可行解进行惩

罚,从而使得进化算法能够平衡最小化目标函数和满足约束条件这两个冲突的目标;通过约束违反度评价不可

行解,从而使进化算法能够迅速找到可行解.为了使进化算法有效地利用这种筛选规则,本文采用对数形式的内

部罚函数使其迅速收敛;采用基于积极约束条件辨识的动态惩罚因子使罚函数值迅速减小;采用自适应松弛方

法将等式约束条件转换为不等式约束条件.本文提出的方法是一种通用的计算框架,可适用于各种类型的进化

算法.文中以多成员进化策略算法[7]为基础,给出了一个采用该候选解筛选规则的进化算法的实例,称为内部罚

函数进化策略算法.最后,本文以(1+1)进化算法为例,根据候选解的进化成功率,分析了该筛选规则的理论有效

性.通过与现有约束优化问题求解算法的实验比较,从进化成功率、候选解后代是可行解的比例、进化步长和

收敛速度这 4 个方面验证了本文方法的有效性. 

1   基于内部罚函数候选解筛选规则的进化算法 

1.1   问题描述 

约束优化问题的一般形式可表达如下: 
 minf(x) (1) 
其满足以下 m 个约束条件: 
 gj(x)≤0,j=1,…,q (2) 
 hj(x)=0,j=q+1,…,m (3) 
其中,x=[x1,…,xn]T 为决策变量,f(x)为目标函数,q 为不等式约束条件个数,m−q 为等式约束条件个数.如果在候选

解 x处 gj(x)=0,则约束条件 gj(x)≤0 称为候选解 x的积极约束条件. 

1.2   内部罚函数[8] 

内部罚函数法在传统非线性优化方法中被广泛应用,主要原理是:在求解优化问题最优解的搜索过程中,平
衡最小化目标函数和满足约束条件这两个互相冲突的要求.其特点是:将构造的惩罚函数定义于可行域内,并在

可行域内求惩罚函数的最优解.即,求解无约束优化问题时的搜索过程总是保持在可行域内部. 
对于给定约束优化问题(1)~问题(3),内部罚函数的基本表达式如下: 

 φ(x,r(t))=f(x)+r(t)B(x) (4) 
其中,B(x)为惩罚项,且当候选解 x 趋向于可行域边界时,B(x)趋近于无穷大;r(t)为惩罚因子,是单调递减的正数序

列,即,r(0)>r(1)>…>r(t)>r(t+1)>…>0,且 limt→∞r(t)=0. 
随着惩罚因子 r(t)逐渐减小,可通过求解以下无约束优化问题(5)得到约束优化问题(1)~问题(3)的最优解: 

 lim min ( , ( ))
t

x r tφ
→∞

 (5) 

当 t→∞时,limt→∞r(t)=0.因此,函数φ(x,r(∞))的取值等于 f(x). 

1.3   内部罚函数候选解筛选规则 

当采用进化算法求解约束优化问题(1)~问题(3)时,为了有效地平衡求解约束优化问题过程中最小化目标

函数和满足约束条件这两个冲突的要求,本文根据 Deb[4]提出的候选解的简单候选解筛选规则设计了内部罚函

数候选解筛选规则,具体做法是: 
(1) 当两个候选解都是可行解时,选择内部罚函数值小的候选解作为优胜者; 
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(2) 当两个候选解之一是可行解时,选择可行的候选解作为优胜者; 
(3) 当两个候选解都是不可行解时,选择约束违反度低的候选解作为优胜者. 
上述候选解筛选规则具有以下特性: 
(1) 由于内部罚函数的定义域为约束优化问题的可行域,因此,内部罚函数不能应用于不可行域.这样,采

用该方法的进化算法就无法处理不可行解.规则(2)采用可行解优于不可行解的启发式规则,这就使

得筛选规则能够分别对不可行解和可行解采用不同的筛选方法; 
(2) 由于规则(3)仅根据约束违反度评价不可行解而忽略了目标函数,这样,通过与精英保留策略的结合,

该规则能够保证进化算法找到一个可行解.因此,该规则对强约束优化问题非常有效[9],这就使筛选

规则可以应用到没有初始可行解的强约束优化问题当中; 
(3) 内部罚函数对靠近可行域边界的可行解进行惩罚.这样,距离可行域边界近的可行解的内部罚函数

值较大.由于内部罚函数候选解筛选规则偏向于内部罚函数值小的候选解,即,偏向于选择距离可行

域边界较远的可行解 ,因此在进化算法选择算子的作用下 ,筛选规则可使进化算法避免违反约束 
条件. 

下面给出筛选规则的内部罚函数的形式、惩罚因子和等式约束条件的处理方法等实现细节. 
1.3.1   内部罚函数的形式 

在传统数学规划方法中,对数罚函数法具有超线性收敛特性[10].因此,为了获得较好的收敛特性,本文在公

式(4)定义的内部罚函数中采用如下对数形式的惩罚项 B(x): 

 
1

( ) ln( ( ))
m

i
i

B x v x
=

= − −∑  (6) 

其中,vi(x)是规范化后的约束函数 gi(x),定义如下: 

 ( )( )
| min ( ) |

i
i

i

g xv x
g x

=  (7) 

其中,mingi(x)表示进化算法搜索过程中约束函数 gi(x)在候选解 x 处取得的最小值. 
1.3.2   惩罚因子更新策略 

内部罚函数针对最优解的积极约束条件进行惩罚[11].由于最优解的积极约束条件难以判断,因此,常规的进

化算法很少采用内部罚函数法[11].但是,最优解的积极约束条件具有以下性质:在可行域内,如果目标函数沿搜

索方向 d 单调减少(或单调增加),则沿搜索方向 d 单调增加(或单调减少)的约束条件中至少包含一个最优解的

积极约束条件[12].根据最优解的积极约束条件的上述性质,可以在最优解未知的条件下,通过分析目标函数和约

束函数之间的相关性判别哪些约束条件可能是最优解的积极约束条件.本文将这类可能的最优解积极约束条

件称为最优解的候选积极约束条件,并将除此之外的约束条件称为最优解的非候选积极约束条件. 
辨识最优解候选积极约束条件的具体步骤为:采用进化算法种群中所有个体的约束条件函数值和目标函

数值作为样本,每隔一定迭代次数计算样本的 Spearman 秩相关性系数[13].如果约束条件函数与目标函数的

Spearman 秩相关性系数为负数,则该约束条件为最优解的候选积极约束条件. 
由于最优解的候选积极约束条件描述了在最优解处可能起到积极作用的约束条件,因此与非候选积极约

束条件相比,最优解的候选积极约束条件对避免搜索过程违反约束条件的作用更大.故,本文对不同的约束条件

采用不同的惩罚因子,并将公式(4)的内部罚函数扩展为 

 
1

( )) ( ) ( ) ln( ( ), )(
m

i i
i

tx f x r t v xφ
=

= − −∑r  (8) 

其中,r(t)={ri(t)}i=1,2,…,m.ri(t)为约束条件 gi(x)≤0 的惩罚因子,它采用以下方式进行更新:对最优解的候选积极约

束条件采用较大的乘积因子δ1 更新惩罚因子;对最优解的非候选积极约束条件采用较小的乘积因子δ2 更新惩

罚因子.即: 
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其中,
igχ 为约束条件函数 gi(x)与目标函数的 Spearman 秩相关性系数,0<δ2<δ1<1. 

上述惩罚因子更新方法采用较大的乘积因子更新最优解候选积极约束条件的惩罚因子,使得最优解候选

积极约束条件的惩罚因子值下降较慢,从而可避免违反该类约束条件. 
1.3.3   等式约束条件处理 

进化算法求解包含等式约束条件的约束优化问题时,通常采用以下方法将等式约束条件松弛为不等式约

束条件: 
 gj=|hj|−εj≤0 (10) 
其中,εj≥0 为等式约束条件的容忍值,且为一个很小的正数.上述松弛方法采用很小的εj 值,因此,松弛后的约束

优化问题可行域占搜索域的比例通常比较小.当进化算法采用内部罚函数候选解筛选规则时,规则(1)仅可以应

用到可行解,这必将极大地降低内部罚函数候选解筛选规则的作用. 
为了提高规则(1)的应用范围,本文采用自适应松弛法来处理等式约束条件[14].εj 的具体松弛公式如下: 

 
If ( ( ) ) Then ( 1) ( )
If ( ( ) ) Then ( 1) ( )

n l j l j

n u j u j

R t R t t
R t R t t

ε β ε
ε β ε

+ =
+ =

≤

≥
 (11) 

其中,Rn(t)为当代种群中满足松弛后约束优化问题可行解的比例,0≤Rl≤Ru≤1,0≤βl≤1≤βu,εj(0)等于初始种

群中候选解约束违反度 G(x)的最大值. 
由于等式约束条件的函数值都接近εj,因此不再对等式约束条件函数 gj(x)进行规范化. 

1.4   基于进化策略算法的实现 

进化策略算法(evolution strategy,简称 ES 算法)是一类采用实数编码在连续空间中进行随机搜索的进化算

法,广泛应用于求解各种优化问题并具有良好的理论基础[15].本文在求解约束优化问题的多成员进化策略算法

(simple multimembered evolution srategy,简称 SMES)[7]的基础上,利用内部罚函数候选解筛选规则替换该算法

采用的简单候选解筛选规则,从而将内部罚函数候选解筛选规则应用到进化策略算法中,以验证该筛选规则的

有效性.该算法称为内部罚函数进化策略算法(interior penalty based evolution strategy,简称 IPES). 
在 IPES 算法中,个体可以看作(xi,σi)的集合,其中,i 为种群中的任意个体,xi 为 n 维决策变量,σi 为 n 维步长

变量.初始种群通过 n 维均匀分布在搜索空间中产生.离散交叉和中间交叉的混杂交叉算子、参数变异算子和

保留不可行解的多样性策略被用于提高进化策略算法的搜索能力,其中,变异算子不仅应用于决策变量,也应用

于步长.具体计算公式如下: 
 exp( (0,1) (0,1))i i iN Nσ σ τ τ′ ′= ⋅ ⋅ + ⋅  (12) 
 (0,1)i i i ix x Nσ′ ′= + ⋅  (13) 

其中,τ和τ′为“学习率”,并根据 Schwefel[16]提出的方法进行计算: 1( 2 )nτ −= 和 1( 2 )nτ −′ = ;Ni(x,y)是以 x 为均 
值、以 y 为方差的实数高斯随机分布. 

为了引入内部罚函数候选解筛选规则,本文将该算法的候选解评价部分加以修改,将可行解和不可行解的

适应度函数值分开进行计算.其中,可行解的适应度函数值根据内部罚函数进行计算,不可行解的适应度函数值

根据约束违反度进行计算.然后,根据内部罚函数候选解筛选规则选择μ个父代个体和λ个子代个体中最好的μ
个个体保留到下一代中. 

IPES 算法的具体计算步骤如下: 
(1) 根据决策变量的取值范围,产生包含μ个个体的初始种群,设 t=0,每个个体对应一个向量(xi,σi); 
(2) 计算初始种群μ个个体的适应度函数值.其中,根据约束违反度计算不可行解的适应度函数值,根据内

部罚函数计算可行解的适应度函数值; 
(3) 通过重组算子产生λ个个体; 
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(4) 根据公式(12)和公式(13)对λ个个体进行变异,产生λ个子代个体; 
(5) 计算产生的λ个子代个体的适应度函数值.其中,根据约束违反度计算不可行解的适应度函数值,根据

内部罚函数计算可行解的适应度函数值; 
(6) 将父代个体和子代个体组成一个(μ+λ)的种群,然后按照内部罚函数候选解筛选规则选择最好的μ个

个体作为下一代的父代个体; 
(7) 当满足 t%p=0(其中,%为取余运算)时,计算约束条件与目标函数的 Spearman 秩相关性系数,并根据公

式(9)进行惩罚因子更新; 
(8) 如果满足停止准则,算法终止;否则 t=t+1,回到步骤(3). 
通过上述算法步骤可知:内部罚函数候选解筛选规则仅修改了进化策略算法的候选解适应度函数估计方

法和候选解筛选规则,并不修改进化策略算法的交叉、变异和选择等基本遗传算子.因此,内部罚函数候选解筛

选规则不仅可以应用于进化策略算法,也可以应用于其他进化算法. 

2   理论有效性分析 

Karmer[17]通过实验和理论分析指出:当求解最优点位于可行域边界的约束优化问题时,由于采用目标函数

作为可行解适应度函数的进化算法进化成功率很低,因此,进化算法将会早熟收敛.内部罚函数筛选规则以简单

筛选规则为基础,为了验证该规则的有效性,本文分析了采用简单筛选规则的步长自适应(1+1)进化算法(简称

(1+1)SFEA 算法)和采用内部罚函数筛选规则的步长自适应(1+1)进化算法(简称(1+1)IPEA 算法)在积极约束条

件边界的进化成功率和早熟收敛特性.其中,进化成功率表示进化算法中后代个体替代父代个体的概率(即产生

更好解的概率)[17]. 

2.1   进化过程 

考虑马尔可夫过程模型(xt,σt),(1+1)SFEA 算法的后代 xt+1 和步长σt+1 通过公式(14)和公式(15)生成. 
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(1+1)IPEA 算法后代 xt+1 和步长σt+1 通过公式(16)和公式(17)生成. 
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其中,γ>1 表示变异参数;随机向量 Zt,t≥0,独立且均匀分布. 
假设变异产生的新个体在以σt 为半径、xt 为圆心的圆上(称变异产生的候选解组成的圆为变异生成圆).当

进化策略算法产生一个成功变异时,步长σt 增加;否则,步长σt 减小.其中,成功变异表示产生的新个体优于父代

个体的变异.以该圆形模型分析这两种算法的进化成功率,其中,进化算法从可行域内部开始进化,且进化成功

率的大小等于由成功变异的候选解组成的弧的弧长 l=θr 与变异生成圆的周长 2πr 的比值. 
 ps=θ/2π (18) 

2.2   典型情况分析 

考虑一个包含一个线性约束条件和一个线性目标函数的约束优化问题. 
给定候选解 x.设过点 x 的简单筛选规则的可行解适应度值的等值线与约束条件 g(x)≤0 边界的夹角为αf,

内部罚函数筛选规则的可行解适应度函数的等值线与约束条件 g(x)≤0 边界的夹角为αφ.根据公式(9)可知:内
部罚函数筛选规则的可行解适应度函数值与简单筛选规则的可行解适应度值之间的差值为 
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1
( ) ( ) ln( ( )),

m

i i
i

x r t v xϕ
=

= − −∑  

且ϕ(x)与候选解到可行域边界的距离成正比.因此,简单筛选规则的可行解适应度值的等值线与约束条件 g(x)≤
0 边界的夹角小于内部罚函数筛选规则的可行解适应度函数的等值线与约束条件 g(x)≤0 边界的夹角 ,
即,αφ>αf. 

根据 Karmer[17]的分析可知,可行解在约束条件边界的变异情况可分为如下 3 种. 
(1) σt<dt,即,候选解的变异生成圆与约束条件边界相离,也就是说,候选解的变异生成圆不受约束条件的

影响; 
(2) σt>dt,σt>s,即,候选解的变异生成圆与适应度函数等值线在可行域外相割; 
(3) σt>dt,σt<s,即,候选解的变异生成圆与适应度函数等值线在可行域内相割. 
其中,dt 表示候选解到约束条件边界的距离,α为过点 x 的适应度函数等值线与约束条件边界的夹角,s= 

dt/sinα是适应度函数等值线在候选解与约束条件边界之间的线段的长度. 
由于情况(1)的变异不受约束条件的影响,因此我们不考虑这种情况. 
对于情况(2)、情况(3),由于αf 和αφ不相等,因此 sf 与 sφ也不相等,且 sφ<sf.所以,本文仅分析(1+1)SFEA 算法

和(1+1)IPEA 算法在步长σt 相等和 dt 相等且σt>dt 的情况下的进化成功率.图 1 给出了(1+1)SFEA 算法和

(1+1)IPEA 算法在步长σt 相等和 dt 相等且σt>dt 情况下(1+1)SFEA 算法和(1+1)IPEA 算法变异的 3 种典型情况.
其中,g(x)=0 表示约束优化问题的约束条件边界,g(x)=0 上面的区域为可行域,下面的区域为不可行域;x 为约束

优化问题的任意可行解,虚线为过点 x 的目标函数的等值线,点划线为过点 x 的内部罚函数的等值线;αf为过点 x
的目标函数的等值线与约束条件边界的夹角,αφ为过点 x 的内部罚函数的等值线与约束条件边界的夹角,且
αφ>αf.为了便于阅读,我们用σ代替σt,d 代替 dt. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) σ>sf 和σ>sφ                                            (b) σ<sf 和σ>sφ 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c) σ<sf 和σ<sφ 

Fig.1  Success rates of (1+1)SFES and (1+1)IPES 
图 1  (1+1)SFES 算法和(1+1)IPES 算法的进化成功率示意图 
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2.2.1   σ>sf 和σ>sφ 
图 1(a)给出了σ>sf和σ>sφ时,即,候选解的变异生成圆与目标函数等值线和内部罚函数等值线都在可行域内

相割时,(1+1)SFEA 算法和(1+1)IPEA 算法的进化成功率示意图.其中,采用简单筛选规则的候选解成功变异的

后代组成的圆弧为θ f ,采用内部筛选规则的候选解成功变异的后代组成的圆弧为θφ .借助角ξ ,可以得到 

, 2
f

s fp
α ξ+

=
π

和 , 2sp φ
φ

α ξ+
=

π
,其中, arcsin .dξ

σ
= 由于αφ>αf,因此,ps,φ>ps,f,且: 

 , , 2 2 2
f f

s s fp p φφ
φ

α ξ α αα ξ + −+
− = − =

π π π
 (19) 

2.2.2   σ<sf 和σ>sφ 
图 1(b)给出了σ<sf 和σ>sφ时,即,候选解的变异生成圆与目标函数等值线在可行域内相割、与内部罚函数等

值线在可行域外相割时,(1+1)SFEA 算法和(1+1)IPEA 算法的进化成功率示意图.其中,采用简单筛选规则的候 
选解成功变异的后代组成的圆弧由

1f
θ 和

2f
θ 组成,采用内部筛选规则的候选解成功变异的后代组成的圆弧为

θφ.借助角υ,可以得到 ,
1 2
2 2s fp υ

= −
π
和 ,

1 2
2 2sp
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= −
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,其中, arccos .dυ
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由于σ>sφ,因此, cos sin cos ,
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d d
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所以 ps,φ>ps,f,且: 

 , ,
1 1 2 12 / 2 ar
2 2 2 2 2

ccos( / )
2 4s s f

v
p

d
p

φ φ
φ

φ
υ α αυ σ α

π⎛ ⎞+ −⎜ ⎟ + −⎛ ⎞− = − − − = = −⎜ ⎟ ⎜ ⎟π π π⎝ ⎠⎜ ⎟

+

⎟

π

π
⎜
⎝ ⎠

 (20) 

2.2.3   σ<sf 和σ<sφ 
图 1(c)给出了σ<sf和σ<sφ时,即,候选解的变异生成圆与目标函数等值线和内部罚函数等值线都在可行域外

相割时,(1+1)SFEA 算法和(1+1)IPEA 算法的进化成功率示意图.其中,采用简单筛选规则的候选解成功变异的 
后代组成的圆弧为

1f
θ 和

2f
θ ,采用内部筛选规则的候选解成功变异的后代组成的圆弧为

1φ
θ 和

2
.φθ 借助角δ可得

, ,
1 ,
2 2s f sp p φ

δ
= = −

π
其中, arccos .dδ

σ
= 因此,这时(1+1)SFES 算法和(1+1)IPES 算法的进化成功率相同. 

通过上述 3 种典型情况的分析可知:对于适应度等值线和约束条件可局部线性化的约束优化问题,当候选

解靠近可行域边界时,采用内部罚函数筛选规则的(1+1)进化算法的进化成功率大于采用简单筛选规则的(1+1)
进化算法的进化成功率,从而使进化算法能够避免早熟收敛.但是,该方法对一般性约束优化问题以及相对其他

约束处理方法的理论有效性而言,还需要进一步深入加以研究. 

3   算法测试 

3.1   测试问题与算法参数 

为了测试本文所研究的算法对各类约束优化问题的求解性能,本文对常见的 13 个测试问题[18]进行了算法

测试.IPES 算法中的进化策略算法的参数均采用 Coello[7]中的设置:父代种群个数μ=100,子代种群个数λ=300,
最大迭代次数为 800,算法停止时整个计算过程中计算适应度函数的总次数(称为适应度函数估计次数)为 
240 000.步长的初始值通过以下公式进行计算: 

 Δ(0) 0.4 i
i

x
n

σ ⎛ ⎞= × ⎜ ⎟
⎝ ⎠

 (21) 

其中, Δ i i ix x x= − ,n 表示决策变量个数.内部罚函数候选解筛选规则的参数设置如下:初始惩罚因子为 ri(0)=1; 

约束条件乘积因子δ1=0.9 和δ2=0.7;惩罚因子更新间隔迭代次数 p=10;等式约束条件处理参数为 Rl=0.25, 
Ru=0.75,βl=0.618 和βu=1.382. 
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3.2   与现有约束优化问题求解算法的比较 

本文对 IPES算法与现有的基于随机排序的约束进化策略算法(SR)[18]和SMES算法[7]求解以上测试问题的

数值结果进行了比较.其中,SR 算法参数采用文献[18]中的设置和 SMES 算法的参数采用文献[7]中的设置.表 1
分别给出了 3 种算法求解以上测试问题的最好值、平均值和最差值的数值结果.对于测试问题 g02,g06,g07,g09
和 g10,IPES 算法在最好值、平均值和最差值等性能指标方面都优于 SR 算法和 SMES 算法;对于测试问题 g03, 
g04,g08,g11 和 g12,IPES 算法、SR 算法和 SMES 算法每次运行都能找到已知的最好值;对于测试问题 g01,虽然

IPES 算法未能找到已知的最好值,但是 IPES 算法也能够找到非常接近已知最好值的结果;对于测试问题 g05
和 g13,虽然 IPES 算法的求解结果略差于 SR 算法,但是 IPES 算法的适应度函数估计次数为 240 000,而 SR 算

法的适应度函数估计次数为 350 000,因此,IPES 算法的计算代价小于 SR 算法.从上述结果可以看出,IPES 算法

具有良好的有效性和鲁棒性. 

Table 1  Comparison of the solutions found by our IPES against the SR, the SMES 
表 1  IPES 算法与 SR 算法和 SMES 算法求解测试问题的比较 

Prob Optimal Stat Methods 
SR SMES IPES 

g01 −15.000 
Best −15.000 −15.000 −14.999 
Mean −15.000 −15.000 −14.999 
Worst −15.000 −15.000 −14.999 

g02 −0.803 619 
Best −0.803 515 −0.803 601 −0.803 607 
Mean −0.781 975 −0.785 238 −0.792 771 
Worst −0.726 288 −0.751 322 −0.769 198 

g03 1.000 
Best 1.000 1.000 1.000 
Mean 1.000 1.000 1.000 
Worst 1.000 1.000 1.000 

g04 −30 
665.539 

Best −30 665.539 −30 665.539 −30 665.539 
Mean −30 665.539 −30 665.539 −30 665.539 
Worst −30 665.539 −30 665.539 −30 665.539 

g05 5 126.497 
Best 5 126.497 5 126.599 5 126.498 
Mean 5 128.881 5 174.492 5 139.003 
Worst 5 142.472 5 304.167 5 197.991 

g06 −6 961.814 
Best −6 961.814 −6 961.814 −6 961.814 
Mean −6 875.940 −6 961.284 −6 961.814 
Worst −6 350.262 −6 952.482 −6 961.814 

g07 24.306 
Best 24.307 24.327 24.307 
Mean 24.374 24.475 24.316 
Worst 24.642 24.843 24.333 

g08 −0.095 825 
Best −0.095 825 −0.095 825 −0.095 825 
Mean −0.095 825 −0.095 825 −0.095 825 
Worst −0.095 825 −0.095 825 −0.095 825 

g09 680.630 
Best 680.630 680.632 680.630 
Mean 680.656 680.643 680.630 
Worst 680.763 680.719 680.630 

g10 7 049.248 
Best 7 054.316 7 051.903 7 051.341 
Mean 7 559.192 7 253.047 7 210.360 
Worst 8 835.655 7 638.366 7 376.721 

g11 0.75 
Best 0.75 0.75 0.75 
Mean 0.75 0.75 0.75 
Worst 0.75 0.75 0.75 

g12 1.000 
Best 1.000 1.000 1.000 
Mean 1.000 1.000 1.000 
Worst 1.000 1.000 1.000 

g13 0.053 950 
Best 0.053 957 0.053 986 0.053 950 
Mean 0.067 543 0.166 385 0.146 26 
Worst 0.216 915 0.468 294 0.453 029 

 

3.3   算法动态特性 

为了进一步分析 IPES 算法的性能,本文以测试问题中 IPES 算法和 SMES 算法求解数值结果不同的 8 个测
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试问题(g01,g02,g05,g06,g07,g09,g10 和 g13)为例,从进化成功率、候选解的后代个体是可行解的比例、进化步

长和收敛速度这 4 个方面比较了 IPES 算法和 SMES 算法的动态性能. 
3.3.1   进化成功率 

为了进一步验证内部罚函数候选解筛选规则的有效性,本文对 IPES 算法和 SMES 算法求解上述测试问题

的种群平均进化成功率进行了比较.图 2 给出了两种算法求解上述测试问题 30 次独立运行的种群平均进化成

功率的比较结果,其中,横坐标为适应度函数估计次数,纵坐标为种群平均进化成功率.从图 2 可知:对于测试问

题 g01,g05,g06,g07,g09,g10 和 g13,在具有相同的适应度函数估计次数情况下,IPES算法的种群平均进化成功率

均大于 SMES 算法的种群平均进化成功率.这意味着,进化策略算法采用内部罚函数候选解筛选规则求解约束

优化问题能够提高算法的进化成功率. 

 

Fig.2  Comparison of the feasible rates of the IPES and the SMES 
图 2  IPES 算法和 SMES 算法的候选解的后代个体是可行解的平均比例比较 

由于测试问题 g02 的可行域占搜索域的比例较大(ρ量度为 99.9973%),在具有相同的适应度函数估计次数

情况下,IPES 算法和 SMES 算法的种群平均进化成功率相近,且都大于 50%.这说明当约束优化问题可行域占搜

索域的比例较大时,由于约束条件对候选解的进化影响较小,因此,采用基于内部罚函数候选解筛选规则的进化

算法和采用简单候选解筛选规则的进化算法的进化成功率相同. 
3.3.2   候选解的后代个体是可行解的比例 

根据第 2 节的分析可知:采用内部罚函数筛选规则能够提高进化算法的进化成功率的主要因素是,内部罚

函数提高了候选解的后代个体是可行解的概率.为了验证该结论,本文对 IPES 算法和 SMES 算法每次迭代时候

选解的后代个体是可行解的比例进行了比较.图 3 给出了两种算法求解上述测试问题 30 次独立运行时候选解

的后代个体是可行解的平均比例,其中,横坐标为适应度函数估计次数,纵坐标为候选解的后代个体是可行解的

平均比例.由图 3 可知:对于测试问题 g01,g05,g06,g07,g09 和 g13,在具有相同的适应度函数估计次数情况

下,IPES 算法候选解的后代个体是可行解的平均比例大于 SMES 算法候选解的后代个体是可行解的平均比例. 
由于测试问题 g02 的可行域占搜索域的比例较大(ρ量度为 99.9973%),在具有相同的适应度函数估计次数

情况下,IPES算法与SMES算法候选解的后代个体是可行解的平均比例相近,都接近 50%.这说明,当约束优化问

题可行域占搜索域的比例较大时,采用内部罚函数候选解筛选规则的进化策略算法和采用简单候选解筛选规

则的进化策略算法候选解的后代个体是可行解的概率相似.测试问题 g10 与 g02 的结果相似,在具有相同的迭

代次数情况下,IPES 算法和 SMES 算法候选解的后代个体是可行解的平均比例也相近.这是因为该问题的搜索

域较大,进化策略算法很难找到可行解. 
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Fig.3  Comparison of the success rates of the IPES and the SMES 
图 3  IPES 算法和 SMES 算法的种群平均进化成功率比较 

3.3.3   进化步长 
根据第 2 节的分析可知:内部罚函数筛选规则将提高进化算法的进化成功率,从而将提高候选解的进化步

长进化速度,并使得进化算法避免早熟收敛.本文对 IPES 算法和 SMES 算法每次迭代时候选解的归一化进化步

长进行比较.图 4 给出了两种算法求解上述测试问题 30 次独立运行时候选解的平均进化步长,其中,横坐标为适

应度函数估计次数,纵坐标为候选解的平均进化步长.由图 4 可知:对于测试问题 g01,g06 和 g13,在具有相同的

适应度函数估计次数情况下,IPES 算法和 SMES 算法两者的进化步长近似相等;对于测试问题 g02,g05,g07,g09
和 g10,在具有相同的适应度函数估计次数情况下 ,IPES 算法的进化步长小于 SMES 算法;对于测试问题

g05,g07,g09 和 g10,SMES 算法在进化过程中,当进化到一定代数后,SMES 算法的进化步长基本不再进化.因此

可以看出,SMES算法在求解这些问题时发生了早熟收敛.与此同时,对于这些问题,IPES 算法的进化步长持续减

小,并未发生早熟收敛.因此,这也验证了内部罚函数筛选规则能够提高进化步长进化并避免进化算法早熟收敛

的结论. 

 

Fig.4  Comparison of the mean stepsizes of the IPES and the SMES 
图 4  IPES 算法和 SMES 算法的种群平均进化平均步长比较 
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3.3.4   收敛速度 
为了进一步比较两种算法的性能,本文对 IPES 算法和 SMES 算法的收敛速度进行了比较.图 4 给出了两种

算法收敛速度的比较结果,其中,横坐标为适应度函数估计次数,纵坐标为当前种群最好值与问题最优解的差

值.从图 5 可知:对于测试问题 g02,g05,g06,g07,g09 和 g13,IPES 算法的精确性均优于 SMES 算法.在搜索初期(适
应度函数估计次数小于 30 000),IPES 和 SMES 这两种算法都具有较快的收敛速度;在搜索后期(适应度函数估

计次数大于 30 000),SMES 算法陷入了局部极小点,而 IPES 算法仍然在继续搜索.因此,若给定足够的适应度函

数估计次数,则 IPES算法能够找到问题的最优解或者近似最优解.对于测试问题 g10,由于该问题的搜索域较大,
因此,两种算法在最大适应度函数估计次数内找到的最好值相近. 

 

Fig.5  Comparison of the convergence of the IPES and the SMES 
图 5  IPES 算法和 SMES 算法的收敛速度比较 

通过上述两种算法 4 方面性能的比较可知:采用内部罚函数候选解筛选规则能够增大进化算法候选解的

后代个体是可行解的概率,提高进化算法的进化成功率,进而提高进化算法进化步长的进化概率.由于内部罚函

数候选解筛选规则能够提高进化算法的进化成功率,这使得进化算法避免了早熟收敛,并最终使进化策略算法

找到更好的结果.因此,采用内部罚函数候选解筛选规则能够显著提高进化算法求解约束优化问题的性能. 

4   结  语 

为了解决可行解的适应度函数不考虑约束条件的问题,提出了一种内部罚函数候选解筛选规则.该筛选规

则分别采用内部罚函数和约束违反度来筛选可行解和不可行解,从而达到平衡最小化目标函数和满足约束条

件的目的.本文通过对数内部罚函数、动态惩因子更新策略和自适应松弛等式约束条件处理方法,使得该候选

解筛选规则能够有效地应用到进化算法中,并以多成员进化策略算法为例,给出了采用基于内部罚函数候选解

筛选规则的进化算法的实现.进一步地,本文根据进化成功率分析了采用内部罚函数候选解筛选规则的理论有

效性.最后,通过与多成员进化策略算法在进化成功率、候选解的后代个体是可行解的比例、进化步长和收敛

速度这 4 个方面的比较,从实验角度验证了采用基于内部罚函数候选解筛选规则的进化算法求解约束优化问

题的有效性. 
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