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摘  要: 随着硬件功能的不断丰富和软件开发环境的逐渐成熟,GPU(graphics processing unit)越来越多地被应用

到通用计算领域,并对诸多计算系统(尤其是嵌入式系统)性能的显著提升起到了至关重要的作用.在基于 GPU 的计

算系统中,大规模并行负载同时进行数据传输和加载的情况时常发生,数据传输延时在系统性能全局最优化中变得

不容忽视.综合考虑负载的传输时间和执行时间,以总负载 makespan 最小化作为系统性能的全局优化目标,研究了

GPU 上负载“传输-执行”联合调度问题.首先,将负载的时间信息和并行任务数与矩形域的二维空间联系起来,建立

了负载的 2D双层矩形域模型;然后,将GPU上负载调度问题归结为一类 Strip-Packing问题;最后,基于贪婪策略给出

了近似度为 3 的多项式时间近似算法,算法复杂度为 O(nlogn).该近似算法的核心是对数据传输阶段进行负载排序

调度.这从理论层面上证明了 GPU 系统采取“传输-执行”两阶段调度的有效性,即,在数据传输阶段采取负载排序调

度,在负载执行阶段采取先来先服务(first-come-first-serve,简称 FCFS)调度,能够使 GPU 性能达到全局最优或近似 
最优. 
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Abstract:  With the prevalence of general purpose computation, GPUs (graphics processing units) are becoming extremely important to 
significantly improve system performances for many computing systems, including embedded systems. Running massively parallel 
kernels on GPUs is challenging for system’s overall performance especially when large amount of workloads (kernels) are running 
together. This paper investigates how to schedule large amount of workloads that have to be executed on GPUs to minimize the makespan 
of all workloads to improve the system overall performance. By considering the transfer time and execution time together, the study 
makes an abstraction for each workload and formulate the scheduling problem on GPUs into a 2D rectangular strip-packing model. A 
polynomial 3-approxiamation algorithm is proposed to solve the strip-packing problem. The approximation results exhibit an effective 
approach for workload sequencing during the data offloading on GPUs. It also implies that the scheduling jointed by workload sequencing 
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for GPUs data offloading and first-come-first-serve (FCFS) scheduling inside GPUs with workload conserving can improve the system 
performance optimally or near-optimally. 
Key words:  GPU (graphics processing unit); data transfer; workload sequencing; strip-packing; approximation algorithm 

随着半导体工艺的日臻成熟,处理器芯片上集成的晶体管越来越多,目前已突破 10 亿量级,图形处理器

(graphics processing unit,简称 GPU)的性能也因此得到飞速提升,并远远超过通用 CPU[1].2012 年,GPU 集群已成

为世界 TOP 500 超级计算机中主要的计算资源.GPU 优良的计算性能,一方面得益于核心运算单元独享内存容

量和内核数量的增长,另一方面,更依赖于并行计算平台中负载调度策略的程序实现. 
CUDA 和 OpenCL 是 GPU 系统中应用最广泛的并行计算平台.在这两类经典程序设计范式中,负载被定义

为GPU上运行的一个或多个并行程序段(内核),并关联有程序运行时所需的数据资源.在GPU集群中,负载一旦

被分配到某个 GPU 上,该负载就只能访问这个 GPU 独享的内存,而且,负载必须在其关联数据加载到独享内存

后才能开始处理和执行.在过去的几十年间,主存和 GPU 独享内存之间数据传输带宽的提升速度一直落后于

GPU 内核数量的增长速度,数据传输延时问题变得不容忽视.特别是在实时系统中[2,3],大规模并行负载同时加

载到 GPU 上时,主存和独享内存间的数据传输时间成为影响系统全局性能的重要参数.目前,考虑数据传输的

GPU 内核负载调度还处于较低的自动化水平,这成为制约 GPU 系统全局性能提升的重要问题之一. 
针对以上问题,本文综合考虑数据传输时间和负载均衡,对 GPU 上的大规模并行负载调度问题展开研究,

将总负载 makespan 最小化作为 GPU 全局性能的优化目标,给出一系列能够同时提升负载执行并行度和缩短数

据传输时延的调度策略.迄今为止,GPU 负载调度的研究工作主要集中在处理器如何提升负载并行度上,其中代

表性的工作有:Gregg 等人[4]提出了一种 GPU 上细粒度的动态控制策略,实现对大规模负载的并行调度;Li 等  
人[5]提出了一类虚拟化方法,使多处理器上的不同负载共享 GPU 资源,提升负载执行的并行度;Kato 等人[6−8]针

对优先级、抢占和隔离等实时需求,提出了一系列实时计算系统上的 GPU 资源管理策略.以上研究尚未考虑

GPU 独享内存与主存之间的数据传输延时问题.对于 GPU 系统全局性能而言,尤其是在实时系统中,当大规模

并行负载同时加载到存储器上时,数据传输和负载均衡同样重要.下面通过 Nvidia Geforce GT 630M 平台中的

例子,说明数据传输在调度中的重要性. 
图 1 给出了由 Nvidia SDK 开发的两段程序在 GPU 上调度的情况[9].其中,τ1 为异步 API 程序关联的负载,

大小为 32 768 区块(每个区块的规模为 1024KB×1KB);τ2 为向量加载程序关联的负载,大小为 35 157 区块(每个

区块的规模为 256KB×1KB);负载τ1 和τ2 均在 GPU 上由两个内核并行执行.通过 API 函数 cudaEventRecord 获

取 GPU 流处理器时钟周期的方法对负载时间信息进行估算得到:τ1(以及τ2)的数据传输时间和负载执行时间分

别为 23.392ms 和 29.215ms(以及 28.626ms 和 6.398ms).两负载数据传输顺序改变,将导致不同的调度结果: 
• 首先,假设两并行负载任务τ1 和τ2 同时到达,若不考虑负载的传输时间,随机对负载进行调度,不妨设τ2

先于τ1进行传输;然后,负载的第 2阶段按照先来先服务(first-come-first-serve,简称 FCFS)策略进行调度

执行,如图 1(a)所示.这种调度方案对应的 makespan 值为 81.233. 
• 若综合考虑负载的传输时间和执行时间 ,先传输负载τ1,如图 1(b)所示 .在这种方案下 ,调度系统的

makespan 值降低至 58.416. 
由此对比可知,τ1 在τ2 之前传输能够有效提升 GPU 利用率.一种优良的调度算法应该能够很好地统筹负载

的数据传输时间和执行时间,综合考虑 GPU 中的通信和计算资源,使二者相互协调,以达到更好的优化效果. 
本文的主要贡献如下:针对 GPU 上负载“传输-执行”联合调度问题,从理论上给出一系列多项式时间的近

似结果.首先,将负载的时间信息和并行任务数与矩形域的二维空间联系起来,建立负载的 2D 双层矩形域模型;
然后,将 GPU 上负载调度问题归结为一类新的 Strip-Packing 问题;最后,基于贪婪策略给出近似度为 3 的多项式

时间近似算法,算法复杂度为 O(nlogn).从文中近似算法能够很容易地得出 GPU 最优或近似最优的调度策略:
在数据传输阶段采取负载排序调度,在负载执行阶段采取 FCFS 调度.这也从理论层面上证明了 GPU 系统采取

“传输-执行”两阶段调度的正确性和有效性. 
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Fig.1  Different results for scheduling two workloads τ1 and τ2 

by considering the transfer times or not[9] 
图 1  考虑传输时间与否对负载τ1 和τ2 调度结果的影响[9] 

本文第 1 节介绍 GPU 计算系统模型和问题定义.第 2 节提出调度问题的 2D 双层矩形 Strip-Packing 模型.
第 3 节给出问题的近似算法以及相关的理论分析和证明.第 4 节是实验结果.第 5 节介绍多处理器调度领域在

近似算法方面的相关研究进展.最后是结束语. 

1   系统模型和问题定义 

1.1   GPU计算系统模型 

本文研究具有 m 个流式多处理器的单 GPU 计算系统,m 为常数(m≥2).在 GPU 系统中,负载调度架构基于

Linux 3.0.0.48 内核设计,并遵循 CUDA 5.0 规范,如图 2 所示.GPU 上的负载调度分为两个阶段:(1) 负载关联的

数据传输称为调度的第 1 阶段;(2) 负载在 GPU 上并行执行称为调度的第 2 阶段. 
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Fig.2  Architecture for scheduling workload on GPU system[9] 
图 2  GPU 系统中的负载调度架构[9] 
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1.1.1   数据传输阶段 
在本文的计算系统中,GPU 独享内存和主存之间的数据传输采取异步模式,这具体由 Linux 内核中的

wrapper 模块应用二元信号量实现.也就是说,任何负载若要占用 GPU 的硬件资源(PCI-E 总线),在主存和独享内

存之间进行数据传输,必须先获取二元信号量,并实现对信号量的加锁操作.相应地,一旦某负载完成了数据传

输操作,它必须释放二元信号量,实现对信号量的解锁操作.本文将数据传输占用 PCI-E 总线看作一种独立的计

算资源,比如,在第 1.3 节的问题定义中,PCI-E 总线被抽象为调度问题中第 1 阶段的单机资源. 
注意到,在大规模并行负载同时进行数据传输时,如何控制二元信号量的锁操作、确定数据传输顺序,对计

算系统全局性能有重要影响(详见图 1 中实例).数据传输阶段的负载排序是本文关注的主要问题. 
1.1.2   负载执行阶段 

在负载执行阶段,Linux 内核采用默认的 FCFS 等待队列实现并行负载的分配操作.即,先完成数据传输的负

载先被加载到 GPU 上的多处理器上并行执行.多处理器对应第 1.3 节调度问题定义中的 m 台并行机器. 
FCFS策略实现简单,不会占用额外的计算资源,但是调度效果会受到阶段 1中数据传输顺序的影响.数据传

输阶段不同的负载排序将导致不同的调度结果.FCFS 调度策略是否能保证 GPU 系统的全局最优性,还尚未可

知.本文研究 GPU 上“传输-执行”联合调度问题,第 3 节给出的近似算法结果从理论上证明:FCFS 策略与数据传

输阶段负载排序策略相结合的方法能够保证 GPU 系统全局最优或近似最优. 

1.2   并行负载模型 

本文考虑 GPU 计算系统中的一组并行负载(又称任务)集合Γ={τ1,…,τn},负载τi 用三元组(trani,sizei,execi)
表示,其中,trani 是负载τi 关联的数据从主存传输到 GPU 独享内存上所耗费的时间;sizei 是负载τi 运行所需的处

理器个数,一般情况下,sizei 需少于 GPU 中的处理器总数 m;execi 是负载τi 在 GPU 上的执行时间.本文假设负载

符合伙伴调度(gang scheduling)方式,即负载τi 的所有并行程序块同时分配到一组处理器上执行,并且每个程序

块的执行时间相同,且同时开始执行. 
当系统加载τi 时,以上三元组变量将被存储在 Linux 内核的 task_struct 结构中.下面介绍负载特征量在 GPU

计算系统中的抽象过程. 
1.2.1   数据传输时间 

为了获取负载τi 的数据传输时间 trani,首先需要估算出由主存传输到 GPU 内存的数据量αi,以及 PCI-E 总

线的有效带宽β;然后,数据传输时间 trani 即可由公式⎡αi/β⎤计算得出.τi 在经过数据传输后,即可加载到 GPU 上

开始执行. 
1.2.2   并行程序块 

对于大多数程序而言,负载通常由大量的程序块构成,每个程序块又被划分为若干线程.GPU 将每个程序块

分配到一个流式处理器中执行,每个程序块中并行线程的数量由程序员根据处理器参数决定. 
本文模型不具体考虑 GPU 上处理器内核运行时的动态参数,而是采取一种粗粒度的静态方法[8]估算出每

个程序块中的并行线程数量.该方法基于如下考虑:GPU 中一个处理器的计算资源是有限的,因此,一个负载加

载到该处理器上的最大并行线程数量也是有限的.不妨设负载τi 中的线程总数为μi,τi 在一个处理器上能够并行

运行的最大线程数为γi.在满足处理器资源约束的条件下,负载τi并行执行所需的机器数 sizei等于⎡μi/τi⎤.在第 1.3
节中,负载的并行程序块对应于任务在第 2 阶段的并行操作. 
1.2.3   负载执行时间 

同一负载的所有并行程序块在 GPU 上的执行时间均相等,这是本文的重要假设之一.该假设在基于 Nvidia 
SDK 开发的绝大多数程序中普遍成立. 

由上一节中负载并行程序块模型易知,在负载τi 的 sizei 个并行程序块中,至少有 sizei−1 个程序块包含相同

的线程数γi(剩余的一个程序块所包含的线程数一定小于γi,其线程数计算公式为μi mod γi).对于具有相同线程

数的程序块,假设所有线程的执行时间均相同,则可应用文献[10]中的方法估算负载执行时间 execi.另外,对于线

程数小于γi 的程序块,令其执行时间等于 execi.这种近似使得调度算法的实际效果一定不会低于理论值. 
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1.3   问题定义 

GPU 上“传输-执行”联合调度问题可归结为二阶段 flow-shop 调度问题,其形式化定义如下: 
给定一般的任务集Γ={τ1,…,τn}以及一个二阶段 flow-shop 调度环境,其中,阶段 1 只有 1 台机器,阶段 2 中

有 m 台同构并行机.每个任务τi 包含 sizei+1 个操作,其中,第 1 个操作 oi 只能在阶段 1 的单机上执行,其执行时长

为 trani.在 oi 完成之后,另外 sizei 个操作方可开工,且必须由第 2 阶段的 sizei 台机器同时并行执行(sizei≤m),这
sizei 个操作的执行时长均为 execi.在每个时刻,1 台机器只能执行 1 个操作,且 1 个操作只能由 1 台机器执行.另
外,在操作执行过程中不允许抢占,即操作一旦开始执行,在它完成之前不能有中断发生. 

问题的优化目标是:所有任务完成加工的时间 makespan 最短,其中,最优的 makespan 定义为 Cmax.根据调度

问题的三参数表示法[11],本文问题可记为 F2(1,Pm)|sizei|Cmax.F2(1,Pm)表示二阶段 flow-shop 调度环境,其中,阶段

1 和阶段 2 的机器数分别为 1 和 m.sizei 代表并行任务集合,即任意任务τi 包含 sizei 个操作,其必须在第 2 阶段的

机器上同时并行执行. 
问题 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 属于强 NP 困难问题,甚至在最简单的 F2(1,2)情况下该结论也成立,见推论 1.为了

解决该强 NP 困难问题,本文首先给出原问题的二维双层矩形 Strip-Packing 模型(见第 2 节),然后基于 Strip- 
Packing 模型给出 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 的近似算法和理论结果. 

推论 1. 问题 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 是强 NP 困难问题,甚至当 sizei=1 且 m=2 时,该结论也成立. 
证明:令每个任务在第 2阶段仅包含 1个子操作,F2(1,Pm)|sizei|Cmax即等价为文献[12]中的 F2(P)|⋅|Cmax问题,

由文献[13]即可证明阶段 1 的机器数为 1、阶段 2 的机器数为 2 的 F2(P)|⋅|Cmax 为强 NP 困难问题. □ 

2   二维双层矩形 Strip-Packing 模型 

由第 1.3 节的定义可知,本文的问题属于并行任务调度(multiprocessor task secheduling,简称 MTS)问题在两

阶段流水调度环境中的扩展.传统的单阶段MTS问题已有大量的算法理论研究[14−23],其中大多数算法结果主要

基于一种二维 Strip-Packing 模型[23].Strip-Packing 模型应用矩形域的二维空间刻画任务的执行时间和并行子操

作数这两类特征参数,是 MTS 问题天然的理论模型之一.然而,现有的 Strip-Packing 模型尚未扩展到二阶段调度

领域,不能用于两阶段 MST 问题的近似算法研究.为此,本节首先在第 2.1 节建立两阶段并行任务的双层矩形域

模型,其中,矩形的两层子域具有不同的属性,并且满足不同的约束.这些属性和约束用来刻画并行任务两阶段

子操作的时序关系和执行时需要满足的计算资源约束.第 2.2 节给出了双层矩形域的属性和约束的形式化定

义,并最终将 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 归结为 2D 双层矩形 Strip-Packing 问题求解. 

2.1   任务τi与2D双层矩形 ( ), ,1 2
i i iw h h 的对应关系 

任务τi 对应的矩形域 ri 如图 3 所示. 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Rectangle model for workload τi 
图 3  任务τi 对应的矩形模型 

τi 两阶段的子操作分别对应矩形 ri 的双层区域,其中,第 1 阶段的子操作 oi 对应底层的空白矩形域,执行时 

间 trani 对应空白域的高度 1;ih 第 2 阶段的 sizei 个子操作对应上层的条纹矩形域,执行时间 execi 对应条纹域的

高度 2
ih .另外,任务在第 2 阶段执行所需的并行机器数 sizei 对应矩形 ri 的宽度 wi.由第 1.3 节的定义可知,sizei 
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小于等于第 2 阶段总机器数 m,因此,并行机数 m 也对应一个宽度值 W,使得∀τi∈Γ,τi 对应矩形 ri 的宽度 wi≤W.
为了方便问题求解,令 W=1,对 sizei 进行归一化,得到落在[0,1]区间的矩形宽度值 wi.相应地,通过为负载任务的 

执行时间选择合适的阈值Gtime,对矩形域的高度 1
ih 和 2

ih 做与矩形宽度类似的规范化处理.具体的规范化过程见 

算法 1. 
算法 1. 负载任务特征参数的规范化算法. 
输入:任务集合Γ及并行机器数 m. 
输出:规范化的双层矩形域集合. 
BEGIN 
1. SET Gsize:=m;Gtime:=max1≤i≤n⎡execi⎤; 
2. REPEAT 1≤i≤n: 

3.  SET wi:=sizei/Gsize; 1 2: ; : .i i time i i timeh tran G h exec G= =⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

END. 
由算法 1 易知:经过规范化后,任务负载对应的矩形上层条纹域落在[0,1]×[0,1]区域内,底层空白域落在

[0,1]×[0,hg]区域内,hg为max1≤i≤n{trani}/Gtime,可能大于 1.这种规范化矩形域更有利于构造近似算法.而且,算法 1
中第 1 步和第 3 步的取整操作能够保证第 3 节中算法的实际效果优于理论值. 

2.2   F2(1,Pm)|sizei|Cmax归结为2D双层矩形Strip-Packing问题 

在经过负载任务参数规范化后,问题 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 可转化为 2D 双层矩形 Strip-Packing 问题,其形式化 

的定义为:给定 2D 双层矩形域列表 L=(r1,…,rn),其中,每个矩形 ri均关联三元组 1 2( , , ),i i iw h h 且满足 0≤wi, 2
ih ≤1∧ 

0≤ 1
ih ≤hg,如图 3 所示.定义列表 L 的面积(高度)为 L 中所有矩形的面积(高度)之和.列表 L 上 Strip-Packing 问 

题的目标是:在一个有限二维区域[0,1]×[0,+∞]中,为 L 中每个矩形域 ri 的空白域和条纹域分别指定一个位置坐 
标〈xi,yi〉和 ,i ix y′〈 〉 (也可简记为三元组 , ( , ) ),i i ix y y′〈 〉 使得: 

(1) 每个矩形 ri 的条纹域均在其空白域之上,且彼此不相交,即,∀ri∈L,有 1;i i iy y h′ +≥  

(2) 所有矩形的上层条纹域彼此不相交,即,∀ri,rj∈L,有: 
2 2[ , ] [ , ] [ , ] [ , ] ;i i i i i i j j j j j jx x w y y h x x w y y h′ ′ ′ ′+ × + ∩ + × + = ∅  

(3) 区域[0,1]×[0,+∞]中任一水平线最多与 1 个矩形空白域相交,即,∀ri,rj∈L,有: 
1 1[ , ] [ , ] .i i i j j jy y h y y h+ ∩ + = ∅  

在区域[0,1]×[0,+∞]中,若矩形 ri 的空白域和条纹域分别定位在[xi,xi+wi]×[yi,yi+ 1
ih ]和[xi,xi+wi]× 2[ , ]i i iy y h′ ′ +

两区域,则 yi 为空白域下确界,yi+ 1
ih 为空白域上确界(同时也是条纹域的下界), iy′ 是条纹域的下确界, 2

i iy h′ + 是 

条纹域的上确界,同时也是整个矩形域 ri 的上确界.列表 L 的 Strip-Packing 高度即为 L 中所有矩形上确界的最

大值.问题最优解(L 的 Strip-Packing 高度最小值)定义为 Opt(L)=inf{f 的高度|f 是 L 的任意 Strip-Packing 解}. 

例 1:图 1 中两负载任务τ1 和τ2 对应的矩形域分别为 1 2
1 1 1 1( , , )r w h h= 和 1 2

2 2 2 2( , , )r w h h= ,如图 4 所示. 

 
 
 
 
 

Fig.4  Rectangle models for τ1 and τ2 
图 4  τ1 和τ2 对应的矩形模型 

由算法 1 可得,w1=w2=1, 1 2 1 2
1 1 2 20.8, 1, 0.97, 0.23h h h h= = = = .矩形列表 L=(r1,r2)在二维区域[0,1]×[0,+∞]中两组 

可行的 Strip-Packing 解如图 5(a)和图 5(b)所示,分别对应图 1(a)和图 1(b)中的两组负载分配方案.其中,第 1 组解
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的高度为 2.77,第 2 组解的高度为 2.03.显然,第 2 组解更优,对应在 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 问题中的解为:在第 1 阶段,
子操作 o1 在 o2 之后执行;在第 2 阶段,τ1 和τ2 按照 FCFS 策略进行调度即可. 

2
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1
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2
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1
1h
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1
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(a) 矩形 r2 先于 r1 放入二维区域中 (b) 矩形 r1 先于 r2 放入二维区域中 

Fig.5  Two strip-packing solutions with different heights for Instace 1 
图 5  例 1 中两组不同高度的 Strip-Packing 解 

例 1 直观地给出了 Strip-Packing 问题和调度问题之间的对应关系.在 2D 双层矩形 Strip-Packing 问题中,
条件(1)利用同一矩形双层域之间的互斥性,刻画任务两阶段子操作顺序执行的特性;条件(2)利用不同矩形条纹

域之间的互斥性,刻画在每一时刻,1 台机器只能执行 1 个操作,以及 1 个操作只能由 1 台机器执行的约束条件;
条件(3)利用不同矩形空白域之间的互斥性,刻画调度问题第 1 阶段仅有 1 台机器的约束条件.另外,调度问题中

的不可抢占条件由矩形空白域和条纹域的完整性刻画.Strip-Packing 问题的最优解 Opt(L)对应于 F2(1,Pm)|sizei| 
Cmax 问题的最早完工时间 Cmax.综合本节和第 1.3 节的问题定义易知,Strip-Packing 问题中的最优解即为调度问

题参数规范化后的最优解.本文将在第 3 节给出 Strip-Packing 解转化为 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 解的算法. 

3   多项式时间近似算法 

3.1   矩形条纹域可塑性假设 

本节讨论一种满足条纹域可塑假设的 Strip-Packing 解,又称为可塑解.相应地,本节的假设条件又称为可塑

条件,具体指以下 3 个方面: 

(1) 每个矩形 ri 的条纹域可在总面积 wi×
2
ih 保持不变的前提下,改变宽度和高度.设 ri 条纹域的宽度和高

度增量分别为Δw 和Δh,则有 0<wi+Δw≤1,0< 2
ih +Δh,Δw×Δh<0 成立,并且(wi+Δw)× 2 2( Δ ) ,i i ih h w h+ ≡ ×  

 如图 6(a)所示. 

(2) 每个矩形 ri 的条纹域[0,wi]×[0, 2
ih ]可被水平线切割分为多个子条纹域([0,wi]×[0,hi1],[0,wi]×[0,hi2],…, 

[0,wi]×[0,hik]),且 2
1 ,k

il il h h
=

=∑ 如图 6(b)所示.另外,这 k 个子域也可在不改变面积的前提下改变宽度和 

 高度.即,矩形域对条件(1)和条件(2)可以递归性地相互嵌套. 
(3) 每个矩形 ri 的条纹域与空白域允许相交,但条纹域下界 iy′ 不能低于相应空白域的下界 yi,如图 6(c)所 

 示.该条件是第 2.2 节 Strip-Packing 问题中约束条件(1)的松弛. 
前两个假设条件分别对应 flow-shop 调度领域中的两个经典假设,其中,条件(1)对应任务可变性(malleable),

即,任务可以在执行过程中任意改变并行度[2];条件(2)对应可抢占性[24],即,任务在执行过程中允许中断.易知,满
足任务可变性和可抢占条件的调度解通常优于任务不可变且不可抢占的解. 

另外,假设条件(3)在 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 中即对应允许负载执行操作和数据传输操作同时并行执行.提出该

假设是为了方便计算问题解的下界. 
综上所述,满足以上 3 个假设条件的可塑解是 Strip-Packing 问题的下界.接下来,第 3.2 节将 Strip-Packing

问题的任一可行解转化为可塑解,同时获得问题的下界. 
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Fig.6  Moldable assumptions 
图 6  可塑性假设 

3.2   Strip-Packing可行解到可塑解的缩界过程 

给定 Strip-Packing问题任一可行解 [1] [1] [1] [ ] [ ] [ ]( , ( , ) ,..., , ( , ) )n n nf x y y x y y′ ′= 〈 〉 〈 〉 ,其中, [ ] [ ] [ ], ( , )i i ix y y′〈 〉 为第[i]个矩形 

在二维区域[0,1]×[0,+∞]中的坐标,不妨设 f 中矩形按空白域下界递增序排列,即 y[1]<y[2]<…<y[n].算法 2 给出了由

可行解 f 转化为 Strip-Packing 可塑解 fm 的步骤. 
算法 2. Strip-Packing 可行解到可塑解的转化算法. 
输入:Strip-Packing 可行解 f. 
输出:Strip-Packing 可塑解 fm. 
BEGIN 
1. REPEAT 1≤i≤n: 

2.   令 S[i]为区域[0,1]× 1
[ ] [ ] [ ][ , ]i i iy y h+ 中刨除条纹域后的剩余面积; 

3.   IF S[i]≥w[i]×
2
[ ]ih  THEN 

4.     等面积调整矩形 r[i]条纹域的形状,得到新条纹域 B[i]; 

5.     将 B[i]置入[0,1]× 1
[ ] [ ] [ ][ , ]i i iy y h+ 中; 

6.   ELSE 

7.     截取矩形 r[i]条纹域上半段区域[x[i],x[i]+w[i]]× 2
[ ] [ ] [ ] [ ] [ ], ;i i i i iy S w y h⎡ ⎤′ ′+ +⎣ ⎦  

8.     调整截取区域的形状,得到新条纹域 B[i],跳转到步骤 5; 
END 
注意到,第 3.1 节的假设条件(3)允许矩形条纹域与空白域相互重合,因此,算法 2 的目标是尽量让每个矩形

的条纹域回填到其相应的空白域中,以提高二维区域中条纹域的密度.算法从水平位置最低的矩形空白域开始

扫描,首先获取空白域所在的二维域中不含条纹域的空白区(算法第 2 行),然后将相应条纹域(或部分)填入到该

空白区内(算法第 3 行~第 8 行).根据第 3.1 节的假设条件(1)和条件(2),条纹域可任意调整宽度和高度,并可以任 

意横向切割,因此在理论上,条纹块回填到空白区的面积为 min{S[i],w[i]×
2
[ ]ih }.由算法 2 不难得出定理 1. 

定理 1. 满足可塑假设(1)~(3)的最优解值是 Strip-Packing 问题下界. 
证明:对于 Strip-Packing 问题任意的可行解 f,都可应用算法 2 将其转化为满足假设条件(1)~(3)的可塑 

解 fm.可行解 f 中任一矩形 r[i]的条纹域[x[i],x[i]+w[i]]× 2
[ ] [ ] [ ][ , ]i i iy y h′ ′ + 均可全部或部分回填到其关联的空白区 S[i]中, 

如图 7 所示.如果存在 1≤i≤n,使得 S[i]>0,则回填过程分为两种情况:(1) 若条纹域面积小于等于 S[i],则整个条纹

域可回填到 S[i]中(如算法 2 第 4 行、第 5 行);(2) 否则,条纹域的上半部分回填到 S[i]中(如算法 2 第 7 行、第 8
行).以上两种情况均降低了矩形 r[i]条纹域的上确界,f 中的其他矩形 r[j](i<j≤n)即可进行相应的位置调整,填补

r[i]条纹域减少的部分.最终,算法 2 求得的 fm,其高度必定小于 f 的高度.另外,若所有 S[i]均等于 0,则经过算法 2
求得的 fm 与原 f 相同,fm 的高度亦与 f 相同.综上所述,任意 Strip-Packing 可行解 f 的高度均大于等于其相应可塑
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解 fm 的高度.因此,最优可塑解值是 Strip-Packing 问题的下界. □ 
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Fig.7  Heights of the striped regions decrease after backfilling 
图 7  条纹域回填后高度变小 

在矩形列表 L 的 Strip-Packing 问题中,设满足可塑假设的最优解为 *,mf 其高度定义为 Opt(Lm).由定理 1 易

知,Opt(Lm)≤Opt(L).接下来,在第 3.3 节将 *
mf 扩张为原 Strip-Packing 问题的可行解,并给出 Strip-Packing 问题的 

上界. 

3.3   Strip-Packing可塑解到可行解的扩界过程 

本节的目的是获得 Strip-packing 问题最优解的上界 Optu(L),如定理 2 所述. 

定理 2. 矩形列表 L 上 Strip-packing 问题的上界 Optu(L)=Opt(Lm)+2 1 .n
ii w

=∑  

证明:为了证明定理 2,Strip-Packing 最优可塑解 *
mf 按算法 3 给出的步骤扩张为可行解 fu. 

算法 3. Strip-Packing 可塑解到可行解的转化算法. 

输入:Strip-Packing 可塑解 *.mf  

输出:Strip-Packing 可行解 fu. 
BEGIN 
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1. SET j:=1;Cj:=∅; 
2. REPEAT 1≤i≤n: 
3.   IF [ ]l j l ir C w w

∈
+∑ ≤1 THEN 

4.     SET r[i]:→Cj; 
5.   ELSE 

6.     SET hlow:=y[i−1]+ 1
[ 1]ih − ;hup:=y[i]; 

7.     在高度 hlow 和 hup 间向二维域插入空白[0,1]×[hlow,1]; 
8.     令第 1 个加入 Cj 矩形的空白域下界为 y(j); 
9.     在空白区[0,1]×[y(j),hlow+1]内放置 Cj 中的矩形(如图 8 所示); 
10.    SET j:=j+1;Cj:=∅; 
END 

该算法分为 3 个阶段:(1) 按照可塑解 *
mf 中矩形空白域下界的递增序,将矩形集合 L 划分为若干互不相交 

的子集{C1,…,Ck},如图 8(a)所示(算法的第 3 行、第 4 行);(2) 将每个子集 Cj 对应的空白域扩界,即,在 Cj 最顶端

空白域的上界基础上再增加 1 个单位空白区[0,1]×[0,1],如图 8(b)所示(算法的第 6 行、第 7 行);(3) 将 Cj 安置

到扩张后的空白域内,如图 8(c)所示(算法的第 8 行、第 9 行). 
在阶段(1)中,算法的第 3 行保证了每个子集 Cj 中矩形的宽度之和小于等于 1.这意味着 Cj 中的矩形一定能 

顺次排布在[0,1]区间内,不会超过有限二维区域的横向边界.由于 L 中每个矩形 ri 条纹域的高度 2
ih ≤1,阶段(2) 

恰好为每个 Cj 扩界 1 个单位,所以 Cj 中每个矩形的条纹域均可安置在其空白域之上,且高度不超过 hlow+1,如图

8 所示. 

Ci

C1

 

Ci

C1

1

1

 

Ci

C1

 

(a) L 中矩形按宽度划分子集 (b) 对每个子集进行扩界 (c) 安置每个子集的矩形域 

Fig.8  Transform from strip-packing moldable solution to the feasible one 
图 8  Strip-Packing 可塑解转换为可行解 

注意到,相邻的两个子集 Cj 和 Cj+1 的宽度之和一定大于 1,否则,依据算法 3 的第 3 行、第 4 行,Cj 和 Cj+1 应 

合并为一个矩形子集.因此,算法 3 中的扩界次数不超过 2 1 ,n
ii w

=∑ 即算法求得的 Strip-Packing 问题可行解的上

界 Optu(L)为 Opt(Lm)+2 1 .n
ii w

=∑ 从而定理 2 得证. □ 

3.4   近似算法及理论分析 

近似算法分为两个阶段:首先,基于贪婪策略求出 Strip-Packing 问题最优的可塑解 *;mf 然后,再应用算法 3

对 *
mf 进行扩界,得到可行解 fu.两个阶段的全局算法描述如下: 

算法 4. Strip-Packing 问题的近似算法. 
输入:矩形列表 L. 
输出:Strip-Packing 可行解 fu. 
BEGIN 
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1.  将 L 中的矩形按 wi×
2 1/i ih h 非递增序排列:(r[1],…,r[n]); 

2.  REPEAT 1≤i≤n: 

3.   将空白区 Si=[0,1]×[0, 1
[ ]ih ]放置在 Si−1 之上(令 S0=[0,1]×[0,0]); 

4.   IF w[i]×
2
[ ]ih ≤Si THEN 

5.     调整矩形 r[i]条纹域,得到等面积条纹域 B[i]=[0,1]×[wi×
2];ih  

6.     将 B[i]放置在 Si 的底部; 
7.   ELSE 

8.     截取矩形 r[i]条纹域上半段区域[0,w[i]]× 2 2
[ ] [ ] [ ] [ ], ;i i i ih S w h⎡ ⎤−⎣ ⎦  

9.     调整截取区域的形状,得到新条纹域 B[i],跳转到步骤 6; 
10.    令 r[i]条纹域剩余部分为 R[i]; 
11. 将所有 R[i]自底向上添加到空白区剩余的面积中,得到可塑解 fm; 
12. 对 fm 应用算法 3,将其调整为 Strip-Packing 可行解 fu; 
END 
定理 3. 算法 4 能够求得 Strip-Packing 问题的最优可塑解. 
证明:首先给出算法 4 求得可塑解的取值.根据算法 4 的第 2行、第 3 行,将 L中所有矩形对应的空白区 S1,…, 

Sn 放置在有限域[0,1]×[0,+∞]中.所有空白区的高度之和为 1
1 .n

ii h
=∑ 算法 4 的第 4 行~第 11 行是将矩形条纹域回 

填的过程,面临两种情况: 
(1) 每个矩形 r[i]的条形域面积均小于等于其对应的空白区面积 Si(算法的第 4 行),在这种情况下,所有条

纹域均回填到各自的空白区内,回填操作不影响可塑解的高度,如图 9(a)所示. 

[1]r

[2]r

[ ]ir

[ ]nr

1

1
( )

n

m i
i

Opt L h
=

= ∑

 [1]r
[2]r

[ ]ir

[ ]nr

2

1
( )

n

m i i
i

Opt L h w
=

= ×∑

剩余条纹
域可继续
填充上面

的空白区

 

(a) 矩形条纹域面积小于等于空白区面积 (b) 某些矩形条纹域面积大于空白区面积 

Fig.9  Backfilling with striped blocks 
图 9  条纹域的回填 

(2) 存在部分矩形的条纹域面积大于其对应的空白区面积(算法的第 7 行).根据算法的第 1 行易知,这类

矩形的空白域均安置在有限域[0,1]×[0,+∞]的底层部分,如图 9(a)所示.不妨设这部分矩形为(r[1],…, 
r[k]),其关联的剩余条纹域(见算法的第 10 行)为(R[1],…,R[k]).根据算法的第 11 行以及第 3.1 节的假设

条件(1)和条件(2),可将每个 R[i]任意调整形状和水平切割,将其填入空白区 Sk+1,…,Sn 的剩余面积中. 

 若剩余条纹域未填满所有空白区,则此二次回填操作并未改变可塑解高度,其值依然为 1
1 ;n

ii h
=∑ 若剩

余条纹域填满所有空白区,则继续填入[0,1]× 1
1[ , ]n

ii h
=

+∞∑ 区域,则该操作改变可塑解的高度,其值为

2
[ ] [ ]1 .n
i ii w h

=
×∑  
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易知:针对情况(1),可塑解的最低高度即为 1
1 ;n

ii h
=∑ 对于情况(2),可塑解的最低高度为 2

[ ] [ ]1 .n
i ii w h

=
×∑ 因此,算

法 4 求得的可塑解值为 { }1 2
1 1max , .n n

i i ii ih w h
= =

×∑ ∑  

接下来给出问题最优可塑解的下确界. 
注意到,在有限域[0,1]×[0,+∞]中,一条水平线不能与两个矩形的空白域同时相交,因此,所有空白区的高度 

之和 1
1

n
ii h

=∑ 为问题可塑解的下界.又因为在理想情况下,所有矩形条纹块经过可塑性条件(1)和条件(2)递归式

调整,无空隙地放置在有限域[0,1]×[0,+∞]内.此时,可塑解的另一下界为 2
1 .n

i ii w h
=

×∑ 故可塑解的下界解大于等

于 { }1 2
1 1max , .n n

i i ii ih w h
= =

×∑ ∑ 已证明算法 4 求得的可塑解值等于 { }1 2
1 1max , .n n

i i ii ih w h
= =

×∑ ∑ 综上所述,算法 4 能够 

求得 Strip-Packing 问题的最优可塑解. □ 
根据定理 1 和定理 3,可得如下推论: 

推论 2. Strip-Packing 问题的下界 Optlow(L)= { }1 2
1 1max , .n n

i i ii ih w h
= =

×∑ ∑  

根据推论 2 以及定理 2,可得 Strip-Packing 问题最优解的上界如下: 

定理 4. Strip-Packing 问题的上界为 3 1 ,n
ii w

=∑ 若 Optlow(L)= 2
1 .n

i ii w h
=

×∑  

证明:由于 Optlow(L)= 2
1 ,n

i ii w h
=

×∑ 根据推论 2 可得 1 2
1 1 ;n n

i i ii ih w h
= =

×∑ ∑≤  

又因为 0≤ 2
ih ≤1,易知 2

1 1 .n n
i i ii iw w h

= =
×∑ ∑≥ 因此, 1

n
ii w

=∑ ≥Optlow(L). 

根据定理 2,问题最优解 Opt(L)满足不等式:Opt(L)≤Optlow(L)+2 1 ,n
ii w

=∑ 即,Opt(L)≤3 1 .n
ii w

=∑  □ 

由定理 4 可知,当 Optlow(L)= 2
1

n
i ii w h

=
×∑ 时,Strip-Packing 问题存在伪多项式的上界.对于 Optlow(L)= 1

1
n

ii h
=∑  

的某些情况,定理 5 给出了算法 4 具有常近似度的理论分析. 
定理 5. 算法 4 的近似度为 3,若 min1≤i≤n⎡trani⎤≥max1≤i≤n⎡execi⎤. 

证明 :由 min1≤ i≤n⎡trani⎤≥max1≤ i≤n⎡execi⎤可知:∀ri∈L, 1 21 .i ih h≥ ≥ 易知 , 1 1
1 1 1 ,n n n

i i i ii i ih w h w
= = =

×∑ ∑ ∑≥ ≥ 且

Optlow(L)= 1
1 .n

ii h
=∑ 即,Optlow(L)≥ 1 .n

ii w
=∑  

根据定理 2 可得,Opt(L)≤Optlow(L)+2 1 .n
ii w

=∑ 因此,Opt(L)≤3Optlow(L). □ 

定理 5 的充分条件是:数据传输时间大于单个处理器上的负载执行时间.本文研究的即是大规模并行负载

同时加载到 GPU 上的问题,数据传输时间往往是不可忽视的问题参数.定理 5 刻画了数据传输时间大于负载执

行时间的情况,在这种情况下,算法 4 具有常近似度.若存在负载执行时间大于数据传输时间的负载实例,算法 4
求得的解则具有伪多项式上界,如定理 4 所述. 

注意到,算法 4 通过调用算法 3 将每个矩形的条纹域直接放置在其空白域上,这对应负载在数据传输完成

后立即执行的情况,符合 GPU 内部的 FCFS 调度策略.基于此,可给出在 F2(1,Pm)|sizei|Cmax 问题的两阶段调度策

略,如算法 5 所示:首先,在第 1 阶段,根据算法 4 对负载排序,按照顺序进行数据传输(算法 5 的第 1 行~第 3 行);
然后,在第 2 阶段,应用 FCFS 策略调度负载在 GPU 多处理器上执行(算法 5 的第 4 行、第 5 行). 

算法 5. F2(1,Pm)|sizei|Cmax 问题的两阶段调度算法. 
输入:负载任务集合Γ及并行处理器个数 m. 
输出:负载的数据传输及执行次序. 
BEGIN 
1.  将Γ中负载按(sizei×execi)/(m×trani)非递增序排列(τ[1],…,τ[n]); 
2.  REPEAT 1≤i≤n: 
3.     将τ[i]关联的数据在 PCI-E 总线上进行传输; 
4.  REPEAT 1≤i≤n: 
5.     按照 FCFS 策略,对完成传输的负载进行调度. 
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END 

4   实验结果 

为了验证本文算法的有效性,本节针对由 4 类负载组成的测试集进行实验.这 4 类负载的名称分别为

vectorAdd,incrementKernel,BlackScholesGPU 和 pad-DataClampToBorder.对于每类负载,又考虑两组不同的参

数,见表 1.因此,共生成了 16 组负载集合用于测试.每组负载集合详细的参数预估算法详见文献[9]. 

Table 1  Characteristics of workloads[9] 
表 1  负载的特征参数值[9] 

工作负载 传输数据 
量(MB) 

程序块

大小 
程序块

个数 工作负载 传输数据 
大小(MB) 

程序块 
大小 

程序块

个数 
vectorAdd 1 152.588 1024×1 19 542 vectorAdd 2 133.514 896×1 19 542

incrementKernel1 91.544 256×1 61 440 incrementKernel2 91.544 512×1 61 440
BlackScholesGPU1 46.73 16×8 100 352 BlackScholesGPU2 46.73 16×4 200 704

padDataClampToBorder1 96 512×1 49 152 padDataClampToBorder2 16 1024×1 4 096 

图 10 给出了本文算法、随机排序算法以及基于穷举解法(最优解)之间的比对结果. 
16组实验数据表明:本文算法明显优于随机排序算法,并十分接近最优解,Gap值平均为 1.34%.另外,本文算

法有 6 组结果等同于最优解. 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.10  Makespans obtained by our algorithm, ramdom and emuneration strategies 
图 10  本文算法、随机算法及枚举策略的求解结果 

5   相关工作 

本节介绍相关问题的近似算法结果.注意到,本文研究的GPU上“传输-执行”二阶段调度问题在运筹学领域

属于多阶段多处理器流水车间调度(国际上通常称为 flexible flow shop 或 hybrid flow shop,简称 HFS)和并行任

务调度交叉的范畴.在过去的几十年间,多阶段和并行任务这两类特性很少放在一个问题中研究,HFS 和 MTS
这两个问题分别在各自的研究范畴取得了众多经典的近似算法理论结果. 

HFS 问题的近似结果始于 20 世纪 70 年代,Sahni[25]为机器数固定的 HFS 问题给出了具有伪多项式上界的

完全多项式近似策略(fully polynomial time approximation strategy,简称 FPTAS).Hochbaum 和 Shmoys[26]研究了

机器数作为变量的问题实例,并为该问题提出了目前最好的 PTAS算法.Hall[27]研究了阶段数和机器数均为常量

的问题,提出了一种优美的 PTAS算法,能够给出问题的多项式上界,改进了 Sahni[25]的结果.Williamson[28]研究了

阶段数为变量的问题,证明了该问题不存在近似度小于 5/4 的 PTAS 算法.Jansen 和 Sviridenko[29]研究了机器数

为变量的 HFS 问题,应用动态规划技术给出了近似度为 3/2 的 PTAS 算法.对于二阶段的 HFS 问题,众多学者给

了很多近似算法[30,31].这些算法的近似度都大于等于 3/2.Schuurman 和 Woeginger[32]基于线性规划技术证明了

二阶段 HFS 问题具有近似度为(1+ε)的 PTAS 算法,这是 HFS 近似算法研究中里程碑式的成果.近年来,具有特殊

约束条件的 HFS 问题特例得到研究.Xie 等人[24]为了满足可获性(availability)约束的二阶段 HFS,给出了近似度
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为 3 的近似算法.Sevastyanov[33]研究了多阶段共用一个机器集合的情况,并进一步改进了 Hall[27]的近似结果. 
Choi 等人[34]研究了第 1 阶段单机、第 2 阶段有 m 台机器,且每个阶段任务的执行时间均相同的情况,并给出了

PTAS 算法.该算法在 m=2 时,具有常数近似度为 5/4;在 m≥2 时,近似度变为((1+m2)1/2+m+1)/2m.HFS 最新的研

究结果见文献[35−37]. 
MTS 问题的近似算法研究,最初受到资源约束调度问题近似结果的启发.1975 年,Garey 等人[14]为资源约束

调度问题给出了近似度为 2 的多项式时间算法.Ludwig 等人[15]发现,MTS 中的处理器可看做一种调度资源.于
是,借鉴 Garey 和 Granham 的思路,证明了 MTS 问题多项式时间近似算法的存在性.Jansen 等人[16]以及 Amoura
等人[17]分别对机器数固定的问题实例进行了研究,提出了若干 PTAS 算法.对于机器数为变量的问题,Scharbrodt
等人[18]提出了近似度为 3和(2+ε)的 PTAS算法,并证明了对于固定机器数的问题不存在近似度低于 3/2的 PTAS
算法.Diedrich 等人[19]针对机器数固定和不固定两种情况,提出了近似度为(3/2+ε)的 PTAS 算法,但是该算法应

用了大量的枚举策略.Jansen 等人[20]改进了文献[19]的工作,将近似度降低到 3/2,并且避免了复杂的枚举操作.
另外,Jansen 研究团队还研究了异构机器 MTS 问题的近似算法[21],并给出了可变性并行任务的(3/2+ε)近似度算

法[22].关于 MTS 问题最新的研究见文献[23]. 
二阶段并行任务调度问题的研究一直集中在智能算法和启发式算法[38].目前,该问题仅有 1 项关于近似算

法的研究.2011 年,UIUC 大学的 Moseley 和 Yahoo 研究院的 Dasgupta 等人[39]将 Map-Reduce 问题归结为一类二

阶段并行任务调度问题,并给出了近似度为 12 的算法.而本文将 GPU 上负载调度问题归结为第 1 阶段单机、第

2 阶段有 m 台机器的二阶段并行任务调度问题,并给出了近似度为 3 的多项式时间算法. 

6   结束语 

本文给出了 GPU 上大规模并行负载调度问题的近似算法.文中综合考虑数据传输和负载执行时间,将 GPU
上负载调度问题归结为一类二阶段并行任务调度问题 F2(1,Pm)|sizei|Cmax.然后,将负载任务的时间信息和并行

机器数与矩形域的二维空间联系起来,为此类问题建立了 2D 双层矩形 Strip-Packing 模型,进而将 F2(1,Pm)|sizei| 
Cmax 中 makespan 最小化问题转化为列表 L 中矩形在有限域的最佳安置问题.基于可塑性假设,本文提出了一种

多项式时间的近似算法,计算复杂度仅有 O(nlogn).该算法采用二阶段策略,即,先在数据传输阶段进行负载排

序,再在 GPU 内核中基于 FCFS 策略调度,因此易于在操作系统中实现.另外,算法相关的理论分析和实验结果也

证明了这种两阶段调度策略能够保障 GPU 性能全局最优或近似最优. 
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