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摘  要: 由于必然模态词,的引入,谓词模态逻辑的公式在一个可能世界中的真假值可能依赖于其可达的可能世 

界.在谓词模态逻辑中存在个体跨可能世界相等问题.针对这一问题,Lewis 提出了对应物理论,并且在对应物理论中

用对应物关系来表示个体跨可能世界相等.但是,当一个对象具有一个以上的对应物时,谓词模态逻辑中的跨可能世

界相等关系无法与对应物关系建立一一对应.通过限制谓词模态逻辑中全称量词∀的范围,给出了一种公式分层的

谓词模态逻辑.它是谓词模态逻辑的一个子逻辑,并且其语言与谓词模态逻辑的语言是相同的.但其公式是分层定义 
的,使得∀可以出现在,的范围内,并且,不能出现在∀的范围内.由于任意形如∀x,φ (x)的表达式都不是该逻辑的公 

式,以量词开头的公式在一个可能世界 w 中的真假值只依赖于 w,该逻辑避免了个体跨可能世界相等问题.给出了该

逻辑的语言、语法和语义,并证明了该逻辑是可靠的和完备的. 
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Abstract:  As an introduction to the necessary modality ,, the truth values of formulas of the predicate modal logic in a possible world 
may rely on its alternative worlds. So there is a problem of the transworld identity of individuals in the predicate modal logic. According 
to this problem, Lewis proposed the counterpart theory and used the counterpart relation to represent the transworld identity of individuals 
in the counterpart theory. When an object has more than one counterpart, the transworld identity cannot have a one-to-one correspondence 
with the counterpart relation. By limiting the scope of the universal quantifier ∀ in the predicate modal logic, this paper gives a formula- 
layered predicate modal logic, which is a sublogic of the predicate modal logic, and which language is the same as that of the predicate 
modal logic. But the definition of its formulas is decomposed into layers such that ∀ may occur in the scope of ,, and , cannot occur in 
the scope of ∀. Since any expression in the form of ∀x,φ (x) is not a formula of this logic, the truth value of any formula which begins 
with a quantifier in a possible world w only relies on w, and this logic avoids the problem of the transworld identity of individuals. This 
paper gives the language, the syntax and the semantics of this logic, and proves that this logic is sound and complete. 
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模态逻辑主要包括命题模态逻辑和谓词模态逻辑(又称一阶模态逻辑):命题模态逻辑是在命题逻辑的基础 
上增加必然模态词,(可能模态词◊可以由否定联结词¬和必然模态词,定义)而形成的扩张(extension);谓词模态

逻辑是在谓词逻辑(又称一阶逻辑)的基础上增加,而形成的扩张. 

可能世界语义是谓词模态逻辑中最常用的语义,可能世界语义包括常论域语义和可变论域语义[1,2].在常论

域语义中,论域不随可能世界的变化而变化;而在可变论域语义中,论域随可能世界的变化而变化.因此,常论域

语义是可变论域语义的特殊情形.常量符号和谓词符号的解释以及变量符号的赋值是否随可能世界的变化而

变化,形成了谓词模态逻辑的多种语义.在谓词模态逻辑中,不同的语义对应不同的公理系统.例如,在可变论域

语义下:变量 y 的赋值的值域是整个论域时,∀xφ (x)→φ (y)不是有效的;而 y 的赋值的值域和全称量词的取值范围

相同时,∀xφ (x)→φ (y)是有效的. 
目前,对于谓词模态逻辑语义的研究还存在很多问题[3],例如:模态词和量词的顺序不同会形成意义不同的

公式,由此产生了巴肯公式[1,2]和逆巴肯公式的有效性问题;模态词和一阶逻辑公式组合所产生的从物(de re)模
态和从言(de dicto)模态问题[1,2,4];以及个体跨可能世界相等问题[1,5−9]. 

本文我们主要关注个体跨可能世界相等问题.Lewis 认为,可能世界是由具体的实体(concrete entities)构成

的;Plantinga[8]和 Kripke[7]则把可能世界作为抽象的实体(abstract entities)对待,并指出,跨可能世界相等是一个

伪问题(pseudo-problem).Kripke 认为,跨可能世界相等问题是由于错误的刻画可能世界造成的.Hintikka 认为,跨
可能世界相等是一个问题.Catterson[5]对Kripke和Hintikka等人的观点进行了详细地论述和对比,并且提出跨可 
能世界相等是一个问题.在谓词模态逻辑中,公式∀x,φ (x)在可能世界 w 中的真假值,依赖于 w 的论域中任意的 

对象 a 在 w′的论域中所对应的对象是否具有性质φ ,其中,w′是由 w 可达的任意的可能世界.因此,在谓词模态逻

辑中涉及到个体跨可能世界相等.在常论域语义中,每个 w 的论域中的对象 a 都对应到 w′的论域中的 a.而在可

变论域语义中,w 的论域中的对象 a 对应到 w′的论域中的哪一个对象有多种情形.例如:在论域递增的模型中,
每个 w 的论域中的对象 a 都对应到 w′的论域中的 a;在论域递减的模型中,w′的论域中可能没有 a,因此,w 的论

域中的对象 a 对应到 w′的论域中的其他对象. 
为了解决个体跨可能世界相等问题,Lewis 提出了对应物理论[10],其基本思想是:通过建立谓词模态逻辑到

对应物理论的公式间的翻译,从而把模态命题归约到对应物理论的命题.对应物理论是在谓词逻辑的基础上增

加 4 个特殊谓词,由此,对应物理论可以显式地表达可能世界语义中个体跨可能世界相等及某个可能世界中的

对象在其他可能世界对应物的存在.在对应物理论中,每个对象只存在于 1 个可能世界中,在其他可能世界中存

在它的对应物.对应物关系不一定满足传递性和对称性,并且某个可能世界中的对象在其他可能世界中允许拥

有 1 个对应物、多个对应物或者没有对应物[9].根据 Lewis 的翻译,谓词模态逻辑中的一个项 t 翻译后只能对应

对应物理论的一个项;当论域中的某个对象出现两个对应物时,对应物理论需要两个项来指称该对象的两个对

应物.因此,谓词模态逻辑中的跨可能世界相等关系无法与对应物关系建立一一对应[9]. 
通过限制谓词模态逻辑的公式中量词的作用范围,本文给出了一种公式分层的谓词模态逻辑(简称为分层

的谓词模态逻辑).分层的谓词模态逻辑是谓词模态逻辑的一个子逻辑,它与谓词模态逻辑的语言是一样的,但
是它的公式是分层定义的:第 1 层是谓词逻辑公式的定义,第 2 层是含有模态词的公式的定义.在每个公式中, 
全称量词∀可以出现在必然模态词,的范围内,并且,不能出现在∀的范围内.在这样的定义下,,∀xφ (x)是分层的

谓词模态逻辑的公式,而∀x,φ (x)不是.在谓词模态逻辑中,公式∀x,φ (x)在可能世界中的真假值依赖于 w 可达的 

可能世界;但是在分层的谓词模态逻辑中,任意的以量词开头的公式是一个一阶逻辑公式,它的真假值只依赖于

在其中判断公式真假值的可能世界,不会产生个体跨可能世界相等问题. 
在分层的谓词模态逻辑中,常量符号和谓词符号的解释可以随可能世界的变化而变化,并且变量符号的赋

值也可以随可能世界的变化而变化.因此,分层的谓词模态逻辑也有多种语义.我们采用的是可变论域语义.本
文中分层的谓词模态逻辑的模型是一个单调模型(文献[1]定义了单调框架,并且认为论域是框架的一部分.基
于单调框架的模型称为单调模型),其中: 

• 常量符号和谓词符号的解释随可能世界的变化而变化; 
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• 具有可达关系的可能世界的论域之间具有包含关系,即论域是递增的; 
• 变量的赋值也随可能世界的变化而变化,并且变量的取值范围是在其中判断公式的真假值的可能世

界的论域. 
在可变论域语义下,谓词模态逻辑(这里是指谓词模态逻辑的 K 系统.本文中如不特别指明,谓词模态逻辑

均指谓词模态逻辑的 K 系统)是可靠的并且是完备的[2].我们可以证明:分层的谓词模态逻辑在文中给定的可变

论域语义下也是可靠的和完备的,并且它的完备性证明比谓词模态逻辑的完备性证明简洁.在分层的谓词模态

逻辑的典型模型所基于的框架 FM 中,对于任意的可能世界 w(w 是一个具有∀-性质的极大协调的公式的集合),
由这个集合可以构造一个一阶模型 Mw,使得这个集合的公式都在模型 Mw中为真.由框架 FM中所有的可能世界

这样构造的一阶模型类,我们可以很容易地得到分层的谓词模态逻辑的典型模型. 
本文第 1 节简单介绍谓词模态逻辑的语言、语法、语义以及谓词模态逻辑的可靠性和完备性定理.第 2 节

给出分层的谓词模态逻辑的语言、语法和语义.第 3 节证明分层的谓词模态逻辑的可靠性和完备性.最后一节

是对本文的总结和下一步工作. 

1   谓词模态逻辑 

谓词模态逻辑是在谓词逻辑的基础上增加必然模态词,而形成的扩张. 

谓词模态逻辑的语言 L 含有下列符号: 
• 常量符号:c0,c1,… 

• 谓词符号
∗∗:p0,p1,… 

• 变量符号:x0,x1,… 
• 逻辑联结词和量词符号:¬,→,∀. 
• 模态词:,. 

• 辅助符号:(,). 
和谓词逻辑中项的定义一样,在谓词模态逻辑中,常量或变量称为项,其定义如下: 

t::=c|x. 
谓词模态逻辑的公式定义为 

φ ::=p(t1,…,tn)|¬φ 1|φ 1→φ 2|∀xφ 1(x)|,φ 1, 

其中,p 是一个 n 元谓词符号,t1,…,tn 是项,x 是变量符号. 
全称量词∀和存在量词∃互为对偶,可相互定义.对于任意的公式φ (x)有: 

∃xφ (x)=d f ¬∀x¬φ (x), 
其中,=df 读作定义为. 

可能模态词◊和必然模态词,也互为对偶,对于任意的公式φ ,有: 

◊φ=d f ¬,¬φ . 

文中,我们采用的是 Kripke 提出的可能世界语义.首先,我们给出框架的定义. 
定义 1.1. 谓词模态逻辑的框架 F 是一个二元组〈W,R〉,其中,W 是一个非空的可能世界的集合,并且 R⊆W 2

是可达关系. 
公理和框架类的对应请见文献[1,2,11].谓词模态逻辑的语义包括常论域语义和可变论域语义,并且常论域

语义是可变论域语义的特殊情形,文中我们采用的是可变论域语义. 
定义 1.2. 谓词模态逻辑的单调模型 M 是一个五元组〈W,R,U,D,I〉,其中,〈W,R〉是一个框架;U 是一个非空的

论域;D 是一个从 W 到 U 的幂集 P(U)的函数,使得对于任意的 w,w′∈W,如果(w,w′)∈R,则 D(w)⊆D(w′),将 D(w)记

                                                                 
∗∗ 本文讨论的谓词模态逻辑的语言不包含函数符号.对函数符号我们有以下方法将其转换为谓词符号:对于任意给定的 n 元函

数符号 f 和可能世界 w,令 p 是 n+1 元谓词符号,使得对任意的 a1,…,an,a∈Dw,有(a1,…,an,a)∈I(p,w)当且仅当 I(f,w)(a1,…,an)=a,其中,Dw

是可能世界 w 的论域. 
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作 Dw,则有 Dw⊆Dw′;I 是一个解释使得对于任意的常量符号 c,I(c,w)∈Dw,并且对于任意的 n 元谓词符号 p, 

( , ) .n
wI p w D⊆  

赋值 v 是一个函数,对任意的变量 x 和可能世界 w∈W,有 v(x,w)∈Dw.我们称一个模型〈W,R,U,D,I〉是基于框

架〈W,R〉的. 
项 t 是常量或变量,它在解释和赋值下对应到论域中的元素. 
定义 1.3. 设 t 是一个项,设 tI,v,w 是 t 在解释 I 和赋值 v 下,在可能世界 w 中所对应于 Dw 中的元素,则 

, , ( , ),  
.

( , ),  
I v w I c w t c

t
v x w t x

=⎧
= ⎨

=⎩

如果

如果
 

下面我们定义满足关系 . 

满足关系定义的是公式φ在单调模型 M 的可能世界 w 中和在赋值 v 下为真的条件. 
定义 1.4. 任意给定一个单调模型 M 和一个赋值 v,对于任意的可能世界 w,有: 

, , , ,
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1 1
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当且仅

果
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其中,v(x/a)定义如下:对于可能世界 w 和任意的变量 y, 
( , ),  

( / )( , ) .
,           

v y w y x
v x a y w

a
≠⎧

= ⎨
⎩

如果

否则
 

定义 1.4 中的 A 读作任意.例如,Aa∈Dw 表示对于任意的 a∈Dw.对于上面满足关系定义中的(w,w′)∈R,我们

简记为 wRw′.通过上面对公式∀xφ 1(x)在模型 M 中的满足关系的定义我们可以看出:全称量词的取值范围是在

其中判断公式的真假值的可能世界 w 的论域中的所有元素.而公式中变量的取值和常量的解释也是 w 的论域

中的元素.因此直观上来讲∀xφ (x)→φ (t)在上述给定的语义下是有效的. 
在谓词模态逻辑中,论域中的两个对象 a,a′是跨可能世界相等(transworld identity)的,这是指:存在项 t、可能

世界 w,w′,满足:t I,v,w=a,t I,v,w′=a′.在常论域模型中,由于所有的可能世界的论域都相同,所以论域中的对象 a 跨可

能世界相等,为 a=a.在我们如上定义的单调模型中,具有可达关系的可能世界的论域是递增的,因此论域中的对

象 a 跨可能世界相等,为 a=a. 
谓词模态逻辑的公式∀x,φ (x)在可能世界 w 中为真当且仅当对任意的元素 a∈Dw,有,φ (x/a)在可能世界 w 

中为真,当且仅当对任意的 a∈Dw,φ (x/a)在所有由 w 通过 R 关系可达的可能世界 w′中为真,如图 1 所示. 
 
 
 
 
 

Fig.1  Semantics of the formula ∀x,φ (x) in a monotonic model of the predicate modal logic 

图 1  公式∀x,φ (x)在谓词模态逻辑的单调模型中的语义 

在图 1 中,对每个 a∈Dw 都有 a∈Dw′,使得 a 在可能世界 w 中具有,φ性质当且仅当 a 在可能世界 w′中具有φ 

性质,即,要求 Dw⊆Dw′,其中,Dw 表示 w 中所有的对象的集合.我们给定的语义满足这一条件. 
不含自由变量的公式我们称为语句(sentence).在谓词逻辑中,语句的真假值不依赖于赋值[12,13];同样地,在

谓词模态逻辑中,语句的真假值也不依赖于赋值[1]. 
谓词模态逻辑的语义有框架、模型和可能世界这 3 个层次,因此在谓词模态逻辑中,公式的有效性(validity 

w′,aw,a 

w′w
w ∀x,φ (x) 

w ,φ (x/a) w′ φ (x/a)
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of formula)的定义比在谓词逻辑中的定义更复杂 .下面我们定义公式在模型、框架以及框架类中的有效 
性.一个公式φ在一个模型 M 中是有效的,记为 M φ ,当且仅当φ在 M 的所有的可能世界和所有的赋值下都为真.
一个公式φ在一个框架 F 中是有效的,记为 F φ ,当且仅当φ在基于此框架的所有的模型中都是有效的.给定一个 

框架类 C,一个公式φ在 C 中是有效的当且仅当φ在 C 的每个框架中都是有效的.给定一个公式集合Γ和一个公 
式φ ,C 是一个框架类,φ称为是Γ在 C 中的逻辑推论,记为Γ Cφ ,如果对于任意的框架 F∈C 和基于 F 的任意的模

型 M ,M Γ蕴涵 M φ .我们主要讲述 K 系统,K 系统对应所有的框架,因此我们将Γ Cφ简记为Γ φ . 

下面我们给出谓词模态逻辑的公理系统. 
谓词模态逻辑的公理(模式)为 

1 2 1

1 2 3 1 2 1 3

1 2 2 1
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谓词模态逻辑的公理是由谓词逻辑的 5 条公理加上关于模态词的公理得到的,最后一条公理我们称为 K
公理. 

谓词模态逻辑的推导规则为 

1 1 2

2

1

1

1

1

,(MP) ,

( )(UG) ,
( )

(N) .

x
x x

φ φ φ
φ

φ
φ

φ
φ

→

∀

,

 

上面我们给出的谓词模态逻辑称为谓词模态逻辑的 K 系统.在谓词模态逻辑的 K 系统中加入公理,φ→◊φ ,

可以得到谓词模态逻辑的D系统.,φ→◊φ在所有的序列框架类中有效,并且D系统由序列框架类所刻画.在谓词

模态逻辑的 K 系统中加入公理,φ→φ ,可以得到谓词模态逻辑的 T 系统.,φ→φ在所有的自反框架类中有效,并 

且 T 系统由自反框架类所刻画.对于 B,S4 和 S5 等系统的公理系统和所对应的框架类具体可参见文献[2]. 
谓词模态逻辑的 K 系统在上述给定的可变论域语义下是可靠的和完备的.这里,我们只给出可靠性定理和

完备性定理.具体证明见文献[2]. 
定理 1.5(谓词模态逻辑的可靠性). 对于任意的公式集合Γ和任意的公式φ ,如果Γ φ ,则Γ φ . 
定理 1.6(谓词模态逻辑的完备性). 对于任意的公式集合Γ和任意的公式φ ,如果Γ φ则Γ φ . 

2   公式分层的谓词模态逻辑 

对谓词模态逻辑的公式的定义分层,使得在每个公式中全称量词∀可以出现在必然模态词,的范围内,并且

,不能出现在∀的范围内.这样,我们就得到了公式分层的谓词模态逻辑. 

分层的谓词模态逻辑的语言与谓词模态逻辑的语言是相同的. 
项 t 定义为 

t::=c|x. 
令φ表示不含模态词的公式,并且ψ表示可能含有模态词的公式,则分层的谓词模态逻辑的公式定义为 

1 1 1 2 1 1 1 1 2:: ( ,..., ) | | | ( ),  :: | | ,|np t t x xφ φ φ φ φ ψ φ ψ ψ ψ ψ= ¬ → ∀ = ¬ →,  

其中,p 是一个 n 元谓词符号,t1,…,tn 是项,x 是变量符号. 
分层的谓词模态逻辑的公式定义分层 :模态词,不在第 1 层出现 ;而,在第 2 层出现 .在这样的定义
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下,,∀xφ (x)是公式,而∀x,φ (x)不是公式,从而∀x,φ (x)→,∀xφ (x)也不是公式.因此,分层的谓词模态逻辑是谓词 

模态逻辑的一个子逻辑. 
分层的谓词模态逻辑的单调模型与上一节中定义的谓词模态逻辑的单调模型是相同的;并且在分层的谓

词模态逻辑中,项的语义定义与在谓词模态逻辑中项的语义定义也是相同的. 
由于分层的谓词模态逻辑的公式定义分层,因此公式在模型中的满足关系定义也分层. 
定义 2.1. 给定一个单调模型 M 和一个赋值 v,对于任意的可能世界 w,有: 

, , , ,
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其中,v(x/a)定义如下:对于可能世界 w 和任意的变量 y, 
( , ),  

( / )( , ) .
,           

v y w y x
v x a y w

a
≠⎧

= ⎨
⎩

如果

否则
 

分层的谓词模态逻辑的公式,∀xφ (x)在可能世界w中为真当且仅当对任意的可能世界w′使得wRw′,以及对 

任意的论域中的元素 a′∈Dw′,有φ (x/a′)在 w′中为真,如图 2 所示. 
 
 
 

Fig.2  Semantics of the formula ,∀xφ (x) in the layered predicate modal logic 

图 2  公式,∀xφ (x)在分层的谓词模态逻辑中的语义 

在谓词模态逻辑中,会出现个体跨可能世界相等问题;而在分层的谓词模态逻辑中,模态词不能出现在量词

的范围内,因此不会出现个体跨可能世界相等问题.从而,分层的谓词模态逻辑的语义比谓词模态逻辑的语义 
简单. 

在分层的谓词模态逻辑中,公式在给定的可变论域语义中的有效性定义和逻辑推论的定义分别与在谓词

模态逻辑中的有效性定义和逻辑推论的定义是相同的. 
在分层的谓词模态逻辑中,模态词不能出现在量词的范围内,因此∀x,φ (x)→,φ (y)不是分层的谓词模态逻 

辑的公式,从而不是其公理.下面,我们给出分层的谓词模态逻辑的公理和推导规则. 
分层的谓词模态逻辑的公理分为不含模态词的公理(用含下标的公式φ来表示)和含有模态词的公理(用含

下标的公式ψ来表示): 

1 2 1

1 2 3 1 2 1 3

1 2 2 1

1 1

1 2 1 2

1 2 1

1 2 3 1 2 1 3

1 2 2 1

1 2 1 2

( )
( ( )) (( ) ( ))
( ) ( )

( ) ( )
( ( ) ( )) ( ( ) ( ))

( )
( ( )) (( ) ( ))
( ) ( )

( ) ( )

x x t
x x x x x x x

φ φ φ
φ φ φ φ φ φ φ
φ φ φ φ

φ φ
φ φ φ φ

ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ ψ ψ ψ
ψ ψ ψ ψ

ψ ψ ψ ψ

→ →
→ → → → → →
→ → ¬ → ¬

∀ →
∀ → → ∀ → ∀

→ →
→ → → → → →
→ → ¬ → ¬

→ → →, , ,

 

w′w
w ,∀φ (x) w′ φ (x/a′)

R



 

 

 

1020 Journal of Software 软件学报 Vol.25, No.5, May 2014   

 

分层的谓词模态逻辑的推导规则如下(φ 1 中不含模态词): 
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在谓词模态逻辑中,语句的真假值不依赖于赋值;同样地,在分层的谓词模态逻辑中,语句的真假值也不依

赖于赋值. 
命题 2.2. 假设 M=〈W,R,U,D,I 〉是一个单调模型,任意的 w∈W,v1,v2是两个赋值,并且ψ是任意的公式.如果 v1, 

v2 在ψ的所有自由变量上赋值相同,则有 M,v1,w ψ当且仅当 M ,v2,w ψ . 

证明:对公式ψ的结构做归纳. □ 
因为语句中不含自由变量,所以由命题 2.2 很容易得到下面的推论: 
推论 2.3. 假设 M=〈W,R,U,D,I 〉是一个单调模型,对于任意的语句ψ和任意的可能世界 w∈W,如果存在赋值 v 

使得 M ,v,w ψ ,则对于每个赋值 v′,有 M ,v′,w ψ . □ 

因此,在分层的谓词模态逻辑的单调模型中,语句的真假值不依赖于赋值. 

3   分层的谓词模态逻辑的可靠性和完备性 

谓词模态逻辑是可靠的和完备的.对公理定理的证明序列的公式个数作归纳,我们可以证明谓词模态逻辑

是可靠的;并且,通过构造典型模型的方法可以证明谓词模态逻辑是完备的.类似地,我们可以证明,分层的谓词

模态逻辑在给定的可变论域语义下也是可靠的和完备的.下面,我们首先给出分层的谓词模态逻辑的可靠性定

理及其证明. 
定理 3.1(可靠性). 对于任意的公式集合Γ和任意的公式γ ,如果Γ γ则Γ γ . 
证明:对Γ γ的证明序列的公式个数做归纳. 

首先假设证明序列只有一个公式,则这个公式是γ .因此,要么γ是分层的谓词模态逻辑的一个公理(很容易 
验证任意的给定的公理在任意的框架中都是有效的),要么γ ∈Γ ,因此有Γ γ . 

假设Γ γ的证明序列的公式个数为 n,其中 n>1,并且对于所有由Γ用小于 n 步推出的公式此定理成立.这时, 

有 5 种情形需要考虑: 
• 情形 1:如果γ是分层的谓词模态逻辑的一个公理,则有 γ ,所以有Γ γ . 
• 情形 2:如果γ ∈Γ ,则有Γ γ . 

• 情形 3:如果γ是由推导序列中前面的一个公式应用 UG′规则得到的,证明略. 
• 情形 4:如果γ是由推导序列中前面的两个公式应用 MP′规则得到的,证明略. 
• 情形 5:如果γ是由推导序列中前面的一个公式应用 N′规则得到的,则γ必须具有形式,ψ ,且ψ可由Γ用

小于 n 步推出,我们有Γ ψ ,则由归纳假设得Γ ψ .因此,对于任意的框架 F 和基于 F 的任意的模型 M,

如果 M Γ ,则 M ψ .因此,对于任意的框架 F 和基于 F 的任意的模型 M ,如果 M Γ ,则 M ,ψ .所以Γ γ . 

证毕. □ 
证明谓词逻辑的完备性时,我们引入了见证性[12,13].类似地,为了证明分层的谓词模态逻辑的完备性,我们

引入∀-性质[2].因为模态词不能出现在量词的范围内,所以我们只需对谓词逻辑公式引入见证. 
定义 3.2. 分层的谓词模态逻辑的公式集合Λ具有∀-性质(当Λ是极大协调的公式集合时,Λ具有∀-性质与Λ

具有见证性是等价的.即,如果Λ具有∀-性质,则Λ具有见证性;并且如果Λ具有见证性,则Λ具有∀-性质)当且仅当

对于每个只含有 1 个自由变量的谓词逻辑公式φ (x),都存在某个常量 c,使得φ(c)→∀xφ(x)∈Λ. 
下面我们引入一个新的可数的常量的集合.令 L+=L∪{b0,b1,b2,…},其中,{b0,b1,b2,…}是一个新的可数的常
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量的集合. 
下面提到的语言均包含语言 L,并且是语言 L+的子语言. 
定义 3.3. 集合 A 是集合 B 的一个无限真子集(infinitely proper subset),当且仅当 A⊆B,并且 B 中存在无限多

个元素不属于 A. 
定义 3.4. 语言 L1 是语言 L2 的一个无限真子语言,当且仅当 L1 和 L2 含有相同的谓词符号和变量符号,并且

L1 中的常量的集合是 L2 中的常量的集合的无限真子集. 
定理 3.5(Lindenbaum). 假设Γ是语言 L′中的一个协调的公式的集合,则存在 L′中的一个极大协调的公式

集合Γ *,使得Γ ⊆Γ *. □ 
类似于谓词模态逻辑的完备性证明,为了证明分层的谓词模态逻辑的完备性,我们需要下面的两个引理. 
引理 3.6. 对于任意的语言 L1 和 L2,并且 L1 是 L2 的无限真子语言,如果Λ是 L1 上的一个协调的公式集合,则

存在 L2 上的某个具有∀-性质的协调的公式集合Δ,使得Λ⊆Δ. 
证明:L1 是 L2 的无限真子语言,假设 L2=L1∪C,其中,C 是由 L2 中所有不属于 L1 的常量构成的集合. 
首先枚举 L2 上的所有具有形式∀xφ (x)的语句: 

∀x0φ0(x0),∀x1φ1(x1),∀x2φ2(x2),… 
然后归纳定义公式集合序列Δ0,Δ1,Δ2,…如下: 

0

1

,
{ ( ) ( )},n n n n n n nc x x

Δ Λ
Δ Δ φ φ+

=
= ∪ → ∀

 

其中,cn 是 C 中第 1 个不在Δn 或φn(xn)中出现的常量.因为Δ0 在 L1 中,且Δn 的形成只添加了 n 个公式,所以在 L2

中还有无限个常量没有被使用,cn 是存在的. 
Δ0 是协调的.我们用反证法可以证明:如果Δn 是协调的,则Δn+1 也是协调的.这里证明略. 
令

0
,n

n
Δ Δ= ∪

≥

则Δ是协调的,并且具有∀-性质.因为对于任意的只含有 1 个自由变量的谓词逻辑公式φ(x),都 

存在某个 n 使得φ(x)=φn(xn),所以存在 cn 使得φn(cn)→∀xnφn(xn)∈Δn+1,所以有φn(cn)→∀xnφn(xn)∈Δ. □ 
由此,我们可以根据引理 3.6 将 L1 中的协调的公式集合Λ扩展成 L2 中的具有∀-性质的协调的公式集合Δ.

很容易证明:如果Δ是 L2 中的一个具有∀-性质的公式集合,则 L2 中任意的以Δ为子集的公式集合都具有∀-性质.
由 Lindenbaum 定理可以将Δ扩展成一个极大协调集合Γ ;又因为Δ具有∀-性质,因此Γ也具有∀-性质. 

Λ是一个公式分层的谓词模态逻辑的公式的集合,我们定义: 
,−(Λ)={ψ:,ψ∈Λ}. 

引理 3.7. 对于语言 L+的任意的一个无限真子语言 Lw,如果 w 是 Lw 上一个具有∀-性质的极大协调的语句 
集合,并且ψ是 Lw 上的一个语句使得,ψ∉w,则存在语言 Lw′和 Lw′上一个具有∀-性质的极大协调的语句集合 w′,

使得,−(w)∪{¬ψ}⊆w′. 

证明:令 Lw′是 L+的一个无限真子语言,使得 Lw 是 Lw′的一个无限真子语言.我们用反证法可以证明,−(w)∪ 

{¬ψ}是协调的.又,,−(w)∪{¬ψ}是语言 Lw 中的语句的集合,并且 Lw 是 Lw′的一个无限真子语言,所以由引理 3.6

知:存在 Lw′中的一个具有∀-性质的协调的语句的集合Δ,使得,−(w)∪{¬ψ}⊆Δ.由 Lindenbaum 定理可知:存在 Lw′  

中的一个极大协调的语句集合 w′,使得Δ⊆w′. 
所以,存在一个具有∀-性质的极大协调的语句集合 w′,使得,−(w)∪{¬ψ}⊆w′. □ 

我们用构造典型模型的方法证明分层的谓词模态逻辑的完备性.首先,我们给出分层的谓词模态逻辑的典

型模型所基于的框架. 
分层的谓词模态逻辑的典型模型所基于的框架 FM=〈W,R〉,其中, 
• W={w:w 是语言 Lw 上具有∀-性质的极大协调语句集合,其中,Lw 是 L+的一个无限真子语言}; 
• 对于任意的 w,w′∈W,wRw′当且仅当对于任意的语句ψ,如果,ψ∈w,则ψ∈w′,即,−(w)⊆w′. 

由框架 FM 可以构造分层的谓词模态逻辑的模型.首先,我们有以下命题成立: 
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命题 3.8. 对任意的可能世界 w∈W,w1 是由 w 中所有的谓词逻辑公式构成的集合,则 
(1) w1 是 Lw 中一个具有∀-性质的极大协调的谓词逻辑的语句集合; 
(2) 存在模型 Mw 和赋值 vw,使得对于任意的谓词逻辑语句φ∈Lw,φ∈w1 当且仅当 Mw,vw φ. 

证明: 
(1) 我们从下列 3 个方面证明 w1 是 Lw 中一个具有∀-性质的极大协调的谓词逻辑的语句集合. 

(i) w1 是协调的.因为 w1⊆w,并且 w 是协调的. 
(ii) w1 是极大的.假设 w1 不是极大的,则存在某个谓词逻辑公式φ使得φ∉w1 和¬φ 1∉w1,因此有φ∉w 和 

¬φ∉w,所以 w 不是极大的,这与 w 的极大性矛盾. 
(iii) w1 具有∀-性质.对于任意的只含一个自由变量的谓词逻辑公式φ (x),因为 w 具有∀-性质,所以存在 

某个常量 c 使得φ (c)→∀xφ (x)∈w;又因为φ (c)→∀xφ (x)是一个谓词逻辑公式,因此,φ (c)→∀xφ (x)∈ 
w1. 

(2) 令模型 Mw=(Uw,Iw),其中 Uw 是由 Lw 中的所有的常量构成的集合;对任意的常量 c∈Lw,有 Iw(c)=c;对任意

的原子公式 p(t1,…,tn)∈Lw,有〈t1,…,tn〉∈Iw(p)当且仅当 p(t1,…,tn)∈w1. 
令赋值 vw 为对于每个变量 x,vw(x)=c,其中,c 为 Uw 中的任意的元素,则对于任意的谓词逻辑公式φ∈Lw,φ∈w1 

当且仅当 Mw,vw φ. 

对φ的结构做归纳. □ 
由命题 3.8 可知:对于任意的可能世界 w∈W,由 w 中所有的谓词逻辑公式构成的集合是一个具有∀-性质的

极大协调的集合,并且由这个集合可以构造一个一阶模型 Mw=(Uw,Iw)和一个赋值 vw,使得这个集合的公式都在

模型 Mw中,在赋值 vw下为真.由框架 FM中所有的可能世界这样构造的一阶模型类,我们可以很容易地得到分层

的谓词模态逻辑的典型模型. 
分层的谓词模态逻辑的典型模型 M=〈W,R,U,D,I〉,其中, 
• 〈W,R〉=FM ; 
• ;w

w W
U U

∈

= ∪  

• 对于任意的可能世界 w,D(w)=Uw,将 D(w)记作 Dw; 
• 对任意的可能世界w和任意的常量 c∈Lw,有 I(c,w)=Iw(c);对任意的可能世界w和任意的 n元谓词 p∈Lw,

有 I(p,w)=Iw(p). 
对于任意的可能世界 w 和任意的变量 x,v(x,w)=vw(x). 
显然,对于任意的 w,w′∈W,如果 wRw′,则 Dw⊆Dw′.因为对于任意的 c∈Dw,,(φ (c)→φ (c))∈w,如果 wRw′, 

则φ(c)→φ (c)∈w′,所以 c∈Dw′,即 Dw⊆Dw′.因此,如果 wRw′,则 Lw 是 Lw′的一个无限真子语言. 
命题 3.9. 假设 M=〈W,R,U,D,I〉是典型模型.对任意的可能世界 w∈W,w1 是由 w 中的所有的谓词逻辑公式构

成的集合,并且 Mw=(Uw,Iw)和 vw 是由 w1 构造的一阶模型和赋值(命题 3.8(2)),则: 
(1) 对任意的谓词逻辑语句φ∈Lw,有 Mw,vw φ当且仅当 M,v,w φ ; 
(2) 对任意的谓词逻辑语句φ∈Lw,有φ∈w 当且仅当 M,v,w φ . 

证明: 
(1) 对语句φ的结构作归纳; 
(2) 对任意的谓词逻辑语句φ∈Lw,φ∈w 当且仅当φ∈w1,又由命题 3.8(2)和命题 3.9(1)可知:φ∈w1 当且仅当 
 M,v,w φ .因此,φ∈w 当且仅当 M,v,w φ . □ 

定理 3.10. 假设 M=〈W,R,U,D,I〉是典型模型.对于任意的可能世界 w∈W 和任意的分层的谓词模态逻辑的语 
句ψ∈Lw,有 M,v,w ψ当且仅当ψ∈w. 

证明:对ψ的结构做归纳. 
这里,我们只给出当ψ=,ψ 1 时的证明,分以下两种情形讨论: 
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情形 1:假设,ψ 1∈w.因为,ψ 1∈Lw,所以ψ 1∈Lw.对于任意的 w′,如果 wRw′,则有ψ 1∈w′,所以有 M ,v,w′ ψ 1.这对

每个 w′使得 wRw′都成立,所以 M,v,w ,ψ 1. 

情形 2:假设,ψ 1∈Lw,并且,ψ 1∉w,则有¬,ψ 1∈w.根据引理 3.7,存在某个 w′∈W 使得 wRw′且¬ψ 1∈w′,所以有

ψ 1∉w′.又因为 Lw′是 Lw 的扩展并且ψ 1∈Lw,因此有ψ 1∈Lw′,由归纳假设得 M ,v,w′ ψ1.因为 wRw′,所以 M ,v,w   

,ψ 1. □ 

在谓词模态逻辑中,我们有UG规则:若φ (x)是可证的,则∀xφ (x)也是可证的.UG规则的语义是:若φ (x)是有效

的,则∀xφ (x)也是有效的.因此,对于任意的有效公式φ (x),我们认为它和它的全称闭包∀xφ (x)是等价的.因此,我
们证明逻辑的完备性时可以只考虑语句.类似地,我们证明分层的谓词模态逻辑的完备性时也可以只考虑语句. 

定理 3.11(完备性). 对于任意的语句集合Γ和任意的语句γ ,如果Γ γ ,则Γ γ . 
证明:假设Γ γ ,则Γ ∪{¬γ }是协调的.根据引理 3.6 和 Lindenbaum 定理,我们把这个集合扩展成

0wL 上具有

∀-性质的极大协调的分层的谓词模态逻辑语句的集合 w0,其中,
0wL 是 L+的一个无限真子语言.令 M =〈W,R,U,D, 

I 〉是典型模型 .对于任意的语句ψ ∈Γ ∪{¬γ },有ψ∈w0.由定理 3.10 得 M ,v,w0 ψ ,所以有 M ,v,w0 Γ 并且

M ,v,w0 ¬γ ,所以 M ,v,w0 γ .因此有Γ γ ,与Γ γ矛盾. □ 

4   结束语 

本文将谓词模态逻辑中的公式分层定义,得到了公式分层的谓词模态逻辑.在公式分层的谓词模态逻辑中, 
量词的出现位置受限,其中,在每个公式中全称量词∀可以出现在模态词,的范围内,并且,不能出现在∀的范围 

内.因此,每个以量词开头的公式都是一个一阶公式,它在可能世界 w 中的真假值只依赖于 w,与 w 可达的可能世

界无关,从而避免了个体跨可能世界相等问题.因为公式分层的谓词模态逻辑的语义比谓词模态逻辑的语义简

单,所以我们可以通过研究公式分层的谓词模态逻辑来研究谓词模态逻辑.在文中给出的可变论域语义下,我们

证明了公式分层的谓词模态逻辑是可靠的和完备的.除了公式定义之间的差别,分层的谓词模态逻辑和谓词模

态逻辑还有以下两个方面的差别: 
(1) 公理和推导规则 
∀x,φ (x)不是前者的公式,在前者中,公理模式∀xφ (x)→φ (t)和∀x(φ 1(x)→φ 2(x))→(∀xφ 1(x)→∀xφ 2(x))只能用 

不含模态词的公式去替换;而在后者中,这两条公理模式可以用任意的公式去替换.在前者中,推广规则 UG′只能 
应用于不含模态词的定理;而在后者中,推广规则 UG 可以应用于任意的定理.例如,在后者中我们有:如果,φ (x)

是定理,则∀x,φ (x)是定理;而在前者中,∀x,φ (x)不是公式,因此我们不能使用 UG′规则. 

(2) 语义 
因为前者的公式是分层定义的:模态词,不在第 1 层出现,而,在第 2 层出现,所以前者的公式在模型中的满 

足关系也是分层定义的:不含模态词的公式的满足关系定义和可能含有模态词的公式的满足关系定义.不含模

态词的公式的满足关系定义可以看作是一阶逻辑公式的满足关系定义(比一阶逻辑公式的满足关系定义多了

可能世界 w),并且可能含有模态词的公式的满足关系定义可以看作是命题模态逻辑公式的满足关系定义(比命

题模态逻辑公式的满足关系定义多了赋值 v). 
由命题模态逻辑到一阶逻辑的翻译可知:必然模态词,对应全称量词∀.在命题的信念动作逻辑中有两类 

模态词:信念模态词 B 和动作模态词[a].在命题的信念动作逻辑中引入子可能世界,使得其模型由两层构成:可
能世界和子可能世界,并且所有的公式均在子可能世界中解释.将动作模态词[a]对应必然模态词,信念模态词 B
对应全称量词,并且将子可能世界对应论域中的元素,则对公式 B[a]φ判断在一个可能世界中的真假值时,也会

出现个体跨可能世界相等问题.下一步,我们将通过限制信念动作逻辑中信念模态词的作用范围给出一种公式

分层的信念动作逻辑.类似于公式分层的谓词模态逻辑,在公式分层的信念动作逻辑中,公式是分层定义的,使
得在每个公式中信念模态词可以出现在动作模态词的范围内,并且动作模态词不能出现在信念模态词的范围

内,从而在公式分层的信念动作逻辑中避免个体跨可能世界相等问题. 
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