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摘  要: 在关系分类模型的学习过程中,目前还没有类似统计学习理论中学习界限的支撑.研究关系分类的学习

界限显得尤为重要,为此,提出了一些适用于关系分类模型的学习界限.首先推导出在模型假设空间有限和无限情况

下的学习界限.接着提出一个衡量关系模型关联数据能力的复杂性度量——关系维,并证明了该复杂度和关系模型

的生长函数之间的关系,得到有限 VC 维和有限关系维下的学习界限.然后分析了该界限可学习和有意义的条件,并
对界限的可行性进行了详细的分析.最后分析了基于马尔可夫逻辑网的传统学习界限和关系分类中的学习情况,实
验结果表明,所提出的界限能够解释实际关系分类中遇到的一些问题. 
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Study on Relational Classification Learning Bound 
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Abstract:  Currently, there is some lack of knowledge about learning bound in relational classification model. In this study, some 
learning bounds for relational classification are proposed. First, two bounds are deduced for finite and infinite hypothesis space of the 
relational classification model respectively. Further, a complexity metric called relational dimension is proposed to measure the linking 
ability of the relational classification model. The relation between the complexity and growth function is proofed, and the learning bound 
for finite VC dimension and relational dimension is obtained. Afterwards, the condition of learnable, non-trivial, and the feasibility of the 
bound is analyzed. Finally, the learning progress of relational classification model based on Markov logic network is analyzed with some 
examples. The experimental result on a real dataset has demonstrated that the proposed bounds are useful in some practical problems. 
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关系分类是一种在非独立同分布(non-independent and identically distributed,简称 Non-i.i.d)数据上的分类

方法.在关系分类过程中,样本间的关系将直接影响分类的结果.如果关系样本间具有很高的关系自相关值,关
系分类的结果将优于在独立同分布数据(independent and identically distributed,简称 i.i.d)上建立的分类模型[1].
虽然目前提出了很多关系分类的模型[2−6],这些模型也得到了广泛的应用[2,7−9],但是涉及这些模型的一般学习

界限的研究相对较少,因此非常有必要对该问题进行深入的研究. 
目前,与关系分类相似的时间序列数据学习问题中,文献[10,11]针对β混合或ϕ混合过程,使用数据点间的
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依赖强度得出一个界限.文献[12,13]针对 Non-i.i.d 数据泛化了 PAC Bayes 界限,形成了 Chromatic PAC Bayes 
(CPB)界限.类似于传统的 PAC Bayes 界限,该泛化获得了一个关于随机分类器的训练集一般界限.但由于该界

限需要计算数据点的关系依赖图的分数色数,这是一个 NP 难的问题,因此该界限很难在实际中使用.文献[14]
扩展了 Hoeffding 类型的概率界限,将其应用于 Non-i.i.d 测试数据中,和 CPB 界限一样,该界限使用关系依赖图

的分数色数,因此也难以实际使用.上述研究的基本思想概括起来就是:将数据分成块间独立、块内相关的一些

块,并使用块的数量作为参数来计算关系学习模型的界限. 
然而,上述研究难以应用于关系分类的环境下,这是因为研究关系分类的学习界限有 3 个问题亟待解决: 
(1) 关系分类模型的复杂度需要一个合适的度量 .实际上 ,一些关系模型 ,如关系马尔可夫随机场

(relational Markov random fields,简称 MRFs)、马尔可夫逻辑网(Markov logic network,简称 MLN)与
线性预测器类似,其复杂度也应该相近似. 

(2) 需要将目前提出的界限扩展到无限训练样本的情况下.当训练样本增长时,其数据之间的关联也随

之改变,在这种情况下,支撑界限的概率不等式可能发生变化,因此界限需要进一步扩展. 
(3) 学习界限的可行性需要验证.可学习和有意义的学习界限及其存在条件需要进一步的研究[15]. 
为此,本文针对以上的 3 个问题深入研究了 Non-i.i.d 训练数据上关系分类的学习界限.首先,我们提出一个

数据依赖(data-dependent)的学习界限,在已知整体样本的部分统计信息时,建立了关系分类模型的空间有限情

况下的学习界限;其次,在分类模型空间无限的情况下,将传统的 VC 维和我们提出的关系复杂性度量用于关系

分类的问题中.通过分析参数对界限的影响,得出关系分类可学习以及界限有意义的条件;最后,在真实的实验

中验证了该界限的有效性. 
本文第 1 节介绍关系数据和一个关系分类在测试集上的界限.第 2 节阐述数据依赖的关系学习的界限.第 3

节首先讨论界限的可行性,然后进行马尔可夫逻辑网的实例分析.第 4 节总结并给出下一步研究方向. 

1   关系数据及其测试集界限 

1.1   关系数据 

关系数据包括对象和对象之间存在的关系即链接.每个对象和链接都有一个类型.相同类型的对象或链接

有相同的属性.关系数据的一种表示形式为关系数据图.在该图中,点是对象,边是链接. 
另一种关系数据的表示形式是将对象和链接信息存储在表格中的关系数据库管理系统(relational database 

management systems,简称 RDBMS).一个表格通过特定的类型存储对象或链接信息.列描述关系数据的属性,行
则描述个体对象或链接.为了使数据的存储没有冗余,这些表格的信息可以被联合在一起构成一个联合表. 

图 1(a)描述了一个关系数据的模式,其具有两个对象类型:Paper和Author.图 1(b)为对应的数据图,描述了多

个 Paper 和 Author 的链接方式,反映了 Paper 是合著还是单独著作的. 
 
 
 
 
 

 

Fig.1  An example of relational data 
图 1  关系数据例子 

基于关系数据的概率模型是有结构的动态模型,用来处理不确定的关系域.一个模型通过数据图的属性来

描述一个联合分布.以图 1 为例,对象 Paper 拥有两个属性:Title 和 Area,对象 Author 也有两个属性:Age 和 Paper 
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Title.可以通过 Paper 的属性 Title 与 Author 的属性 Paper Title 联合,最终得到一个联合表来描述这些关系数据.
例如,一个可能的对象的概率分布为 

1 1 1 6 6 6 1 1 1 2 2 2

3 3

[ , , ,..., , , ] [ , , , , , ]

                                                                                     [ , ,

P Title Area AvgAge Title Area AvgAge P Title Area AvgAge Title Area AvgAge

P Title Area AvgAge

= ×
3 6 6 6,..., , , ],Title Area AvgAge

 

其中,联合对象 1 与联合对象 2 相关,联合对象 3~联合对象 6 相关. 

1.2   依赖强度 

依赖程度 d 描述的是一个属性与其相关联的属性之间的统计依赖性.在关系数据中,这种统计依赖性被称

为关系自相关系数,描述关系数据之间的自相关的程度.下面我们介绍两个关系数据自相关性的计算公式. 
自相关系数ρ在连续变量中的求解公式如下: 

 { , }
2

( )( )

( )
i ji j R

i ii R

z Z z Z

n z Z
ρ ∈
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− −
=

−
∑

∑
 (1) 

其中,∀i∈{1,…,N},N 是数据集的大小,zi∈Z 是连续属性的值,
1

1 ;N
iiZ z

N =
= ∑ R 是数据集中一组相关的数据点.ρ的 

取值范围为[−1,1].自相关系数ρ在离散数据中求解公式如下: 

 1 ( || )k
ii

q

KL p q
kH

ρ == ∑  (2) 

其中,k 是数据中独立子集数,pi 是相应的独立子集中属性值的概率分布,q 是离散属性值的最大熵,KL 为 KL 散

度,Hq 是 q 的墒.关系数据的特征是样本之间存在依赖性,或者样本之间由独立性所造成的距离有多远.因此,依
赖程度可以描述为 d=|ρ |. 

1.3   测试集界限 

假设有 m 个随机变量 Z1,…,Zm 根据联合概率 P[Z1,…,Zm]变化,如果这些变量存在独立的子集,则可将联合

概率进行如下分解:P[Z1,…,Zm]=P[Z1]P[Z2|Z1]…P[Zm|Zm−1,…,Z1],如果假设如下等式成立: 
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则可以通过推导得到 Non-i.i.d 数据的概率不等式[16,17] 

 

( )2

1

2
1

2 ( 1)

( )
(| [ ] | ) e2

k
j jj

N
j jj

N m d

b a
P Z E Z

ε δ

ε

=

=

− − −

−

∑
∑− ≥ ≤  (4) 

成立,对于
1( 1)

.
k

j jj m d

N

δ
ε =

−
>

∑
其中, , {1, , }1 , max ( ).N i

i j N i ji

zZ b a
N

δ ∈ …=
= = −∑ 如果∀j∈{1,…,k},dj=0 并且 k=N,那么该 

不等式可以转化为 i.i.d 数据上的 Hoeffding 不等式: 

 

2 2

2
1

2

( )
(| [ ] | ) 2e

N
j jj

N

b a
P Z E Z

ε

ε =

−

−∑− ≥ ≤  (5) 
给定一个关系数据的依赖性强度系数 d、损失函数λi=λ(ζ(xi),yi),∀i∈{1,…,N},λ的取值范围为[0,a],k 个独立 

子集.并假设 E[λ1]=E[λ2]=…=E[λN],那么从公式(4)可以得知,当 ( )N k ad
N

ε −
> 时有: 
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2   数据依赖的学习界限 

这一节,我们将把统计学习中经典的 VC 维界限扩展到关系分类问题中,扩展中有 3 个问题需要解决: 
(1) 确定 VC 维是否能适用于关系分类模型.很多流行的机器学习模型的 VC 维已经得到了广泛的研究,
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但是关系分类模型还没有得到很好的研究.实际上,VC 维衡量了给定函数集合的复杂性,其定义与数

据的独立同分布假设是否成立没有关系.我们发现,有些关系分类模型具有有限的 VC 维,具体的实例

将在第 3.2 节进行详细介绍. 
(2) 公式(6)只适用于给定数量的测试样本,不能适用于逐渐增加和分布改变的训练样本.这是因为当样

本给定时,其关系自相关系数 d以及独立子集个数 k也随之确定,那么公式(6)也将确定.而真实世界中

的关系数据是采样而来的,其 d 和 k 会随着 N 的增加而改变,那么公式(6)也会随之改变.为了描述这

种改变,我们引入 k 和 d 关于 N 的期望函数 EN[k]=fk(N),EN[d]=fd(N)及其相应的方差函数 var[k]=gk(N)
和 var[d]=gd(N),以便深入研究在关系数据波动的情况下学习的界限. 

(3) 有必要衡量关系分类模型关联数据的能力及其关联子模型的复杂度.当数据中关系较为普遍和复杂

时,关系模型相对于统计学习模型能够更好地表示这些数据间存在的关联,因此能够更好地拟合关

系数据.为了更好地刻画该能力,我们提出一个新的度量——关系维,来衡量关系分类模型关联子模

型的关联能力及其复杂度. 
接下来,我们首先推导有限的模型空间下的学习界限;其次,提出一个关系复杂度的度量并给出其生长函数

的界;最后,给出无限模型空间下的学习界限. 

2.1   有限的模型空间下的界限 

已知关系分类训练数据集 T={(x1,y1),(x2,y2),…,(xN,yN)},它是从关系数据联合表的联合概率分布 P(X,Y)非独

立但同分布关系采样获得的.设关系分类的模型集合Θ={M1,M2,…,M|Θ|},损失函数 L 是 0-1 损失.关于Θ的期望风 

险和经验风险分别是
1

1ˆ( ) [ ( , ( ))], ( ) ( , ( )).
N

i i
i

R M E L y M x R M L y M x
N =

= = ∑  

下面我们引入 k 和 d 关于 N 的期望函数 EN[k]=fk(N),EN[d]=fd(N)及其相应的方差函数 var[k]=gk(N)和
var[d]=gd(N),得到一个有限空间下的学习的界限. 

定理 1(假设空间有限下的学习界限). 设模型空间是一个有限的模型集合Θ={M1,M2,…,M|Θ|},已知 k 和 d 的

期望值分别是关于 N 的函数,即 EN[k]=fk(N),E[d]=fd(N),相应的方差为 var[k]=gk(N),var[d]=gd(N),则 

1 | | 1 ( ) ( )ˆ( ) ( ) ln ( ) ( )
2

k d
k d

k d

N g N g NR M R M N f N f N
N N

Θ ε
δ δ δ
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在 N 个采样的关系数据上以(1−δ)(1−δk)(1−δd)的概率成立. 
证明:由于 1 2 | |{ , ,..., }M M M= MM 是一个有限的集合,所以, 
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其中,ε ′为概率不等式的误差值. 

令 22| | exp [ ( )( )] ,N N k d
N

Θ ε ε δ⎧ ⎫′− − − + =⎨ ⎬
⎩ ⎭

将ε代入,则 

1 | | ( )( )ˆ( ) ( ) ln
2
N N k dR M R M

N N
Θ ε
δ

′− +
+ +≤  

以 1−δ的概率成立. 
将 k 和 d 的期望与方差函数代入可得: 

1 | | 1 ( ) ( )ˆ( ) ( ) ln ( ) ( )
2

k d
k d

k d

N g N g NR M R M N f N f N
N N

Θ ε
δ δ δ
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′+ + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥
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≤  

以(1−δ )(1−δ k)(1−δ d)的概率成立. 

2.2   关系复杂度 

在关系数据上建立的关系模型与传统 i.i.d 数据上的分类模型相比,能够更好地拟合数据间存在的关系.这
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可以理解为关系模型蕴含了两个方面的能力:一是与传统 i.i.d 数据上的分类模型一致的分类能力,二是拥有将

数据关联起来,然后集合分类的能力.基于这种考虑,为了细粒度的分析关系模型的分类能力,我们将关系分类

模型集合Θ划分为处理独立同分布数据的子模型ΘI 和用于关联数据的子模型ΘR. 
关系模型集合Θ的复杂性度量,我们仍然使用VC维 dΘ来衡量,这是因为一些关系模型如关系马尔可夫随机

场(relational Markov random fields,简称 MRFs)、马尔可夫逻辑网(Markov logic network,简称 MLN)与线性预测

器类似,其复杂度也应该相近似.ΘI 处理的是 i.i.d 数据,因此我们仍然使用 VC 维 dI 来衡量其复杂度.子模型ΘR

的能力是关联数据,目前还缺少衡量其能力及复杂度的合适的度量.为此,我们提出一个新的度量——关系维 dR

来衡量关系分类模型的关联数据能力及其复杂度,并证明了该复杂度和关系模型的生长函数之间的关系. 
定义 1. 对于给定的 N 个关系数据和关系分类模型集合Θ ,关系生长函数 SR(N )是该模型集合能够表示的

关系数据连接方式的最大数量: 

1
1 2 1 3{ ,..., }

( ) max |{( ( , ), ( , ), , ( , )) : , {1, , }, , } |,
N

R R R R i j Rx x X
S N x x x x x x i j N i jΘ Θ Θ Θ Θ

⊂
= ∀ ∈ ≠ ∈… …  

其中,ΘR 是关系分类器Θ的一个抽象子模型,拥有关联样本的能力. ( , )=1R i jx xΘ 指示样本 ix 和 jx 有关联, ( ,R ixΘ  

)=0jx 指示这两个样本没有关联. 

定义 2. 给定关系分类模型集合Θ,其关系维 VR(Θ)=max{N:SR (N)=2N (N−2)/2},也就是能够将 N 个关系数据的

( 1) / 2N N − 个连接方式都表示出来的最大数据个数. 

定理 2(关系生长函数的界). 给定关系分类模型集合Θ,其关系维 VR(Θ)=dR,那么对于任意的 N 个数据,有: 
( 1)

2e ( 1)( ) .
( 1)

R Rd d

R R

N NN
d dΘΛ

−

⎡ ⎤−
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≤  

证明:类似于子模型ΘI 的生长函数 SI(N)的输入为数据的个数 N,可以视这 N 个数据间最大的连接边数

( 1) / 2N N − 为子模型ΘR 的输入个数,进而得到关系生长函数: 

 

( 1)
2 ( 1)

2
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≤  □ 

引理 1(模型生长函数的界). 给定关系分类模型集合Θ,其整体模型集合的 VC 维存在并且等于 dΘ .模型集

合Θ的生长函数为 SΘ (N).用于处理独立同分布数据的子模型ΘI 的 VC 维为 dI,其生长函数为 SI(N).关联数据的

子模型ΘR 的关系维为 dR,其生长函数为 SR(N ).假设一个被子模型ΘI 正确分类的数据只能将与其连接的错误分

类数据纠正为与其相同的类别;关联不会损害ΘI 子模型的分类能力;模型ΘR 所能表示的任意一种数据连接方

式,能够正确纠正ΘI 未能正确分类的数据个数最大为 C(N),那么有: 
(1) 当 N≤dI 时,SΘ (N)=2N; 
(2) 当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2I R RN d N N d d> − −≤ 时,SΘ (N)=2N; 

(3) 当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2,2 ( ) ( )N
I R R RN d N N d d S N C N> − > − ≤ 时,SΘ (N)=2N; 

(4) 当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2,2 ( ) ( )N
I R R RN d N N d d S N C N> − > − > 时, 

( 1)
2e e ( 1)( ) ( ) ( ) ( ) ( ) .

( 1)

R R
I

d d
d

I R
I R R

N N NS N S N S N C N C N
d d dΘ

−

⎛ ⎞ ⎡ ⎤−
+ = +⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦

≤  

证明:对于 N 个关系数据,当 IN d> 时,子模型ΘI 可以表示的类别指派的数量范围是[0,SI(N)],那么其未能表

示的指派数量范围是[2N−SI(N),2N]. 
(1) 当 IN d≤ 时,子模型ΘI 已经能够正确地表示 N 个关系数据样本的 2N 个类别指派可能;又因为假设连接

不会损害ΘI 子模型的分类能力,因此无论ΘR 能够表示多少连接,整体模型的生长函数值都为 2N. 
(2),(3) 当 IN d> 时,子模型ΘI已经不能完全正确地表示 N 个关系数据样本的 2N个类别指派可能.这时需要

以子模型ΘR 的能力 ,将所有指派正确地表示 .当ΘR 表示的连接方式的数量大于关系维 ,即当 ( 1) / 2N N − ≤  
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( 1) / 2R Rd d − 时,无论ΘI的最大未能表示的类别指派数是否大于ΘR的最大能纠正的数量,其整体模型还是能将N
个样本的 2N个可能都正确地表示出来,因此其生长函数值为 2N.当 ( 1) / 2 ( 1) / 2,R RN N d d −>− 且ΘI的最大未能表

示的类别指派数 2N 小于ΘR 的最大纠正数 ( ) ( )RS N C N 时,其生长函数的值为 2N. 

(4) 当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2,2 ( ) ( )N
I R R RN d N N d d S N C N> − > − > 时,整体模型已经不能将 N 个样本的 2N 个可能都 

表示正确.但是当假设成立时,其生长函数的界为ΘI 所能表示的最大类别指派数和ΘR 所能表示的最大纠正数之

和,即 ( ) ( ) ( )I RS N S N C N+ . 

综上所述,引理 1 得证. □ 

2.3   无限样本下的界限 

在模型的空间无限的情况下,需要将其映射到有限的空间中,才能得到有效的界限.为此,我们扩展一般的

对称性引理到 non-i.i.d 的数据中,然后考察在采样的数据中产生的有限空间随数据量的增长情况. 
引理 2(关系模型对称性引理). 对于任意的ε>0,且 

21 1 1( ) ( ) / ( ) ( ) / 2ln ,
2 2k k d dN N f N g N g N g N

N
ε δ δ ε⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤′− − − − + −⎨ ⎬⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

≥  

有: ˆ ˆ ˆsup( ( ) ( )) 2 sup( ( ) ( ))
2M M

P R M R M P R M R M
Θ

εε
∈ ∈Θ

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′− > − >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
≤ 以(1−δk)(1−δd)的概率成立. 

证明: ˆ ˆ ˆ ˆ1{ ( ) ( ) }1{ ( ) ( ) / 2} 1{ ( ) ( ) / 2}.R M R M R M R M R M R Mε ε ε′ ′− > − < − >≤  
在不等式两边先对 1 1 2 2{( , ),( , ),..., ( , )}N NT x y x y x y′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= 求期望得到: 

2

ˆ ˆ ˆ ˆ1{ ( ) ( ) } { ( ) ( ) / 2} { ( ) ( ) / 2},

2 1 ˆ ˆ ˆ1 exp ( )( ) 1{ ( ) ( ) } { ( ) ( ) / 2}.
2

R M R M P R M R M P R M R M

N N k d R M R M P R M R M
N

ε ε ε

ε ε ε ε

′ ′− > − < − >

⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪⎪⎡ ⎤′ ′− − − − + − > − >⎨ ⎨ ⎬⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

≤

≤
 

两边对 T 求期望得到: 
2

2

2 1 ˆ ˆ ˆ1 exp ( )( ) { ( ) ( ) } { ( ) ( ) / 2},
2

1ˆ ˆ ˆ{ ( ) ( ) } { ( ) ( ) / 2}.
2 11 exp ( )( )

2

N N k d P R M R M P R M R M
N

P R M R M P R M R M
N N k d

N

ε ε ε ε

ε ε

ε ε

⎧ ⎫⎧ ⎫⎪ ⎪ ⎪⎪⎡ ⎤′ ′− − − − + − > − >⎨ ⎨ ⎬⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎪ ⎪⎩ ⎭⎩ ⎭

′− > − >
⎧ ⎫⎪ ⎪⎡ ⎤′− − − − +⎨ ⎬⎢ ⎥⎣ ⎦⎪ ⎪⎩ ⎭

≤

≤
 

若 22 1 ( )(
2

1 1
2

1 e
N N k d

N
ε ε− ⎡ ⎤′− − +⎢ ⎥⎣ ⎦−

≤ ,那么得到: 

21 1 1( )( ) 2ln .
2 2

N N k d
N

ε ε⎡ ⎤′− − + −⎢ ⎥⎣ ⎦
≥  

将 k 和 d 的期望值函数代入,得到条件: 

 
2

1 1 ( ) ( ) 1( ) ( ) 2ln .
2 2

k d

k d

g N g NN N f N g N
N

ε ε
δ δ

⎧ ⎫⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎪ ⎪′− − − − + −⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎣ ⎦ ⎣ ⎦⎩ ⎭

≥  □ 

定理 3(关系模型有有限 VC 维时学习的界限). 对于任意δ >0,δ k>0,δ d>0,假设关系分类模型Θ的 VC 维存在

并且等于 dΘ ,且数据间的关联关系不受关系模型的影响,那么, 

4 2e 4 ( ) ( )ˆ( ) ( ) ln 2 ln ln ( ) ( )
2

k d
k d

k d

N N g N g NR M R M d N f N f N
N d NΘ

Θ

δ ε
δ δ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪ ′+ + − + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎜ ⎟ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤  

以(1−δ )(1−δ k)(1−δ d)的概率成立. 
证明:通过引理 1,能够得到: 
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2[

ˆ ˆ ˆsup( ( ) ( )) 2 sup( ( ) ( ))
2

ˆ ˆ                                             2 (2 ) ( ) ( )
2

2e                                             2 e

M M

d N

P R M R M P R M R M

S N P R M R M

N
d

Θ

Θ Θ

Θ

ε

Θ

εε

ε
∈ ∈

−

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′− > − >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤′ − >⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎝ ⎠

≤

≤

≤

2/ 4 ( )( )]

.
N k d
N

ε ′− − +

 

将 k 和 d 的期望值函数代入,得到结果. □ 
定理 4(关系模型有有限 VC 维和有限关系维时学习的界限). 对于任意δ >0,δ k>0,δ d>0,关系分类模型集合

Θ,假设整体模型集合的 VC 维存在并且等于 dΘ ,模型集合Θ的生长函数为 SΘ (N).用于处理独立同分布数据的子

模型ΘI 的 VC 维为 dI,其生长函数为 SI(N).用于关联数据的子模型ΘR 的关系维为 dR,其生长函数为 SR(N).如果引 

理 1 的假设成立,那么,当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2,2 ( ) ( )N
I R R RN d N N d d S N C N> − > − > 时, 

( 1)
24 2e 2e (2 1) 4ˆ( ) ( ) ln 2 (2 ) ln ( )( )

2 ( 1) 2

R R
I

d d
d

I R R

N N N N NR M R M C N N k d
N d d d N

δ ε

−⎧ ⎫
⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪ ⎪ ′+ + − + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪

⎩ ⎭

≤  

以(1−δ )(1−δ k)(1−δ d)的概率成立. 
证明:通过引理 1,能够得到: 

当 , ( 1) / 2 ( 1) / 2,2 ( ) ( )N
I R R RN d N N d d S N C N> − > − > 时, 

ˆ ˆ ˆsup( ( ) ( )) 2 sup( ( ) ( ))
2

ˆ ˆ                                             2 (2 ) ( ) ( )
2

2e 2                                            2 (2 )
I

M M

d

I

P R M R M P R M R M

S N P R M R M

N C N
d

Θ Θ

Θ

εε

ε
∈ ∈

⎛ ⎞⎛ ⎞ ′− > − >⎜ ⎟ ⎜ ⎟⎝ ⎠ ⎝ ⎠
⎡ ⎤′ − >⎢ ⎥⎣ ⎦

⎛ ⎞
+⎜ ⎟

⎝ ⎠

≤

≤

≤

2
( 1)

2[ / 4 ( )( )]2e (2 1) e .
( 1)

R Rd d
N N k d

N

R R

N N
d d

ε ε
−

′− − − +⎧ ⎫
⎡ ⎤−⎪ ⎪

⎨ ⎬⎢ ⎥−⎣ ⎦⎪ ⎪
⎩ ⎭

 

从中解得: 
( 1)

24 2e 2e (2 1) 4ln 2 (2 ) ln ( )( ).
2 ( 1) 2

R R
I

d d
d

I R R

N N N N NC N N k d
N d d d N

ε δ ε

−⎧ ⎫
⎛ ⎞ ⎡ ⎤−⎪ ⎪ ′= + − + − +⎨ ⎬⎜ ⎟ ⎢ ⎥−⎝ ⎠ ⎣ ⎦⎪ ⎪

⎩ ⎭

 

将 k 和 d 的期望值函数代入,得到结果. □ 

3   界限分析与应用实例 

这一节我们首先对上一节所推导的界限进行可行性分析,从中得出一些关系分类模型可学习和有意义的

条件;然后,将该界限用于一个具体的统计关系模型马尔可夫逻辑网.相关的实例表明:该界限能够很好地解释

基于马尔可夫逻辑网的传统分类和集合分类的过程. 

3.1   界限可行性分析 

3.1.1   关系分类模型可学习的条件 
随着关系数据的增长,关系学习模型的平均误差应该逐渐收敛于期望误差,这表明模型是可学习的.但是根

据定理 3,该界限受到 4 个参数的影响,而传统的分类模型的界限只受到数据量 N 的影响.我们归纳得到以下的

可学习条件: 
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2

21 12ln
2 2
l

2
4

n

1 N

N
N

N

ε ψ

ε

δ

τ

ψ

τ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎨ ⎧ ⎫− −⎪ ⎨ ⎬

⎩

⎧ ⎫− >⎨ ⎬
⎩

⎪

⎭

⎭⎪
>⎩

≥
 (7) 

其中, ( ) ( ) / ( ) ( ) / , ln 2 ln 2e ln .k k k d d dN f N g N f N g N d N d dΘ Θψ δ δ ε τ Θ
⎡ ⎤ ⎡ ⎤′= − + + + = + −⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

当 fk(N)=1,fd(N)=N,gk(N)=N,gd(N)=N 时,可以获得最大的界限: 

4 2e 4 1ˆ( ) ( ) ln 2 ln ln 1 1 .
2 k d

N N NR M R M d N
N d NΘ

Θ

δ ε
δ δ

⎧ ⎫ ⎡ ⎤ ⎡ ⎤⎛ ⎞⎪ ⎪ ′+ + − + − + + +⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎨ ⎜ ⎟ ⎬
⎢ ⎥ ⎢ ⎥⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭ ⎣ ⎦ ⎣ ⎦

≤  

该不等式的最后一项是随着 N 的增长单调递减的,因此当 N 趋向于无穷大时,界限趋向于 0.这表明在这样

的条件下,该模型是可学习的. 
3.1.2   界限有意义的相关分析 

通过以上的分析,关系分类模型在某些情况下是可学习的,但是,界限是可学习的并不能保证学习是有意义

的(非平凡的,界限应该小于 1).接下来,我们专注于调查随着某些关系数据采样统计信息的变化对定理 3 提出的

界限的影响,如图 2 所示.在图 2 中,X 轴为训练样本数量,Y 轴为统计信息,颜色的深浅表示界限的 95%置信区间

的宽度,其中,黑色的线表示宽度为 1 的情况.在以下所有的实验中,我们设定 dΘ =30. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.2  Bounds variation with statistical information of sampling data 
图 2  随着采样数据统计信息的变化,界限的变化 

从图 2 中我们可以观察到以下的一些影响: 
• 当样本数量N增加时,在所有图中置信区间的宽度都是减少的,特别是在图 2(c)中.在当前的参数设置

0.10

0.08

0.06

0.04

0.02

0 
2     4     6     8 

4

3

2

1

0

Train set size (×104) 

W
id

th
 o

f 9
5%

 c
on

fid
en

ce
 

in
te

rv
al

 

Va
ria

nc
e 

of
 d

 

dΘ=30 
ε=0.1 
fk(N)=N/1.1 
fd(N)=0.1 
gk(N)=0 

100

80

60

40

20

0
2     4     6     8 

3.5 
3.0 
2.5 
2.0 
1.5 
1.0 
0.5 
0 

Train set size (×104) 

W
id

th
 o

f 9
5%

 c
on

fid
en

ce
 

in
te

rv
al

 

Va
ria

nc
e 

of
 d

 
(p

er
ce

nt
 o

f t
ra

in
 s

et
 s

iz
e)

 dΘ=30 
ε=0.1 
fk(N)=N/2 
fd(N)=0.1 
gd(N)=0 

dΘ=30 
ε=0.1 
fd(N)=0.1 
gk(N)=0 
gd(N)=0 

100
90
80
70
60
50
40
30
20
10

2     4     6     8 

4.0 
3.5 
3.0 
2.5 
2.0 
1.5 
1.0 
0.5 
0 

Train set size (×104) 

W
id

th
 o

f 9
5%

 c
on

fid
en

ce
 

in
te

rv
al

 

Ex
pe

ct
at

io
n 

of
 k

 
(p

er
ce

nt
 o

f t
ra

in
 s

et
 s

iz
e)

 dΘ=30 
ε=0.1 
fk(N)=N/2 
fd(N)=0.1 
gk(N)=0 
gd(N)=0 

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

0 
0     2     4     6     8    10 

7

6

5

4

3

2

1

0

Train set size (×104) 

W
id

th
 o

f 9
5%

 c
on

fid
en

ce
 

in
te

rv
al

 

Ex
pe

ct
at

io
n 

of
 d

 

(a) 变化 fk(N)和 N (b) 变化 fd(N)和 N 

(c) 变化 gk(N)和 N (d) 变化 gd(N)和 N 



 

 

 

2516 Journal of Software 软件学报 Vol.24, No.11, November 2013   

 

下,这样的趋势说明了如果模型有有限的 VC 维,那么关系模型是可学习的. 
• 图 2 中,黑色的线表示 95%置信区间的宽度为 1 的情况.显然,界限有意义的区域(置信区间宽度小于 1

的区域)小于无意义的区域(置信区间宽度大于 1 的区域),并且这样的现象与这些参数值的变化有极

大的关系. 
• 图 2(a)、图 2(b)表明,增加的 fk(N)和减少的 fd(N)将导致较紧的界限,如同定理 1 所描述的.如果关系数

据的 fk(N)和 fd(N)表现出较小的改变速率,那么也会得到一个较紧的界限. 
• 当 fk(N)和 fd(N)有较小的改变速率时,该界限对 fd(N)的变化不敏感,如图 2(c)所示. 
• gd(N)的变化对界限是否有意义有决定性的影响.图 2(d)显示:当 gd(N)≥0.06 时,尽管我们设置了一个

较小的 fk(N)和 fd(N),该界限仍然是无意义的. 

当样本数量 N 趋于无穷大时,该界限的极限为
4lim ( ) ( ) / ( ) ( ) / .k k k d d dN

N f N g N f N g N
N

δ δ ε
→∞

⎡ ⎤ ⎡ ⎤′− + + +⎣ ⎦ ⎣ ⎦  

通常情况下,关系数据的参数值取值为δd<0.05,ε ′=0.1 和δ k=0.05,这时,界限是否有意义将会极大地受到参数值

的影响. 
以上的这些观察与文献[15]所提出的界限的稳定性条件一致,该文献假设:如果关系分类数据有弱依赖性,

并且分类模型具有一定的稳定性和复杂度,那么所获得的界限是可学习的.本文提出的界限采用较小的关系自

相关系数 d 和确定的 VC 维,与其假设一致. 
通过以上的讨论,我们总结定理 3 所提出的界限的可行性如下: 
• 当关系分类模型有有限的 VC 维,并且不等式(6)成立时,模型是可学习的; 
• 有限的 VC 维不能保证界限是有意义的,并且有意义界限的条件很严格; 
• 数据采样的稳定性对于关系分类模型的学习界限是一个非常关键的性质,特别是与关系自相关值有

关的采样统计信息和数据中独立子集的数量. 

3.2   马尔可夫逻辑网实例分析 

这一节我们首先介绍一个能够用于关系分类的统计关系学习模型马尔可夫逻辑网,然后分析基于马尔可

夫逻辑网的传统学习和关系分类的情况. 
3.2.1   马尔可夫逻辑网 

马尔可夫逻辑网结合了一阶逻辑和Markov网,其基本思想是将一阶知识库的一些硬限制进行软化:当一个

世界违反知识库中的一个公式时,其发生的概率较小,但未必为 0.一个世界违反的公式越少,其发生的概率越大.
用公式的权值来表示公式限制强度的大小,权值越高,满足该公式的世界发生的概率与不满足该公式的世界发

生的概率之间的差就越大.基于这样的基本思想,MLN 定义如下: 
定义 3. 马尔可夫逻辑网 L 是二元组(Fi,ωi)集合,其中,Fi 是一阶逻辑公式,ωi 是实数.与有限常数集 C={c1, 

c2,…,c|C|}一起定义的马尔可夫逻辑网如下: 
(1) L 中的每一个闭谓词对应着 ML,C 中的一个二值节点.若闭谓词为真,则节点值为 1;否则为 0. 
(2) L 中的一个公式 Fi 可能的闭公式对应着 ML,C 中的一个特征.如果闭公式为真,则其为 1;否则为 0.特征

权重ωi 对应 L 中的 Fi. 
该定义可以看作构建马尔可夫网络的模板.如果常数集不同,它会产生大小不同的网络,但是所有关于结构

和参数的规则都是确定的(比如一个公式的所有闭公式都有相同的权重).我们把它称作基本马尔可夫网,以示

与一阶马尔可夫逻辑网的区别.对于一个可能世界 x,其基本马尔可夫逻辑网概率分布为 

 ( )
{ }

1 1( ) exp ( ) ( ) in x
i i i i

i i
P X x w n x x

Z Z
ϕ⎛ ⎞

= = =⎜ ⎟
⎝ ⎠
∑ ∏  (8) 

其中,ni(x)是 Fi 在 x 中所有取真值的基本规则的数量,而 X{i}是 Fi 中谓词的状态(真值),且有 { }( ) e .iw
i ixϕ =  

直观上看,马尔可夫逻辑网就是每个准则都有权重的一个一阶逻辑知识库,是构建马尔可夫逻辑网的模板.
从概率的视角来看,马尔可夫逻辑网提供一种简洁的语言来定义大型 Markov 网,能够灵活地、模块化地与大量
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知识合并.从一阶逻辑的视角来看,马尔可夫逻辑网提供了健全地处理不确定性、容许有瑕疵甚至矛盾的知识

库,降低了脆弱性.有许多统计关系学习领域的重要任务,如集合分类、连接预测、连接聚合、社会网络建模和

对象识别,都自然而然地成为运用马尔可夫逻辑网推理和学习的实例[18,19]. 
3.2.2   传统分类问题 

通过构造合适的谓词和子句,MLN 能够处理传统的分类问题[20].首先定义特征谓词 feature_i(row,value_i)
和类别谓词 class(row,value_c),用以涵盖特征矩阵和分类标签的基本信息.其中,row 为特征矩阵的行号,value_i
中的 i 为特征矩阵的列号,value_c 为类别标签.接着,将谓词组成分类用的一阶逻辑子句.文献[20]详细分析了可

能的分类子句形式后得出经验的结论,使用如下的子句集能够很好地描述分类所需的逻辑关系,从而达到较高

的分类准确度: 
feature_i(row,value_i!) 
feature_j(row,value_j!) 
… 
class(row,value_c!) 
class(row,+value_i)^feature_i(row,+value_i) 
class(row,+value_j)^feature_i(row,+value_j) 
class(row,+value_k)^feature_i(row,+value_k) 
… 

其中,操作符“!”表示 row 有且只有 1 个 value_i 的值.操作“+”表示该值可以被替换为数据中任意一个符合该常

量类型的值 ,使得以上的每一个子句都成为一个子句集 .该分类子句集*class(row,+value_i)^*feature_i(row, 
+value_i)的个数随着样本特征的数目及其取值可能的增加而增加.其输入为一个样本的所有特征值,输出一个

总的判断后的输出. 
上述字句集合的 VC 维实际上与特征的取值范围有关.例如,特征 Paper 的 Title 属性在图 1 中的取值范围

是无穷的,因此,最大能够分开的集合可以简单地将数据点沿着无限特征轴放置.图 3(a)这样的模型的 VC 维是

无穷大的(在图 3 中,X 轴和 Y 轴是两个特征,黑色的圆圈表示该实例的标签为正,黑色的十字表示该实例的标签

为负,浅色的圆圈则表示该实例被误分).但在大多数情况下,MLN 要求特征的取值范围是有限的.在这样的情况

下,以上子句集的 VC 维将是有限的.例如图 3(b),假设有 2 个特征分别有 5 个和 6 个可能的取值,那么其 VC 维 

为 9.一般情况下, 11 | |,m
iid FeatureΘ =

= + ∑ 其中,|Featurei|是第 i 个特征的取值可能的数量. 

 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.3  Examples of VC dimension of MLN classification model 
图 3  MLN 分类模型的 VC 维实例 

另一种分类子句集的方式是将所有特征谓词的所有可能的情况都联合起来,与类别的所有情况形成一个

合取的子句集,如: 
*feature_i(row,+value_i)^feature_j(row,+value_i)^…^feature_n(row,+value_i)^*class(row,+value_k). 
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该子句集实际上是对每一个特征的每一种取值建立一个规则来拟合数据.假设关系联合表中有 m 个特征,
那么在由这些特征组成的 m×m 的空间上,除非两个点的坐标相同,否则任意两个样本点都能通过调整相应规则

的权重来区分,即规则集合的分类能力的最小粒度为一个样本点(一个规则能够确定一个样本点的类别情况,而
不会影响其他点),因此,该子句集的 VC 维为无穷. 
3.2.3   关联已确定的关系分类问题 

集体分类的任务是在给定若干对象的属性以及它们之间的关系时,来判断这些对象所属的类别.作为关系

模型的 MLN,能够很容易地合并相关的信息,并且能够一次性地推断出所有的对象类别. 
关系数据与一般分类数据不同之处在于:其存在着直接特征和间接特征,并伴随着关系自相关特性.直接特

征将一个对象的标签和另一个对象标签直接相连.如果没有附加的子句和谓词,则该连接关系无法用传统的

i.i.d 分类模型得出.而间接特征是通过属性的一串连接关系后将两个对象的标签连接起来的关系,可以通过连

接相同的特征值的两个对象来实现. 
定理 3 成立的一个假设为数据的连接是由数据所确定,而不受关系模型的影响.在马尔可夫逻辑网的分类

模型中,这种假设可以由以下任意一个子句集实现: 
class(row1,+value_c1)^LinkTo(row1,row2)⇒class(row2,+value_c2) 
class(row1,+value_c)^LinkTo(row1,row2)⇒class(row2,+value_c) 
class(row1,+value_c)^LinkTo(row1,row2)⇒class(row2,value_c) 

其中,+value_c1,+value_c2 潜在地捕获连接模式,简单地包含 value_c,+value_c 子句仅仅有 5 个需要学习的权重,
每一个针对一个类别标签.value_c,+value_c 子句仅仅表示同质性的依赖,也就是对象有相同的标签才会关联,但
是允许非常不同的标签之间的关联.最后一个子句 value_c,value_c 是最简单的规则,对于所有样本仅仅学习一

个共享的权重. 
每一个子句都有能力去分类关联的样本.添加了连接子句到传统分类问题的子句中以后,将增加整体的

VC 维.但是由我们的观察得出,当添加了连接字句以后,传统分类问题的子句的 VC 维仅仅增加了 1.这主要是因

为连接的数据限制了模型可能标记的样本数,如图 3(c)所示.更多的观察结果下: 
• 当关系分类模型的VC维大于训练样本的数量时,该模型能够打散整个训练集的样本,这时不用添加额

外的连接性子句就能获得很好的训练准确度;相反,如果添加了连接性子句,则有可能会造成训练集和

测试集的误差增大. 
• 当关系分类模型的VC维小于训练样本数量时,该模型不能打散所有的样本.这时如果能够找到未打散

的样本和打散了的样本之间正确的关联,那么即使 VC 维并没有增加很多,但是由于模型更加拟合数

据,因此还是有可能提高分类准确度的. 
3.2.4   关联需要学习的关系分类 

有时候,数据之间的关联并没有显示地给出,这时就需要关系分类模型学习得到.这个过程一般被称为结构

学习,马尔可夫逻辑网连接直接特征可以通过如下的子句形式来实现: 
feature_i(row1,+v)^feature_j(row2,+v)⇒class(row1,+value_k)⇔class(row2,+value_k) 
class(row1,+value_k)⇔class(row2,+value_k) 
class(row2,+value_k)⇔class(row3,+value_k) 
class(row1,+value_k)⇔class(row3,+value_k) 

其中,后 3 个子句为传递子句集,描述了对象类别的传递性.该子句集能够将样本点划分成多个块,但本身并没有

将样本打散的能力,因此,该子句集的 VC 维为 0.虽然该子句集有能力连接相同特征值的两个对象,但是当对象

的特征值都不相同时,无法连接两个对象,因此,该子句集的关系维数为 1. 
另一种可能的连接方法是:将以上所有特征谓词的所有可能情况联合起来,推出两两对象的连接情况,如: 

*feature_i(row,+value_i)^feature_j(row,+value_i)^…^feature_n(row,+value_i)^*class(row,+value_k)⇒ 
class(row1,+value_k)⇔ class(row2,+value_k) 
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再加上传递子句集,这样的子句集合的 VC 维仍然是 0,但其关系维是∞. 
以上两个例子为 MLN 模型的一些特殊情况.在实际的 MLN 模型学习中,由于子句长度和子句个数的限制,

模型的 VC 维和关系维都可能是有限的. 
3.2.5   实验结果 

我们在 IMDB 数据集上做了一个简单的实验.该数据集[21]创建自 IMDB.com 的数据库,描述一个电影领域.
其中,对象包括 movies,actors 和 directors.关系如 WorkedIn(person,movie),Actor(person),等等.我们挑选了 30%的

数据作为测试集,剩余的 70%的数据作为训练集用上节提到的模型进行训练.该模型的 VC 维是有限的,因为在

我们的设置下,所有的特征都是有限的.测试集有 245 个样本,训练集有 945 个样本.分类的具体任务是确定一个

演员的性别基于指导他的导演.导演经常指导一个特定风格的电影,因此很可能需要特定性别的演员. 
我们从训练集随机选择 N 个样本,为了获得精确的关于 k,d 的统计信息,每次采样将会重复 1 000 次.然后根

据这些统计信息计算学习的界限,如图 4(a)所示.目前的结果显示:当样本数量为 945 时,界限仍然是无意义的,
但是界限整体呈下降趋势,这说明模型是可学习的.图 4(b)显示:当模型具有有限 VC 维的时候,随着训练集数据

量的增加,测试集的误差减少.这是由于模型的泛化能力增强了.这个实验结果与我们得出的学习界限一致. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 

Fig.4  Classification error and bound of MLN model on IMDB dataset 
图 4  MLN 模型的界限和其实际分类误差 

4   结论与展望 

本文将传统机器学习的一般学习界限扩展到关系分类的学习问题中.首先引入关系自相关系数 d 以及独

立子集个数 k 的统计信息函数,推导出当模型假设空间有限情况下的学习界限.然后,扩展传统机器学习的对称

性引理到关系分类环境中,推导出当模型假设空间无限情况下的学习界限.接着,提出一个衡量关系模型关联数

据能力的复杂性度量——关系维,证明了该复杂度和关系模型的生长函数之间的关系,推导出在有限 VC 维和

有限关系维下的学习界限.本文还分析了该界限可学习和有意义的条件,并对界限的可行性进行了详细的分析.
最后,分析了基于马尔可夫逻辑网的传统学习界限和关系分类中的学习情况.分析和实验结果表明,我们提出的

界限能够解释实际关系分类中遇到的一些问题. 
目前,大多数的关系学习模型研究集中在分析一个数据集作为整体输入模型的情况,还有一些研究考虑怎

样切分数据为训练集合和测试集合.在这些研究中,训练集的大小是有限的,这意味着 k 和 d 的统计信息容易获

得,那么我们提出的界限比较容易建立.然而,另外一些研究考虑输入的数据实际上本身也是来源于一个更大的

网络,在这种情况下,N 是无限的,那么 k 和 d 的统计信息的稳定性难以确定,因此,所得到的模型也不具有很强的

稳定性,界限也将难以建立. 
下一步我们将研究该界限在更多的关系分类模型中的应用,以及用实验来获取关系模型 VC 维和关系维的

近似值,并与文献[22]提出的关系分类学习的界限进行比较.如何在该界限的指导下建立一个稳定的、可学习的
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关系分类模型,也是下一步的研究方向. 
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