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摘  要: 近些年,在计算机图形学与虚拟现实技术领域中,自然现象的模拟得到了广泛的关注和研究.如何快速且

逼真地模拟自然现象,是此类研究的目的.以液体表面作为研究对象,总结了关于液体模拟近年来的部分研究成果;
针对三维液体的复杂流体状态,提出了一种基于半拉格朗日的液体实时仿真方法,并对仿真结果进行了表面构建.该
方法首先将Navier-Stokes方程离散化,并通过求解构造的Poisson方程得到每一时间步长的数值解,进而精确驱动粒

子运动以构建真实液体表面;之后,利用液体表面追踪及 Marching Cubes 表面重建,生成了真实的液体表面模型.实
验结果表明,该仿真方法不但在运算过程中遵循经典的流体力学方程,从而保证了结果的真实性,并且运算速度快且

能取得较好的视觉效果.在计算机游戏、电影制作以及医学等领域的仿真,均有广泛的应用前景. 
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Abstract:  In recent years, natural phenomena simulation attracts a spurt of research attention and interest in computer graphics and 
virtual reality domain. How to obtain realistic natural phenomena by simulation in an efficient way is the main purpose of this research 
field. This paper summarizes the main research achievements on the topic of liquid simulation. A real-time liquid simulation method based 
on semi-Lagrangian is proposed for liquid simulation, followed by a surface reconstruction method using simulated results. In this 
approach, Navier-Stokes equations are first discretized in both spatial and temporal dimensions. Second, by solving the constructed 
Poisson equation, numerical solution for each time step is obtained. Third, particle movements are accurately driven by the solved 
velocity field in order to simulate the dynamics of water. By applying surface tracking and Marching Cubes algorithm, water surface is 
finally extracted. Experimental results show that the simulation speed of this method is high enough for real time use. Satisfactory visual 
effect is also obtained, facilitating the usage of this application in computer games, movie making and virtual simulation in medical area. 
Key words:  liquid simulation; Navier-Stokes equations; semi-Lagrangian; natural phenomena simulation, real time 

真实世界中的自然现象丰富多彩,并且存在着多种复杂且丰富的细节信息,例如风、雨、烟雾、火焰、气

泡等.对自然现象的模拟仿真,主要可应用于计算机游戏与电影制作、虚拟手术的训练和仿真、机械制造与建

筑设计可视化以及科学研究可视化等领域.因此,自然现象的仿真成为虚拟现实技术研究中的一个重要方向.高
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质量的自然现象模拟须满足以下 4 点特性:高效性、高保真度、普适性、易耦合性.如何在数字世界中真实、

有效地快速重现此类自然现象,成为计算机图形学领域的热点研究问题. 
在多样的自然现象中,流体作为重要且最常见的组成部分,成为模拟仿真的主要对象之一.流体主要分为可

压缩流体(如气体)和不可压缩流体(如水、果汁)两部分.在计算机图形学领域,基于物理的流体仿真方法主要分

为两大类:基于网格的欧拉方法和基于粒子系统的拉格朗日方法.本文分析并总结了近年来的研究成果,以液体

为研究对象,提出并实现了一种基于半拉格朗日的动态液体表面建模方法.在算法中综合了两种主流方法的优

点,最后给出了实验结果与分析. 

1   流体仿真研究现状 

基于物理原理的流体模拟所涉及的现象主要包括:烟雾[1,2]、液体表面[3,4]、气泡[5−7]、火焰[8,9]、波浪[10]、

云[11]、粘稠液体[12,13]等.这些现象都是计算流体动力学[14]领域所关注的方面.基于物理原理的模拟方法,就是在

数字世界中依照某些特定的物理法则模拟自然现象.大多数基于物理原理的模拟方法计算量较大,特别是模拟

复杂的物体碰撞以及流体运动的过程,如流体的平流、扩散、涡流以及表面张力等细节内容也大大增加了真实

模拟流体动态规律的难度.因此,自然现象模拟需设计各种加速方法,以解决计算量大的问题[15,16]. 
由于实时性的限制,传统的流体仿真往往采用的是运算和绘制分开的方法,即先进行模型的运算并将计算

结果记录下来,当完成全部的仿真计算之后再对结果进行可视化显示.虽然当前一些简化的仿真方法可以达到

实时显示的效果,但是这些方法只适用于某些应用,如验证设计概念的可行性、电脑游戏等,对于精度要求较高

的应用,如医学仿真、空气动力学仿真等则不适用.当前,计算机图形学对流体仿真的研究需要对物理现象本身

有较为精确的求解,并利用最新的计算机技术及高速设备快速得到真实的视觉效果. 
液体的仿真在流体仿真中占有举足轻重的地位,大量的研究工作关注于各种不同形态的液体流动状态.较

早的流体仿真方法主要来源于 Foster 和 Metaxas[17]、Stam[18]、Foster 和 Fedkiw[19]提出的方法.目前,主流的液

体模拟方法大体上可以分为两类:基于网格的模拟方法和基于粒子的模拟方法.基于网格的模拟方法将自然空

间用整齐的网格划分,特定区域中的液体流动变化状态则记录在每一个网格单元上用于后续绘制,空间离散网

格的方法主要包括有限差分法和有限体积法等.此类方法一般可以得到高精度的结果,运用广泛,但对于飞溅等

流体效果建模较为困难,在多液体间交互[20]、液体与不可压缩物体间交互[21]、液体与可变形物体间交互[22]等

研究工作中 ,均运用了基于网格的方法 .基于粒子的模拟方法以平滑粒子流体动力学模拟方法 (smoothed 
particle hydrodynamics,简称 SPH)为代表,该类方法将流体分割为许多离散的元素,即粒子.任何一个粒子的物理

属性可以通过综合在该粒子某一空间距离内的其他相关粒子的属性而得到.该方法表达清晰,一般运算速度较

快,易于控制且能够保证质量守恒,但对于平滑的运动流体表面建模比较困难,计算量随着粒子数的增多而急剧

增大.由 SPH 方法演变出的方法主要有:预测纠正不可压缩 SPH 方法[23]、基于状态方程的 SPH 方法[24]、不可

压缩 SPH 方法[25]等.由此可以看出,以上方法各具优、缺点,因此需将基于网格的方法与基于粒子的方法相结合

使用 ,以同时满足精度和速度的要求 .本文提出的动态液体表面实时建模将采用一种基于半拉格朗日

(semi-Lagrangian)的方法综合使用这两种方法,以充分利用欧拉法具有较高精度的优点以及拉格朗日法在追踪

及控制流体运动中的灵活性的特点.后续章节将首先介绍本文方法中基于网格的纳维-斯托克斯方程的数值解

法,进而介绍基于粒子的动态液体实时跟踪及表面建模方法. 

2   Navier-Stokes 方程及数值解 

液体仿真方法大多是以流体动力学原理为理论基础,运算方法围绕着如何求解和优化流体控制方程,进而

得到方程的数值解作为每一时刻的仿真结果.纳维-斯托克斯(Navier-Stokes)方程由 Navier和 Stokes在不同时期

提出并加以完善,精确地形式化描述了流体的动态规律.除了用于描述能量守恒的能量方程,纳维-斯托克斯方

程通过动量方程和连续性方程分别描述动量守恒和质量守恒的规律.本节将介绍如何基于纳维-斯托克斯方程

的动量方程和连续性方程完成速度场的求解. 
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2.1   流体控制方程 

纳维-斯托克斯方程作为最著名的流体控制方程,用于模拟自然界中的各类流体.它也是目前描述流体最精

确、最全面的数学模型.本文将利用动量方程和连续性方程研究流体的运动规律,并应用于液体表面的实时建

模.常用的不可压缩的纳维-斯托克斯方程形式如下: 

 1u u u p g u
t ρ

υ∂
+ ⋅∇ + ∇ = ⋅

∂
∇+ ∇

G G G G G  (动量方程) (1) 

 0u∇ ⋅ =
G  (连续性方程) (2) 

其中, uG 表示流体速度,ρ为流体密度(纯水的密度大约是 1000kg/m3,空气的密度大约是 1.3kg/m3), gG 是重力加速 
度,υ是运动粘度系数(衡量流体的粘度大小).P 为压强,表示每单元区域的流体对外界所施加的力.符号∇及∇⋅分

别表示梯度(gradient)和散度(divergence)算子,∇⋅∇称为拉普拉斯(Laplacian)算子.公式(1)为动量方程,公式(2)为 

质量方程或不可压缩条件.本文将研究对象限制在三维空间,即约定 ( , , ) , ( , , ) , ( , , )T T T
x y zx x y z u u v w g g g g= = =

G G G ,从 

而将方程(1)和方程(2)进一步细化为 
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利用纳维-斯托克斯方程进行流体运动的仿真,关键是通过离散化得到微分方程的数值解以追踪流体在各

个时刻的位置、速度等运动状态.离散化的方法主要包括以下几种:有限差分法、有限元法、有限体积法.其中, 
• 有限差分法是数值方法中最经典的方法,将求解域划分为差分网格,用有限个网格节点代替连续的求

解域,然后将控制方程的导数用差商代替,推导出含有离散点上有限个未知数的差分方程组; 
• 有限元法是将一个求解域任意分成有限个互不重叠的微小单元,在每个单元里选择一些合适的节点

作为求解函数的插值点,将控制方程的变量改写成由各变量或其导数的节点值与所选的插值函数组

成的线性表达式; 
• 有限体积法是将计算区域划分为网格,并使每个网格点周围有一个互不重复的控制体积,将控制方程

对每一个控制体积分,从而得到一组离散方程. 
以上方法各有优势,在计算机图形学研究领域,如何快速似真地模拟液体运动过程是主要目标,为此,所选

取的差分方法需满足表达简洁、计算速度快、绘制结果逼真的条件.如 Bridson[26],Stam[18]等人提出的方法均选

取有限差分法作为离散方法,因其将微分问题变为代数问题的近似数值解法形式简单、可快速计算且适用于网

格结构,本文选取有限差分法以满足实时逼真绘制的要求.虽然离散化后得到的只是研究域中有限多个点的数

值解,但是离散化将差分方程的求解转化为普通的代数方程的求解,大大降低了计算的复杂性;并通过提高离散

化的精度即可以有效提高数值解的精度,从而得到逼真的仿真结果. 

2.2   Navier-Stokes方程的离散化 

2.2.1   空间离散化 
在基于网格的模拟方法中,空间被划分为标准的有规则形状网格.许多不同种类的属性需要被存储在网格

中的各个单元上,例如速度、压力、浓度等.Harlow 和 Welch[27]提出了一种 MAC 网格技术,MAC 网格是一种错

列的网格,它将不同的属性存储在网格中不同的位置上,而不是集中在同一节点.以三维网格为例,图 1 所示为

MAC 网格的一个单元.其中,网格单元(i,j,k)的属性 Pi,j,k 存储在网格的中心,而 ui,j,k,vi,j,k,Wi,j,k 分别在网格单元间的
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交界面上采样,表示网格单元(i,j,k)与单元(i+1,j,k),(i,j+1,k),(i,j,k+1)之间速度的法向分量.3 个速度分量均沿笛卡

尔坐标系的轴向,其中,i=1,…,imax,j=1,…,jmax,k=1,…,kmax.我们可以对速度的空间导数作如下中心差分表示: 

 , , 1, , , , 1, , , , 1, ,

, , , ,, ,

: , : , :i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j ki j k

u u v v w wu v w
x x y y z zδ δ δ

− − −− − −⎛ ⎞∂ ∂ ∂⎛ ⎞ ⎛ ⎞= = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠⎝ ⎠
 (5) 

同理,采用上述中心差分方法可以对公式(3)的其他空间差分项进行类似的离散化.中心差分方法的离散化

误差具有阶数 O(δx)2,采用 MAC 网格后相当于量化步长缩小了一半,从而将量化精度提高了 4 倍. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  A unit of 3D MAC grid 
图 1  MAC 网格单元 

2.2.2   时间离散化 
在流体动力学方程中对时间进行离散化,就是对公式(3)中的∂u/∂t,∂v/∂t及∂w/∂t这 3个时间差分项进行离散

化.在仿真过程中,假设每个时间步长为δt,则在每个 nδt 时刻,我们可以得到: 
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 (6) 

其中,n=1,…,N.Nδt 为仿真结束时间.如果我们令: 
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联合公式(3)、公式(6)、公式(7)并加以简化,可以得到: 

 1 1 1, ,
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n n n n n np p pu F t v G t w H t
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2.3   求解Poisson方程 

完成 Navier-Stokes 公式(3)的空间和时间离散化后,为了求解每一步的压强 p,我们将公式(8)代入公式(4): 
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公式(10)为压强 p 的三维 Poisson 方程,方程左侧为关于 p 的拉普拉斯算子,即∇⋅∇p,对于该算子中二阶偏导
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的离散化,可以在公式(5)所示的中心差分上再作一阶差分.事实上,Poisson 方程也可以表示为矩阵方程的形式,
即 Ax=b,只不过系数矩阵 A 隐含在拉普拉斯算子∇⋅∇中.目前,已有很多成熟方法求解此类线性方程组,然而按照

上述空间离散化的方法,在每个时间步长都需要求解 imax×jmax×kmax 个未知变量 pi,j,k.当离散化精度较高,即 imax, 
jmax,kmax 均较大时,经典的高斯消元法(Gaussian elimination)在存储消耗及时间消耗上都会比较高.在实际应用

中,一些迭代的方法往往更加可行,例如雅克比迭代法(Jacobi iteration)[28]、Gauss-Seidel 方法、SOR(successive 
overrelaxation)方法等等 .其他一些方法 ,如共轭梯度法 (conjugate gradient)[29]、Multigrid[30]方法、MICCG 
(modified incomplete cholesky conjugate gradient)[26]等虽更高效且具有更好的收敛特性,但相对于传统迭代法较

为复杂,因此在很多实时方法中,传统迭代法仍被广泛采用. 
获得公式(10)关于压强的求解结果后,应用压强关于 3 个方向的空间导数公式(11),并代入公式(8)即可得到

整个液体内部在 nδt 时刻的速度场. 

 . . 1, , . . , 1, . . , , 1

, , , , , ,

: , : , :
n n n n n nn n n
i j k i j k i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k

p p p p p pp p p
x x y y z zδ δ δ

− − −− − −⎛ ⎞ ⎛ ⎞ ⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= = =⎜ ⎟ ⎜ ⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠ ⎝ ⎠
 (11) 

3   基于粒子的实时液体仿真 

上述章节首先通过将 Navier-Stokes 方程离散化转换为代数方程,进而通过求解构造的 Poisson 方程得到每

一时间步长的数值解.本文提出的一种半拉格朗日仿真方法将利用求解的结果精确地驱动液体内部的粒子运

动,以达到真实反映液体表面形状的目的. 

3.1   基于粒子的动态传输过程 

动态液体的实时仿真即由速度传送液体本身和在液体中的其他变量的过程.在采用了上述基于网格的空

间和时间离散化的流体控制方程之后,对该仿真过程的应用是为了获取网格单元中的属性值在δt 后的更新值,
如一段时间步长后液体表面的位置、某些粒子的速度等等.基于粒子的流体仿真一般是将流体的速度属性应用

于各个粒子,也可计算温度等其他属性.在计算机图形学研究中,基于粒子的仿真由于其在构建形变物体上的优

势,在最近的研究中受到广泛青睐.例如,很多研究人员利用粒子方法来构建软性物体[31,32]、进行交互式流体仿

真[24]以及应用 SPH 方法进行流体表面构建[23−25]等等.由于基于粒子的仿真方法被称为拉格朗日方法,结合前面

介绍的基于网格的流体动力学方程求解,本文提出了一种基于半拉格朗日的方法用于液体表面实时绘制.这种

方法既充分利用欧拉式的精确求解结果,又应用了粒子的理念以完成动态液体任意形状的灵活构建,充分发挥

了这两种不同方法的优势. 
在基于粒子的流体仿真中,粒子作为构成整个流体的基本单元,每一个粒子都是一个单独的实体.为此,我

们需要定义如下的属性结构来描述每一个粒子.为简化起见,可以假设粒子的质量、密度等属性恒定,只讨论在

速度场的驱动下粒子位置的变化,该变化也直接决定了所要仿真的液体表面的形状细节. 

• 粒子的位置,即在空间 3 个维度上的坐标 ( , , )Tx x y z=
G ; 

• 粒子的速度,即三维速度向量 ( , , )Tu u v w=
G ; 

• 单个粒子的质量,记为 m; 
• 粒子的密度,记为ρ; 
• 压强,记为 p; 
• 颜色,即(r,g,b)值; 

• 外力,即 ( , , ) .T
x y zg g g g=

G  

在获得整个空间域的速度场之后,需要计算分布于单个网格中粒子的速度,以计算下一时刻每个粒子的速

度.通常,单个粒子的速度是通过粒子当前所处的位置对其临近 MAC 网格的速度进行线性插值得到,这样得到

的结果往往比直接采用粒子所处网格的速度更为精确.图 2表示了单个粒子在二维平面中,即在 z轴方向的索引

k 取固定值的情况下,在速度场驱动下的运动过程(如图中的空心粒子).图 2 以 MAC 网格(均匀分布 3×3 个粒子)
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的纵向速度 v 为例,描述了位置为(x,y)的空心粒子在当前速度场的运动属性. 

 

Fig.2  Particle movement in velocity field 
图 2  速度场中粒子的运动过程 

从图 2 可以看出,目标粒子的纵向速度可以从其周围 4 个网格,即(i−1,j−1,k),(i,j−1,k),(i−1,j,k)及(i,j,k)的纵向

速度插值得到.在二维情况下,如图 2 所示目标粒子的纵向速度 v(x,y)可以由这 4 个速度通过双线性插值得到.
同理,在三维条件下,应用类似的推导可以通过对 8 个单元格的速度进行三线性插值得到任何粒子的速度值.以
x 方向速度分量为例,给出位于(x,y,z)粒子的三线性速度插值的结果 u(x,y,z): 

令 

1 1 1

2 2 2

( 1) , ( 1 1/ 2) , ( 1 1/ 2) ,
, ( 1/ 2) , ( 1/ 2) ,

x i x y j y z k z
x i x y j y z k y

δ δ δ
δ δ δ

= − = − − = − −
= = − = −

 

则有, 

1 2 2 1, 1, 1 1 2 , 1, 1 2 1 1, , 1 1 1 , , 1

2 2 2 1, 1, 1 2 , 1, 2 1 1, , 1 1 , ,

[( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ]/( ),

[( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) ]/( ).
i j k i j k i j k i j k

i j k i j k i j k i j k

u x x y y u x x y y u x x y y u x x y y u x y

u x x y y u x x y y u x x y y u x x y y u x y

δ δ

δ δ
− − − − − − − −

− − − −

= − − + − − + − − + − −

= − − + − − + − − + − −
 

从而得到插值后的速度: 
 u(x,y,z)=[(z2−z)u1+(z−z1)u2]/δz (12) 
其中,i=int(x/δx)+1,j=int(y/δy+0.5)+1,k=int(z/δz+0.5)+1,int(⋅)为取整函数.同理,可计算得到粒子在 y 方向和 z 方向

的速度分量.完成单个粒子速度的精确插值之后,可以直接应用前向欧拉(forward Euler)方法更新每一个粒子下

一时刻的位置,如公式(13)所示: 
 xn+1=xn+δtun,yn+1=yn+δtvn,zn+1=zn+δtzn (13) 

3.2   边界条件 

在粒子的平流过程中,不可避免地与外围或液体内部的固体发生碰撞,例如海浪拍打海岸、水缸里的水波

碰到缸壁返回等等.由于流体经常与固体表面发生交互运动,这些固体表面也是最常见的边界条件,对这种边界

条件的解析往往通过约定位于边界的流体的速度来实现,常用的方法有不可滑动条件(no-slip condition)及自由

滑动条件(free-slip condition)[26].不可滑动条件针对的是具有粘性的液体在固体表面速度的限定条件:一方面,
由于代表液体成分的粒子不能流入或流出固体表面,从而液体粒子在固体表面的法向速度分量为 0;另一方面,
液体的粘性直接对固体表面的切向速度也产生了影响.为此,在不可滑动边界条件下,常常约定在固体表面的速 
度等于固体的速度,即 solidu u=

G G .当固体静止时,有 0.u =
G

自由滑动条件只对于液体在固体表面的法向速度分量

进行约束,即满足 ˆ ˆ.solidu n u n⋅ = ⋅
G G

同样,当固体静止时,有 ˆ 0.u n⋅ =
G

本文在实验中采用了自由滑动条件作为固体表 

面的边界条件. 
在建模液体表面的过程中,自由表面(free surface)是另外一种需要考虑的边界,即除了与固体边界接触之外

的液体表面,如海面的波浪、雨滴溅起的水花等.不同于固体边界,自由表面是由于液体的不断流动所形成的形

状不断变化的边界.本文将所研究的自由表面限定为水与空气之间的接触面,因为这种表面更为常见,对此类现
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象仿真更具有现实意义.自由表面的形状,事实上就是待建模的主要液体表面.根据文献[24]所述,空气比水要轻

700 倍,因此,空气对水的作用并不显著.在仿真过程中为反映出压强差,可以方便地将自由表面的压强限定为

p=0.为避免压强值从 0(空气中)直接突变到非零值(水中),直接与水交界的空气网格中,压强值可以通过线性外

推得到.假设第 i 个网格为液体网格,压强为 pi;第 i+1 个网格为紧邻的空气网格,压强为 pi+1;二者间自由表面的

位置为 xF=(1−θ)xi+θxi+1,θ为自由表面介于两个网格之间的线性比例,则为了保证 p(xF)=0,可以线性外推得到第

i+1 个网格的压强 pi+1=−(1−θ)pi/θ. 

3.3   稳定性分析 

选取时间步长的主要目的,是为了快速完成仿真过程而尽量不丢失数值精度.因此,在不损失效果的前提

下,需要选取尽可能长的时间步长.而在仿真过程中,为保证数值求解的稳定性,尽可能避免计算结果的震荡,需
要在算法设计过程中考虑离散化步长的稳定性条件.这个稳定性条件可以通过分析粒子在单个时间步长δt 运

动的距离与空间量化步长δx,δy 及δz 之间的关系得到,其中较为著名的是 CFL(Counrant-Friedrichs-Lewy)条件.
具体选取过程中 CFL 条件的方法是:选取足够小的时间量化步长δt 值,以保证粒子在速度场中移动的距离小于

单个空间量化步长.从上述第 3.1 节粒子速度的线性插值方法不难看出,单个粒子的速度必不超过其周边网格

速度的最大值.因此,CFL 条件在上述三维量化过程中可以表示为 
 |umax|δt<δx,|vmax|δt<δy,|wmax|δt<δz (14) 

从这个条件可以直接得到时间步长的取值为 

 
max max max

: min , ,
| | | | | |

x y zt
u v w
δ δ δδ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (15) 

时间步长的选取越大,则更易损失仿真的精度.但在计算机图形学中,流体仿真的目的是为了得到看似真实

的效果,下降一定量的精度,并不一定会导致模拟可视效果的明显不真实性.因此,在实际情况中,研究人员往往

为了提高运算速度而损失一定量的精度,从而采用改进 CFL 条件的方法以获得更大的时间步长.例如,Foster 等
人[19]选取的时间步长是 CFL 条件选取结果的 5 倍,并获得了很好的模拟效果.因此,时间步长的选取可针对实际

的研究需求来确定.在本文实验中,则直接采用了如公式(16)所示的条件,即增加一个缩放因子 kCFL 以增加δt 选

取的灵活性. 

 CFL
max max max

: min , ,
| | | | | |

x y zt k
u v w
δ δ δδ

⎛ ⎞
= ⎜ ⎟

⎝ ⎠
 (16) 

需要说明的是,在液体仿真的实际应用过程中,往往会考虑外力(如重力)的作用,在这种情况下,上述的 umax 

并非一成不变.一种更为鲁棒的稳定性条件是:将外力产生的加速度考虑在内,而采用 max max(| |) | | .u u t gδ= +
G G G

结合公式(16),即可得到 max CFLmax(| |) | |u u k x gδ= +
G G G G

作为修正后的最大速度值. 

4   液体表面跟踪及建模 

上述章节详细介绍了利用欧拉法求解流体控制方程,并通过得到的速度场驱动粒子运动的仿真方法.为验

证该仿真的整体效果以及对后续应用如真实感绘制的可行性,本节设计实现了基于上述半拉格朗日仿真方法

的液体表面跟踪及建模算法,并用于液体表面的生成.该算法主要包括两个部分:标量场计算及表面重建. 
在基于粒子的液体仿真中,液体的表面通常被定义为一个由标量场决定的等值面(isosurface),因此,标量场

的计算将直接影响液体表面的构建效果.本文为了验证上述基于半拉格朗日的仿真方法,采用了如公式(17)所
示的标量场[24,33]: 

 ( ) ( , )j
j

j j

m
x W x x hφ

ρ
= −∑G G G  (17) 

其中,W 为各向同性的平滑核.常用的核函数有高斯核、poly6 核、三次样条核等[24,33,34].本文在实验中选取 poly6
核,并且具有如下形式: 
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G ≤ ≤  (18) 

另外,公式(17)中液体粒子的密度ρj 可以通过其临近粒子质量进行加权求和的方法近似得到: 
 ( , )j i i j

i
mW x x hρ = −∑ G G  (19) 

至此,标量场函数 ( )xφ G
给定了一个粒子仿真后形成的等值面作为最终的液体表面.其中,在计算相应位置的

标量,即给定三维空间位置 xG 的 ( )xφ G
值时,需要首先确定对计算标量值有贡献的粒子.由于这个过程的计算量较 

大,在表面构建过程中,我们只对液体表面及临近的网格计算其相应的标量场以减少计算量.为了方便从邻近的

众多粒子中确定哪些粒子对标量值的计算产生贡献,我们在算法中采用了文献[35]中提出的数据结构,即为仿

真过程中的每一个粒子构建一个句柄(handler)以区分不同的粒子和网格标识 id,结构 startIndices包含 imax×jmax× 
kmax 个元素以记录每个网格中包含粒子的句柄入口值.这样,仿真空间中任意网格所包含的粒子信息都可以通

过访问上述结构获取,进而方便地由公式(17)完成标量值的求解. 
在表面重建中采用的是经典的 MC(marching cubes)方法[36].MC 方法最早在利用医学图像获得人体组织三

维模型的研究中提出,并在计算机图形学其他领域及流体仿真中得到广泛的应用[33,35,37].本文采用经典的 MC
算法对基于半拉格朗日的液体实时仿真方法作进一步的验证. 

完成液体表面网格的确定和标量场的计算后,即可应用 MC 方法以获得标量场所确定的等值面[37].MC 方

法通过遍历整个空间域的网格来完成所有表面三角面片的构建.在每个网格的处理过程中,如果立方网格 8 个

顶点的标量值都为正或都为负,则整个网格都在表面一侧,因而没有任何三角形面片生成;否则,根据网格顶点

标量值的分布关系,MC 算法通过线性插值获得三角形面元的顶点,以进一步生成整个液体表面.由于每个立方

网格都有 8 个顶点并且每个顶点的标量值可能为正也可能为负,因此单个网格将会产生 28=256 种可能的配置,
从而产生 256 种液体表面与网格的相交关系,而应用立方网格自身的对称性,可以将这个数量减少到 15 种独一

无二的情况.由于本文在表面建模中仅针对液体表面及邻近的网格执行 MC 算法,避免了在整个三维空间的所

有网格中运行 MC 算法,从而可以大大减少在非表面区域进行标量场计算和 MC 算法运行的冗余计算量. 

5   实验结果与分析 

本文提出了一种基于半拉格朗日的液体实时仿真方法,以上述介绍的流体控制方程的求解及基于粒子的

液体仿真方法为基础,应用了液体表面跟踪及建模的方法生成最终表面.仿真实验的目的是检验本文提出的基

于半拉格朗日液体仿真方法的效果和实时性,并通过液体表面的建模验证该仿真方法对液体表面生成及后续

应用的可行性.因此,实验部分主要包括两方面的内容:实时液体仿真及仿真液体表面生成.我们在实验中采用

OpenGL 可视化工具,并加入简单材质属性、视角变化控制以及环境光照等效果.为了验证算法在普通便携式

PC 上运行的可行性,整个仿真实验过程我们选用的硬件运行环境为 Pentium(R) Dual-Core CPU(2.20GHz)、
2.00GB 内存、NVIDIA GeForce GT 240M 显卡. 

5.1   实时液体仿真 

液体仿真实验中,我们以三维液体仿真为实验对象,并将液体视为不可压缩流体,即其密度在整个仿真过程

中保持恒定.速度场的求解采用不可压缩纳维-斯托克斯方程对所要研究的空间域和时间域进行离散化求解,并
由求解出的速度场驱动粒子进行液体的仿真.初始化过程中设置了初始条件,并在整个仿真过程中应用了上述

介绍的边界条件和稳定性条件. 
通过本文算法获得的三维液体粒子仿真结果如图 3 所示,图中展示的是单个水滴落入水面的波动过程.图

中分别列举了以δt 为 0.01s 时间间隔,在 0.84s,2.67s 及 3.57s 的仿真时间时粒子的分布情况.仿真过程采用

30×30× 30 网格分布,每个网格分布有 27 个粒子(27 particles per cell,简称 ppc),且在每个维度上都随机排列.另
外,为了模拟液体在方形水缸中的运动状况,我们对液体周围 4 个方向及底部全部采用自由滑动条件. 

由于每一时刻各个单元格的速度值及粒子的位置都通过仿真获得,图 3 在显示液体形状的同时,还给出了
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对应时刻的速度场情况(如图 3中第 2行所示).仿真初始条件中,我们给定水滴纵向向下的初速度,并在向下重力

的作用下完成整个仿真过程.在 0.84s 显示的是水滴刚落入水面时形成的圆形水涡及水涡周围形成的水花.从速

度场分布可以看出,最大速度分布在水滴落点的周围,这与当前水花向外扩散的实际情况相吻合.当水花向外扩

散结束后,更多的液体向中心回流,这从 2.67s 时的速度场可以看出.此时,液体中部具有最大速度,粒子沿着这个

方向向上移动,并形成水柱的雏形.水滴形成的水柱在速度场的作用下不断上升,在 3.57s 时达到最高值.在这个

过程中,形成水柱的粒子也不断减速,完成速度上行到下行的过渡.整个液面在这样的周期性速度场的影响下继

续完成若干次起伏,最终在 10s 左右的时间基本趋于平稳. 

         

         

t=0.84s                          t=2.67s                          t=3.57s 

Fig.3  Visualization of 3D fluid particle simulation 
图 3  三维液体粒子仿真结果 

为了反映本文提出的仿真方法的时间复杂度,我们分别对算法在不同离散粒度情况下的时间损耗情况进

行了比较.图 4 所示的是仿真刷新帧率与空间离散化粒度之间的曲线关系.在图 4 中,单个网格粒子个数由不同

图例所表示的曲线进行反映.图 4 中的曲线分别对空间网格精细度为 10×10×10,20×20×20,30×30×30,40×40×40
以及单个网格粒子个数为 8,27,64 和 125 几种情况进行分析.仿真帧率通过对仿真过程运行 10 次并对帧率

(frame per second,简称 fps)求平均值的方法获得,单次仿真的运行时间为 20s,δt 为 0.01s. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  FPS curve for particle simulation 
图 4  粒子仿真刷新帧率曲线 

图 4 中,纵轴采用了帧率的对数值作为最终的显示结果.从图中不难看出,当采用固定 ppc 值时,仿真帧率的

对数值 log (fps)基本上随空间网格的精细度呈线性趋势下降.这反映出仿真计算量随空间网格分割精细度的增

加呈幂级增加的特点,从而与算法计算复杂度 O(N3)的实际情况相符合,其中,N 是单个维度上分割的网格总数. 
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本文提出的基于半拉格朗日方法的粒子仿真由于在求解流体控制方程数值解时主要的目的是获得仿真空

间的速度场,继而驱动空间中的粒子运动,因此仿真的主要计算量更多与速度场的网格精细度和求解相关而并

非粒子个数.这一点也可以从仿真帧率曲线上看出来,例如在 5×5×5 ppc 曲线中,当网格精细度为 20×20×20 时,
整个仿真空间中基本保持有 1 000 000 个粒子,此时的帧率为 9.06fps;而在 3×3×3 ppc 曲线中,当网格精细度为

30×30×30 时,整个仿真空间中约有 729 000 个粒子,此时对应的仿真帧率为 5.92fps.尽管后者的粒子个数较前者

少很多,但是由于后者对空间网格划分得更细,在求解速度场时将耗费更多的计算量,从而有更低的仿真帧率. 
实时性是该实验另一个需要分析的内容,这一点可从图 4 中的曲线分析得到.当网格精细度为 10×10×10, 

20×20×20 时,无论单个网格粒子个数取上述何值,都可以将平均帧率保持在每秒 10 帧以上或接近 10 帧,从而具

有较好的实时性.而此时,仿真所驱动的粒子个数最高已经达到了 100 万个.另外,在网格精细度为 30×30×30,ppc
为 2×2×2 时,仿真帧率也高达 14.26fps,也能很好地满足实时性的要求,并得到较好、较精细的仿真效果(如图 3
所示的仿真结果).当 ppc 进一步提高到 3×3×3 时,对应的仿真帧率为 5.92fps,也基本能够满足仿真中进行交互的

要求.这里需要说明的是,本实验为验证算法在普通个人 PC 上应用和进一步扩展的能力,在实验中并未采用高

性能计算机或工作站.不难想象,通过提高计算机的运行速度,或采用最新的计算方法,如并行算法等,对本算法

进行优化,可以进一步提高本文提出算法的实时性. 

5.2   仿真液体表面生成 

上述实验主要围绕基于粒子的液体仿真及实时性分析展开,为了验证这种仿真方法对液体表面重建的能

力,以及后续应用更高级可视化方法的可行性,本文还对液体粒子仿真的结果进行了表面生成的实验.应用本文

第 4 节介绍的液体表面跟踪及建模的方法,对仿真结果通过完成标量场的计算以及执行 MC 算法,最终绘制得

到了如图 5 所示的液体表面. 

         
t=0.00s                   t=0.40s                    t=1.60s 

         
t=2.81s                    t=3.21s                   t=4.11s 

         
t=4.81s                    t=6.51s                    t=7.91s 

Fig.5  Surface constructed for 3D fluid 
图 5  三维流体表面生成结果 
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实验过程中在保证运算速度的情况下,为了提高绘制精度,采用了 40×40×40 的空间网格分割方法,绘制过

程采用光线追踪的方法. 
图 5 中包括了初始配置、水涡扩散及水柱上升与下落几个关键现象的程序运行效果.图 5 在 t=0.00s 时显

示了单个下落水滴及静止水面的基本配置情况;在仿真时间 0.40s 至 1.60s 的过程中,可以反映出水滴刚入水及

造成水涡向四周扩散的变化效果;在 2.81s 至 4.11s 时间过程中,列举了从水涡到达四周边界后向中部回流最终

形成完整水柱的过程.另外,图 5 中分别用 4.81s,6.51s 及 7.91s 的仿真结果逼真地反映出水柱从最高点开始下降,
最终到达水平面以下最低点的整个运动过程.由此,我们可以得到这样的结论:利用本文提出的一种基于半拉格

朗日方法进行的液体仿真,对液体表面的生成方法简单、效果真实,符合自然规律. 

6   结束语 

液体作为自然现象的重要组成部分,对液体的仿真成为计算机图形学的研究热点.本文总结了近些年液体

仿真的主要研究方法与成果,结合流体仿真原理,提出并实现了一种基于半拉格朗日的实时液体仿真方法,并针

对该方法的粒子仿真结果进行了液体表面的跟踪和建模.实验结果表明,该方法针对三维的液体仿真具有运算

速度快、视觉效果逼真的优势.将来的研究方向将集中在如何利用更逼真的渲染方法对复杂环境中的液体表面

进行绘制,以及对本文算法进行扩展,以运用于大规模高精度且形式多变的流体仿真中. 
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