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摘  要: 许多经典的聚类算法,如平均链接,K-means,K-medoids,Clara,Clarans 等,都是利用单一的聚类中心进行聚

类.为克服单一聚类中心只能描述凸状聚类的缺陷,CURE,DBSCAN 等算法使用多个代表点(或稠密点)表述任意形

状的聚类结构,但仍难以聚类重叠和噪声数据.为此,提出一种基于多层聚类中心(称为核心集)的凝聚聚类算法

(MulCA).该算法使用了多层核心集表述聚类结构,使得每一层数据集向其核心集凝聚.同时,上层的核心集自动成为

下层的数据集.随着每层核心集规模按α比例迅速减少,控制了凝聚过程的迭代次数.此外,引入了基于随机采样计算

ε-核心集(RBC)的技巧,将 MulCA 算法应用于大规模数据集.大量的数值实验充分验证了 MulCA 算法的有效性. 
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Abstract:  Many classical clustering algorithms like Average-link, K-means, K-medoids, Clara, Clarans and so on are all based on a 
single cluster-center and are only apt to discover convex-structured clusters. Other methods, e.g., CURE and DBSCAN, use more than one 
point to represent a cluster and can find some well-separated clusters of arbitrary shape. However, they only consider the original scale of 
the input data; thus, they cannot depart over-lapped or noisy clusters. To this end, this paper is used to propose a multilevel core-set based 
agglomerative clustering algorithm (MulCA). The idea of MulCA is that the clustering structure is described by multi-level core set. 
Clustering process is achieved through procedure which the top of the core set automatically becomes the underlying data set. In addition, 
through the introduction of random sampling based ε-core set (RBC), MulCA algorithm is applied to large-scale data sets. A large number 
of numerical experiments fully verify the algorithm MulCA. 
Key words:  multilevel; core-set; aggregation; large size 

聚类是一种重要的无监督学习过程,在模式识别、数据挖掘、机器学习、信息处理等领域具有重要应用.
直观地讲,聚类就是在多维空间中将某给定的数据集划分为若干互不相交的子集,该过程不依赖于数据关于类

别属性的先验信息,只考虑数据本身的特征属性以及数据之间的相互关系(度量或相似性)[1,2].整个聚类过程包
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括 3 个层次[3]:(a) 特征抽取,即得到原始数据的有效特征属性值;(b) 划分算法,即根据数据的特征属性值将数据

集划分成若干类;(c) 有效性评价以及结果解释,即对聚类的结果进行评价并给出面对实际背景的合理解释.聚
类算法的研究主要指上面聚类过程中第 2 层次的研究,其充分利用了机器学习、神经网络、数据库、多元统计、

图论等多学科的理论和技术,成为图像分割、数据压缩、信息检索等越来越多的理论和应用领域中的关键课 
题[1−6]. 

聚类算法的主要任务是将数据集按照“类内相似、类间相异”的原则进行分组.简洁直观的方法就是每一类

数据都与该类中的某个代表点或核心点充分接近,同时远离其他类的代表点或核心点,这种代表点或核心点一

般称为聚类中心.典型的算法包括平均链接[1,2]、K-means 算法[7]和 K-medoids 算法[8].平均链接和 K-means 算法

都是以平均值来表示该类,相比之下, K-means 算法具有更低的计算复杂度.由于平均值易受到异常值或噪声的

影响,因此 K-medoids 算法在每类中选取与其他点距离之和最小的真实数据作为聚类中心(如图 1 所示).这样虽

然改善了对噪声点和异常值的鲁棒性,但也增加了运算复杂度,不适合大规模数据.Kaufman 和 Ng 等人引入随

机采样的技巧,相继提出 Clara[8]和 Clarans 算法[9],克服了 K-medoids 算法复杂度较高的问题,使其适用于大规模

数据. 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.1  Cluster centers in K-means and K-medoids 
图 1  K-means 和 K-medoids 算法中聚类中心的选取 

那么,如同 K-means 算法和 K-medoids 算法,当我们需要把某数据集分为 K 类时,为每一类选择一个聚类中

心是否合适呢?若数据形态呈现为凸的球状或云团状,且数据的各类之间没有明显的交叉重叠,同时没有严重的

噪声污染时,合适的聚类中心的确可以准确表达数据的结构,获得满意的聚类结果.但是,当数据呈现非凸的形

状、重叠或噪声较严重时,只靠一个点(聚类中心)难以准确表述聚类的结构.为此,研究者开始考虑利用多个点表

述聚类的结构,比较典型的方法包括 CURE 算法[10]以及基于密度的算法[11,12].CURE 算法是利用固定 m 个点表

示一个类,这 m 个点称为代表点.代表点的引入,使得 CURE 算法能够得到分离较好的非球状和任意非凸形状的

聚类.代表点的选择遵循尽可能在该类中分散开的原则(如图 2 左图所示,圆圈和三角为 CURE 算法中两类的代

表点),同时使其按一定比率地向每类的均值向量(类中心)收缩(即引入一个收缩常数)以减少噪声的影响.另外,
在 CURE 算法中,类与类之间的距离定义为它们代表点之间距离的最小值,这类似于单链接算法,但收缩常数的

引入使得 CURE 算法对噪声有一定的鲁棒性.然而,CURE 算法中收缩常数往往难以确定:太小(接近 0),则受噪

声或野值的影响仍然很大;太大(接近 1),则收缩到类均值附近,这样只能获得类似球状的聚类(因为当收缩常数

为 1 时, CURE 算法即等价于 K 均值算法). 
基于密度的聚类算法如 DBSCAN[11],NBC(neighborhood-based clustering)[12]是将数据集中密度较大的点

(稠密点)视为数据集的代表点(如图 2 右图所示,圆圈为 DBSCAN 算法中的稠密点).DBSCAN 算法将固定半径

邻域中包含数据个数超过定值的点视为稠密点,然后建立从稠密点出发的凝聚聚类,直到某类中所有稠密点的

邻域中不包含新稠密点为止.相比前面的算法,DBSCAN 不需要事先确定聚类个数,但算法对其两个参数(邻域

半径以及邻域内数据个数的阈值)非常敏感,往往需要反复调整才能获得好的聚类结果.NBC 算法利用类似

DBSCAN 的凝聚聚类思想,但在判断稠密点时,根据每个数据自己 k 邻域和反 k 邻域内包含数据个数的对比情

况进行判断.这样,NBC 只需要一个参数,即最近邻个数 k,提高了算法效率. 
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Fig.2  Representative or dense points in CURE and DBSCAN 
图 2  CURE 和 DBSCAN 算法中代表点或稠密点的选取 

此外,作为 DBSCAN 方法对于网络数据聚类的一个推广应用,SCAN 算法[13]建立了针对网络数据特有的结

构化准则,将数据区分为 3 种不同的结构点,即毂、质心(centriod)和野值;并使用质心作为数据集的代表点. 
SDTC(structured directed-tree clustering)则是针对一般数据集的结构化聚类算法[14],具体做法是在数据邻域计

算时引入多项式核,使其质心点的确定少受噪声干扰,从而提高算法的鲁棒性.然而,虽然利用数据集合中的稠

密点作为代表点极大地增强了表达数据结构的能力,但是稠密点的判断一直是所有基于密度的聚类算法的关

键问题.一方面易受到参数变化、噪声野值的影响;另一方面,对于密度不均匀和存在聚类重叠的数据集往往效

果不佳. 
通过上面的算法分析可以发现,聚类中心一直是表述聚类结构的重要方式.这里的聚类中心包括 K-means

算法中的均值、K-medoids 算法中的 medoid、CURE 算法中的代表点、DBSCAN 和 NBC 算法中的稠密点、

SCAN 和 SDTC 算法中的质心等等.另外,聚类中心的数目也是从一个(e.g. K-means)到固定的 m 个(e.g. CURE)
以及到不确定的几个(e.g. DBSCAN),这使得方法能够表述的聚类结构也从分离的球状凸形进展到拉长非凸的

以及任意混合的多种形状.但是需要指出的是,面对如今日渐复杂的数据,现有这些基于聚类中心的算法仍然显

得力不从心. 
一方面,现在许多新兴产业和应用领域产生的数据更多地呈现出“类间相似、类内相异”的聚类结构,往往包

含大量噪声或野值,聚类之间存在明显重叠,分离性不好.对此,很多算法如 CURE,DBSCAN,即使对所有参数进

行不断调整也难以获得满意聚类结果;另一方面,随着互联网的日益普及,数据获取更加便利,数据规模也随之

扩大.对此,大部分算法经常需要过多地进行迭代,甚至迭代次数有时根本难以确定.例如,CURE 算法需要(N−k)
次凝聚过程(其中,N 为采样数据集规模,k 为聚类个数),而 K-means 或 K-medoids 的迭代次数依赖于初始中心的

选择,这给实际应用带来极大不方便. 
为提高聚类算法的效率,近年来,众多研究者纷纷引入 Multi-level 聚类的思想方法.例如,针对复杂的图划分

问题,Karypis 等人提出 METIS 方法[15,16],但是该方法类似于 K-way 最小割,只倾向于找到规模大小极为接近的

聚类.为此,Dhillon 等人对图粗划分后的分层结果,利用加权的核 K-means 方法对其进行分层、细化,实现了比

METIS 更高效的聚类过程.2006 年,针对自然图像,Sharon 等人基于代数多网格算子理论,提出一种基于加权凝

聚的分层分割算法(segmentation by weighted aggregation,简称 SWA)[18].具体地,输入图像的像素点集作为最底

层的顶点,SWA 逐层一次性地凝聚前一层中所有顶点的一半左右作为后一层的顶点,直至“目标分割块”凝聚成

功出现为止;逐层凝聚时,选择与原始图像中其他像素最相似的顶点保留下来,这些顶点即类似于图像中某个局

部邻域的中心点.这样,SWA 通过从底向上的金字塔形的多层凝聚过程快速有效地实现了图像中目标的分割和

提取. 
受此启发,本文将提出一种基于多层聚类中心(称为核心集)的凝聚聚类算法 MulCA(multilevel core-sets 

based aggregation),主要包括两方面: 
1) 每一层数据向其自身核心集进行粗化凝聚.具体来讲,计算每一层数据间的相似性得到该层数据集

的首要核心点,进而获得该层数据集α比例(α<1)的核心集,核心集中的每个点相当于一个局部的聚
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类中心;进一步地,下层(即前一层)的核心集自动成为上层(即后一层)的数据集,每层数据集规模按α
比例迭代减少 ,直至最顶层数据集个数等于聚类个数时 ,粗化迭代过程终止 (如图 3 第 1 行 
——多层核心集的粗化选取所示); 

2) 顶层核心集逐层往下进行凝聚细化.具体而言,虽然顶层的每个数据点都代表了某个聚类,但聚类结

构并不是只由这一个点表述,而是通过定义上下层核心集数据间的相似性逐层往下对各层核心集进

行凝聚细化,最终形成该聚类(如图 3 第 2 行——逐层的凝聚细化所示). 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  Two phases in MulCA 
图 3  MulCA 算法的两个过程 

相比前面介绍的基于代表点的聚类算法,MulCA 算法不是利用某层(即数据集本身最细那一层)某个或某

些静态的核心点表述一个聚类,而是通过多层核心集的凝聚演化动态表述一个聚类;而与其他 Multi-level 聚类

算法不同的是,当下层的核心集成为上层的数据集之后,上层数据集中的每一个点都对应着下层中的一个类,凝
聚了该类中其他点的信息,这样的逐层凝聚使得 MulCA 算法对于噪声以及密度不均等问题具有更好的鲁棒性.
可以说,动态表述和逐层凝聚是 MulCA 相对于其他代表点和 Multi-level 聚类算法的最大优势.进一步,MulCA
算法中每层核心集数目按α比例迅速减少,有效控制了整个算法的凝聚演化复杂度. 

此外,MulCA 算法可以推广到大规模数据集的聚类.对于较小规模的数据集,MulCA 算法的底层数据一般

取为数据集本身.对于较大规模的数据集,则可以用原始数据集的ε(ε接近于 0)比例核心集作为底层数据,而通过

引入随机采样的方法可以处理更大规模的数据集. 
本文第 1 节详细介绍 MulCA 算法.第 2 节为 MulCA 算法的实验分析以及与几种经典的基于代表点聚类算

法的比较.第 3 节将算法推广到大规模数据集聚类.最后一节总结全文. 

1   MulCA:基于多层核心集凝聚的聚类算法 

1.1   基于高斯核的相似性与α-核心集 

度量或相似性的定义是几乎所有聚类算法中必不可少的部分,常用的度量或相似性包括距离度量(欧式距

离、最大/最小值距离、马氏距离、明氏距离等)、核相似性、余弦相似性、密度相似性等. 
高斯核相似性是一种常用的相似性定义方式,其对噪声和边界具有一定的鲁棒性[4,19,20],因此,本文利用高

斯核定义数据间的相似性. 
定义 1(数据间的相似性). xi 和 xj 的相似性定义为 

2

2

|| ||

( , ) ,e
i jx x

i jx x σ
σμ

−
−

=  

其中,σ=σ0d,d 为数据集的直径. 
首先,利用相似性定义数据集中的首要核心点: 
定义 2(首要核心点 x*). 对于任意数据集 X,如果点 x*满足: 
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* arg max ( , ),
x X y X

y x

x x yσμ
∈ ∈

≠

= ∑  

则称 x*为集合 X 的首要核心点. 
有了首要核心点,自然可以定义次要核心点、第三核心点…一般地,可以定义数据集的α比例核心集: 

定义 3(α-核心集). 设 X 为任意数据集,记 *
1x 为其首要核心点, *

2x 为集合 *
1\ { }X x 的首要核心点.一般地,记 X

的前 k 个核心点分别为 * * *
1 2, ,,..., kx x x ,令 ( ) * * *

1 2\ { , ,,..., }k
kX X x x x= ,定义 X 的第 k+1 个核心点为 X(k)的首要核心点, 

即 

( ) ( )

*
1 arg max ( , ).

k k
k

x X y X
y x

x x yσμ+
∈ ∈

≠

= ∑  

X 的α-核心集定义为 
* * *
1 2{ , ,,..., },kX x x xα =  

其中,k=[α⋅|X|](|X|表示 X 中元素的个数,[⋅]为取整函数);α为 0~1 之间的实数,用于控制 X 的核心集的规模. 

通过随机生成 20 个点,图 4 给出了 * * *
1 2 20, ,,...,x x x 的分布情况(如图 4(b)所示)以及不同α对应的α-核心集示例

图(如图 4(c)~图 4(e)所示).可以看出,当α较小时,数据集的α-核心集往往是一些稠密点的集合.注意到第 k+1 个 
核心点为数据集移去前 k 个核心点后的首要核心点,因此α-核心集中的点往往是彼此分散开的,并没有完全集

中在数据集的稠密区域,它们类似于一些分散在数据集中的局部的聚类中心. 

         

(a) 原始数据图                  (b) 数字表示按定义 3 得到的核心点的顺序 

     

(c) α=0.3 时的α-核心集                (d) α=0.5 时的α-核心集                (e) α=0.7 时的α-核心集 

Fig.4  Determination of Corel-points and α-Corel-sets 
图 4  核心点的选取以及α-核心集 

1.2   基于α-核心集的凝聚分类 

由定义 2和定义 3可知,α-核心集体现了原数据集中元素基于相似性的相对重要性,其中的数据点往往是局

部的稠密点,类似于一些分散在数据集中的局部的聚类中心,因此可以通过 X 的α-核心集将 X 凝聚为若干类.显
然,与某个核心点相似性较大的 X 中的点应该凝聚在该核心点所在的聚类中.基于这种思想,给出 X 到 X 的α-核
心集的凝聚矩阵. 
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定义 4(凝聚矩阵). 设 X 为任意数据集,由集合 X 到其α-核心集 Xα的凝聚矩阵定义为 

-

1,                     ,
( , ) 0,                    , , .

( , ) ,  \ ,
( , )

X X

t X

m X m n
P m n m n X m n

m n m X X n X
m t

α

α

α

α

σ
α α

σ

μ
μ

∈

⎧
⎪
⎪ ∈ =⎪⎪= ∈ ≠⎨
⎪
⎪ ∈ ∈
⎪
⎪⎩

∑

 

显然, -X XP
α
是|X|×|Xα|的矩阵.凝聚矩阵体现的是集合 X 与其α-核心集 Xα中数据间的相关的程度.当 m=n 时, 

对应的凝聚矩阵中的元素值为 1,这表示数据集中每个数据都与其自身最相关;当 m≠n 且同时为核心集中的点

时,对应的凝聚矩阵中的元素值为 0,这表示核心集中的点不直接相互影响.而当 m 不是核心点、n 为核心点时,
对应的凝聚矩阵中的元素值表示非核心点依附于核心点的程度.注意到,其正比于两点的相似性.因此,X 到其α-
核心集 Xα的凝聚矩阵相当于将 X 划分为|Xα|类的模糊划分矩阵. 

由α-核心集 Xα借助凝聚矩阵 -X XP
α
可以将原数据集凝聚为|Xα|类,下面给出凝聚算法: 

凝聚算法(aggregation algorithm). 

Input X, * * *
1 2{ , ,,..., }kX x x xα = ; 

Initialize *{ }, 1,2,...,i iC x i k= = . 

For t=1:n { 

1
arg max ( , )X X

j k
m P t j

α−=
≤ ≤

 

Cm=Cm∪{xt} 
} 

Output C={C1,C2,…,Ck}. 
图 5 给出了图 4(a)数据集向其α-核心集(α=0.3)图 4(c)凝聚的过程,将该数据集聚为 6 类. 

 

Fig.5  Clustering results of MulCA for the data in Fig.4 (a) by the α-Corel-set in Fig.4 (c) 
图 5  利用图 4(c)中的α-核心集得到的图 4(a)的聚类结果 

虽然 X 的α-核心集 Xα可以将 X 划分为|Xα|类,但是未必能获得理想的聚类结果.特别地,若 X 由具有不同密

度的部分组成,根据高斯核相似性的定义,X 排在前面的几个核心点将集中在密度较大的部分,这样得到的聚类

结果往往是不合理的(如图 6 所示,从左到右依次为原图(有两部分组成,左侧密度较大,右侧密度较小)、原图的

前两个核心点(三角形)标记图以及数据集向两个核心点凝聚得到的聚类结果图).究其原因在于,α-核心集 Xα的

规模太小时,无法体现数据集的整体信息. 
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Fig.6  Faliure case of MulCA based on the one-level α -Corel-set 
图 6  基于单层α-核心集的 MulCA 算法聚类失败的例子 

1.3   多层α-核心集 

对于较复杂的数据集,只通过 X 的α-核心集 Xα可以将 X 凝聚为|Xα|类,陷入两难境地——|Xα|过小,易出现图

6 所示的情况,核心点集中在密度较大区域;|Xα|过大,则会将数据集凝聚为太多的类,无法找到完整的聚类结构.
鉴于此,本文引入多层α-核心集,通过逐层凝聚的方法,试图找到复杂数据集中完整的聚类结构.所谓多层α-核心

集模型,即将前一层数据集 X 的α-核心集 Xα作为后一层的数据集,继续计算其α-核心集,直到最顶层α-核心集的

个数等于预设的聚类个数为止. 
当计算 Xα的α-核心集时,如何得到 Xα的数据之间的相似性呢?显然,直接用高斯核相似性函数(定义 1)无法

体现前后两层的凝聚关系.注意到,Xα中的每个数据点相当于 X中的一个类,这样,Xα的数据之间的相似性相当于 
X 中的两个类之间的相似性.由于凝聚矩阵 -X XP

α
是将 X 划分为|Xα|类的模糊划分矩阵,自然可以利用 X 中每个 

点与聚类中心(即 Xα中的点)的隶属关系结合 X 中两点间的相似性定义两类之间的相似性(即聚类中心—— Xα

中的点之间的相似性).图 7 给出了 Xα中的点 k 和 l 相似性关系建立的示意图(k,l 表示 Xα中的两个点,i 和 j 表 

示 X 中任意的两个点, ( ) ( , )X k lα
σμ 为 k,l 的相似性),下面给出 Xα中的相似性关系的定义: 

定义 5(X的α-核心集 Xα中数据间的相似性). 设任意集合 X,Xα为 X 的α-核心集, -X XP
α
为 X 到 Xα的凝聚矩 

阵,则 Xα的加权相似性矩阵定义为 

-

( ) ( )
- ,

X X

X X
X XP Pα

α ασ σμ μ′=  

其中, ( )X
σμ 表示数据集 X 上的相似性矩阵, ( )Xα

σμ 表示其α-核心集 Xα上的相似性矩阵. 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.7  Similarity determination between data-points in Xα 
图 7  X 的α-核心集 Xα中数据间相似性的定义示意图 

归纳地,由定义 5 可以给出原数据集 X 的任意一层α-核心集的相似性.设 tXα 为 X 的第 t 层α-核心集,则 1tXα
+  

上的相似性为 
1( ) ( )

, 1 , 1,
t tX X

t t t tP Pα α
σ σμ μ

+

+ +′=  

其中,Pt,t+1 是集合 tXα 到其α-核心集 1tXα
+ 的凝聚矩阵 0( ).X Xα =  

( ) ( )( , ) ( , )X X
ik jl

i j
k l p i j pα

σ σμ μ
≠

= ∑

pik

pjl

i j

l
( ) ( , )X k lα
σμ

( ) ( , )X i jσμ
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1.4   多层α-核心集凝聚算法(MulCA) 

建立多层α-核心集模型后,通过逐层凝聚,得到多层α-核心集凝聚聚类算法(MulCA).如图 8 所示,MulCA 算

法主要包括两个步骤:形成金字塔形多层核心集的过程以及通过逐层凝聚将数据集分类的过程.图 8(a)表示形

成金字塔形多层核心集的过程,图 8(b)表示通过逐层凝聚将数据集分类的过程.最终将该数据集凝聚为两类,分
别为 1,2,3,6(灰色)和 4,5,7,8(黑色). 

               

(a) MulCA 算法步骤 1                           (b) MulCA 算法步骤 2 

Fig.8  A general algorithmic illustration of MulCA 
图 8  MulCA 算法示意图 

MulCA 算法的两个步骤具体为: 
MulCA 算法步骤 1. 计算数据集 X 的各层α-核心集直到最顶层的元素个数等于预设聚类个数,形成金字塔

形多层核心集.具体步骤如下: 
Input X, K (number of clusters); 

Initialize 0 , log KX X m
nα α

⎡ ⎤= = ⎢ ⎥⎣ ⎦
. 

Compute similiar matrix 
0Xα

σμ  of 0Xα  from definition 1 

Compute α-core set tXα  of 0Xα  from definition 3 
For t=1:m−1 { 

Compute Pt,t+1, 
1( )tXα

σμ
+

 from definition 4, definition 5 

Compute α-core set 1tXα
+  of tXα  from definition 3 

} 

Output 1
0,1 1,,..., , ,...,m

m mX X P Pα α − . 

MulCA 算法步骤 2. 通过逐层凝聚,将原数据集划分为 K= | |mXα 类.具体步骤如下: 

Input X, P0,1,…,Pm−1,m; 
Compute P0,m=P0,1⋅P1,2⋅…⋅Pm−1,m. 
Initialize *{ }, 1,2,...,i iC x i k= = . 

For t=1:n { 
 0,

1
arg max ( , )m

j k
i P t j=

≤ ≤

 

 Ci=Ci∪{xt} 
} 

Output cluster C={C1,C2,…,Cm}. 

算法中, tXα 表示数据集 X 的第 t层α-核心集,K表示需要聚类的个数,α-核心集的层数为 log K
nα

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

.在每层的

凝聚过程中,用 tXα 中的每一个数据代表着凝聚到与该点为一类的所有点,并同时将其代表的所有点传递到下 
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一次凝聚过程中去.因此在 MulCA-step2 中,使用了凝聚矩阵的逐层乘积得到最终的模糊划分矩阵 P0,m. 

然而,对于所输入的 K 值,不一定存在合适的 m 值使得 [ [ ...[ | |]]] .
m

X Kα α α =
次取整

为此,给定一个大于
K
α

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

的正整

数 M,在算法 MulCA-step1 中,当 1| |tX Mα
− ≥ 时,不改变算法,继续求 1tXα

− 的α-核心集 tXα ;当 1| |tX Mα
− < 时,则每层 

计算核心集,其规模不是该层数据集的α倍,而仅比该层数据集的规模小 1,直到等于 K 为止.这样,就保证了可以 

达到预定的聚类个数 K.简单计算可知,核心集的层数不超过 log .M M
nα

⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
 

1.5   算法的复杂度 

首先给出说明算法正确性的定理: 
定理 1. 对于任意的有限数据集 X、正整数 K 以及介于 0 和 1 之间的实数α,算法在有限步终止. 

定理显然可由上一节关于核心集的层数不超过 log M M
nα

⎡ ⎤ +⎢ ⎥⎣ ⎦
的结论得到(其中,n 为数据集的规模,M 可取

为大于
K
α

⎡ ⎤
⎢ ⎥⎣ ⎦

的正整数). 

在该算法中,α为 0~1 之间的实数,M 一般小于 20.一般来说,α不能太大也不能太小:当α接近于 0 的时候,凝
聚算法中每层得到的α-核心集仅仅取了最核心的部分点,对于大部分数据集一般得不到正确的聚类结果,如图

2 所示;当α接近于 1 的时候,每层得到的α-核心集将把大部分点作为核心点提取出来,这显然过于强调数据集的

局部信息,从而不能充分反映出它的整体结构.因此实际算法中,一般将α限定在 0.3~0.7 之间. 
MulCA 算法的计算复杂度 
第 1.3 节将 MulCA 算法分成两个步骤:得到多层核心集以及逐层凝聚.在相似性矩阵已知的前提下,主要的

计算量集中在: 
(1) 相似性的求和与排序,求每一层的核心集; 
(2) 相邻两层凝聚矩阵的计算; 
(3) 核心集相似性矩阵的计算; 
(4) 由凝聚矩阵得到数据集聚类结果. 

对于步骤(1),由于核心集的规模呈现等比数列递减,所有层核心集包含核心点的总数约为
1

nα
α−

,这样,步骤

(1)的计算复杂度不超过 2 ln ;
1

O n nα
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

对于步骤(2),每一次计算凝聚矩阵的复杂度为上下两层核心集个数的

乘积,这样,所有凝聚矩阵的计算复杂度不超过
2

2 ;
1

nO α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
对于步骤(3),根据定义 5,由凝聚矩阵计算核心集的相

似性矩阵涉及到矩阵乘法,因此,所有核心集相似性矩阵的计算复杂度不超过 21

cnO α
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟

−⎝ ⎠
(其中,c 为大于 2 但接 

近于 2 的常数 [21]);对于步骤(4),聚类结果只需要求出凝聚矩阵每一行的最大值 ,因此 ,计算复杂度不超过 

O(nKlnK).可见,步骤(3)的计算复杂度是最高的,因此,MulCA 算法的计算复杂度为 21
cO nα

α
⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

(c 为大于 2 但接 

近于 2 的常数).由相似性矩阵的定义 1,相似性矩阵具有一定的稀疏性,因此,整个算法的计算复杂度近似于数据

集相似性矩阵的计算复杂度 O(n2),这对于中小规模的数据集是可以接受的. 

2   实验比较及评价 

在本节中,将 MulCA 算法与具有单一代表点的 K-means 算法、平均链接算法以及多个代表点的 DBSCAN
算法、基本 CURE 算法进行比较,实验数据集包括具有各种形状、不同重叠和噪声的人工数据集以及部分真实
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数据集,其中,第 2.1 节是对任意形状数据集的实验,第 2.2 节是对不同重叠程度数据集的实验,第 2.3 节是对加入

不同数量噪声数据集的实验,第 2.4 节是对部分真实数据集的实验,第 2.5 节则对 MulCA 算法中的参数进行了

讨论.在第 2.1 节~第 2.4 节的实验中,算法的参数设置如下: 
• K-means 和平均链接算法:参数只有一个,即聚类数目,在所有实验中,该参数均取为数据集中真实的聚

类个数; 
• DBSCAN 算法:参数分别为定义稠密点的邻域半径 r 和个数 k(在具体实验中,k 一般取为 10 左右,r 根据

数据集的直径决定); 
• 基本 CURE 算法:参数分别为代表点数目 m 和收缩常数 c(在具体实验中,m 一般取在 6~10 之间,c 一般

取在 0.2~0.8 之间); 
• MulCA 算法:共有两个参数,其取值范围和默认取值见表 1.参数σ0 为高斯核的核宽参数,所有使用高斯

核相似性的算法都会涉及到此参数.MulCA 算法对σ0 的选取与其他算法相似,默认取值为 0.05(对于维

数较高的数据集,如 USPS,一般取在 0.1~0.2 之间).参数α为 MulCA 算法特有的参数,其控制了核心点的

选取比例.当α较小时,下一层核心集的规模较小,算法速度较快;当α较大时,下一层核心集规模较大,算
法速度较慢.但是,由于α太小时易出现图 6 所示的情况,因此在实验中,α的取值一般限定在 0.3~0.7 之

间,默认取值为 0.5. 

Table 1  Parameter setting in MulCA 
表 1  MulCA 算法的参数设置 

MulCA 算法参数 参数意义 取值范围 默认取值

α 控制核心点的选取比例 0.3~0.7 0.5 
σ0 高斯核的核宽 0.02~0.20 0.05 

 

2.1   任意形状的人工数据集实验 

好的聚类算法能够聚类任意形状的数据,本节将本文算法与 4 种经典的聚类算法(K-means、平均链接、

DBSCAN、CURE)对细长型、云团状、流形状等各种形状的数据集合进行聚类实验.6 种不同形状的人工数据

集均使用不同类型的高斯分布随机生成(图 9 中第 1 列),样本点数从上到下分别为 400,600,610,400,660,675(其
中,第 3 个和第 5 个数据集分别包含 50 个和 60 个分布在数据集空间域的随机噪声). 

 
(1) 原图     (2) K-means  (3) 平均链接 (4) DBSCAN  (5) CURE    (6) MulCA 

Fig.9  Comparison of clustering methods over six data-sets with different shaped-clusters 
图 9  不同形状数据聚类的结果比较 
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实验结果(图 9 中第 2 列~第 6 列)表明,DBSCAN 和 MulCA 算法能够聚类任意形状的数据集,而其余算法

对非凸数据及聚类结果不理想(DBSCAN算法的参数 r和 k从上到下依次为 4,10;0.33,10;0.5,15;0.6,10;17,10;0.9, 
10;CURE 算法的参数 m 和 c 从上到下依次为 6,0.2;10,0.6;7,0.7;10,0.2;7,0.6;10,0.8;MulCA 算法的两个参数α和
σ0 均取为默认值 0.5 和 0.05). 

2.2   不同重叠程度的人工数据集实验 

当数据集逐渐重叠时,聚类的难度变大.在本节,对两种人工数据集(图 9 的前两行分别对应的细长型数据和

团状数据),考虑重叠程度变大时,不同算法的聚类结果如图 10 所示,前 3 行为重叠程度不断增加的细长型数据

集,各包含 400 个数据点,后 3 行为重叠程度不断增加的云团状数据集,各包含 390 个数据点.可以发现,K-means、
平均链接和 MulCA 算法呈现出对重叠较好的鲁棒性,而 DBSCAN 与 CURE 算法对于重叠增大时的聚类效果不

理想(DBSCAN 算法的参数 r 和 k 从上到下依次为 4,10;33,9;29,9;0.4,10;0.5,12;0.5,10;CURE 算法的参数 m 和 c
从上到下依次为 6,0.2;6,0.6;6,0.6;6,0.6;6,0.6;6,0.6;MulCA 算法的两个参数α和σ0 均取为默认值 0.5 和 0.05). 

 

(1) 原图    (2) K-means   (3) 平均链接   (4) DBSCAN    (5) CURE     (6) MulCA 

Fig.10  Comparison of clustering methods over the data-sets with different degrees of overlap 
图 10  不同重叠程度的聚类结果比较 

2.3   加入不同个噪声点的人工数据集实验 

为了检验 MulCA 算法对噪声的鲁棒性,针对两种非凸人工数据加入逐渐增多的噪声点.图 11 左边为原图

(包含 300 个数据点)中分别加入 20,30,40 个随机噪声,右边为原图(包含 540 个数据点)中分别加入 30,50,70 个

随机噪声(第 1 行为原图,第 2 行为 MulCA 算法结果;MulCA 算法的两个参数α和σ0 从左到右依次取为 0.6,0.04; 
0.5,0.05;0.5,0.05;0.5,0.05;0.5,0.05;0.6,0.04). 

可以看出,MulCA 算法对噪声具有较好的鲁棒性. 
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Fig.11  Clustering results over the noisy data set 
图 11  噪声点逐渐增加时的聚类结果 

2.4   真实数据集实验 

为了进一步说明 MulCA 算法的有效性,本节将在部分真实数据集上进行聚类实验.选取的真实数据集分别

来源于 USPS(the United States Postal Service,由 16×16 维灰度图像构成,每个样本表示为 256 维向量,共包含 
7 291 个训练样本,2 007 个测试样本,本文的实验只取其中的测试样本)和 UCI 数据库(http://archive.ics.uci.edu/ 
ml/,加州大学欧文分校提出的用于机器学习的数据库,目前包含 223 个数据集,本文的实验选取其中的 wine 和

iris 两个数据集),实验所用数据集的具体情况如下: 
• usps (0,1):USPS 测试样本中选出数字 0 和 1 的样本,共包含 623 个数据; 
• usps (0,2):USPS 测试样本中选出数字 0 和 2 的样本,共包含 557 个数据; 
• usps (4,9):USPS 测试样本中选出数字 4 和 9 的样本,共包含 377 个数据; 
• usps (5,8):USPS 测试样本中选出数字 5 和 8 的样本,共包含 326 个数据; 
• usps (0,1,5):USPS 测试样本中选出数字 0,1,5 的样本,共包含 783 个数据; 
• wine:来源于 UCI 数据库,包含 178 个 13 维数据,分为 3 类; 
• iris:来源于 UCI 数据库,包含 150 个 4 维数据,分为 3 类. 
在实验中,MulCA 算法的参数(α,σ0)和 DBSCAN 算法的参数(r,k)分别标注在准确率的后面括号中,K-means

和 Average-linkage 的参数都取为实际的聚类数目.从表 2 中可以看出,与其他算法相比,MulCA 算法显示了极好

的聚类结果. 

Table 2  Clustering results of real data-sets 
表 2  真实数据聚类结果 

Accuracy 
数据集 MulCA (%) k-means (%) Average-Linkage (%) DBSCAN (%) 

usps (0,1) 99.84 (0.3,0.08) 98.56 57.46 94.22 (9.4,12) 
usps (0,2) 94.61 (0.4,0.03) 82.05 64.63 66.61 (10.3,12) 
usps (4,9) 75.60 (0.5,0.2) 78.78 52.79 44.03 (8.6,11) 
usps (5,8) 88.96 (0.4,0.1) 84.36 51.23 37.12 (9.6,11) 

usps (0,1,5) 81.48 (0.6,0.04) 79.80 45.72 70.37 (8.6,11) 
wine 71.91 (0.3,0.05) 70.22 38.76 53.37 (51,7) 
iris 96.00 (0.3,0.05) 89.33 68.67 73.33 (0.5,11) 

 

2.5   MulCA算法的参数实验与讨论 

图 12给出了α取不同值时,6个数据集的平均聚类准确率.可以看出,不同的α取值对大部分数据集的聚类效

果相似. 
图 13 给出了σ0 取不同值时,6 个数据集的平均聚类准确率.可以看出,当σ0 取值在 0.05 附近时,对大部分数

据集的聚类效果较好(6个数据集分别为第 2.1节图 9的第 1行、第 3行、第 6行数据集以及 Iris,wine和 usps (0,1)). 
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Fig.12  Average clustering accuracy varing with α 
图 12  α取不同值时,6 个数据集的平均聚类准确率 

 
 
 
 
 
 
 

Fig.13  Average clustering accuracy with different σ0 
图 13  σ0 取不同值时,6 个数据集的平均聚类准确率 

3   应用于大规模数据集 

3.1   应用于大规模数据集的算法框架 

对于大规模数据集,由于 n 很大,根据第 1.4 节得到的 MulCA 算法的计算复杂度为 2 ln
1

O n nα
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

,因此, 

MulCA 算法难以直接应用.为此,可以利用以下步骤得到适用于大规模数据的 MulCA 算法: 
(a) 先得到 X 的较小规模的子集 X0; 
(b) 在 X0 上使用 MulCA 算法进行聚类; 
(c) 将聚类结果从 X0 推广到 X(本文中,通过 X 与 X0 的相似性矩阵与步骤(b)得到的 X0 的模糊划分矩阵相

乘得到原始数据集 X 的模糊划分矩阵). 
如图 14 所示,数据集 X 共包含 35 000 个点,在步骤(a)中,分别通过 3 种方法(直接求ε-核心集、随机采样以

及基于随机采样求ε-核心集)得到包含 700 个点的子集 X0;在步骤(b)中,对子集 X0 使用 MulCA 算法进行聚类;
在步骤(c)中,将聚类结果分别推广到整个数据集. 

若 X0 的数据个数为 n0,则步骤(b)与步骤(c)的计算复杂度接近 2
01

O nα
α

⎛ ⎞
⎜ ⎟−⎝ ⎠

和 O(nn0),二者之和约为 O(n0n), 

远远低于直接在 X 上直接用 MulCA 算法的复杂度.于是,步骤(a)成为关键.要得到 X 的较小规模的子集 X0,需考

虑以下 3 种方法: 
(1) 取远远小于 1(接近 0)的正数ε,以 X 的ε-核心集 Xε作为 X0.在已知数据集相似性矩阵的前提下,计算 Xε

的复杂度约为 O(εn2),与步骤(b)、步骤(c)之和的复杂度相仿;但若数据集的相似性矩阵未知,则需要先计算相似

性矩阵,复杂度为 O(n2).由此可见,这种方法对于成对数据、网络数据等已知相似性矩阵的数据集是可行的,但
是对于相似性矩阵未知的数据集,并不能根本地降低算法的复杂度(图 14 中的第 1 行). 

(2) 如同已有的一些适用于大规模数据集的聚类方法(Clara[8]、Clarans 算法[9]、CURE 算法[10]等)引入随机

采样的技巧,直接以随机采样得到的数据集作为 X0,这样几乎不需要增加任何的计算量,但是一次随机采样往往

具有很大的不确实性,易受到噪声等的干扰,无法确保聚类结果(图 14 中的第 2 行,由于噪声的影响,聚类结果不
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理想). 
(3) 由于上面的两个方法都有明显的缺陷,考虑一种新的得到 X0 的方法:首先对 X 进行随机采样得到较小

规模的数据集为 X′(设其个数为 n′);然后计算 X 中每个数据与 X′中每个数据的相似性的和,将相似性的和进行

排序,按照定义 3 得到 X 的ε-核心集作为 X0.这样就不需要计算数据集 X 中两两点之间的相似性,计算相似性的

复杂度减少为 O(n′n),求 X的ε-核心集 Xε的复杂度仍为 O(εn2).这种基于随机采样计算ε-核心集(random sampling 
based ε-core set computation,简称为 RBC)的方法可以有效弥补上面两种方法的缺陷(图 14 中的第 3 行,先随机

采样了包含 3 000 点的数据集 X′,然后得到了 X0,相比第 2 行直接随机采样得到的 X0 更能体现数据集的结构,
因而在只有第 1 行复杂度 10%的情况下,得到了同样的聚类结果). 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.14  Framework of MulCA on the large scale data 
图 14  MulCA 算法在大规模数据集的应用框架 

3.2   实验分析 

本节将通过实验说明基于 RBC 方法的 MulCA 算法在大规模数据集聚类中的有效性(若无特别说明, 
MulCA 算法中的参数均为第 2.5 节中的默认取值). 

首先考虑 RBC 方法(基于随机采样计算ε-核心集)对噪声的鲁棒性.选取原始数据集为包含 15 万个点的同

心圆环,分别加入 5 万、10 万、15 万和 20 万个均匀分布的随机噪声,实验结果如图 15 所示(4 列分别为 3 000
点随机采样集、RBC 得到的 800 点核心集、核心集的聚类结果以及原始数据集的聚类结果).可以看出,基于 RBC
的 MulCA 算法对逐渐增加噪声的大规模数据集具有很好的鲁棒性. 

基于 RBC 方法首先进行随机采样,然后计算原始数据集与随机采样集的相似性矩阵,由此得到原始数据集

的ε-核心集.计算核心点主要利用数据之间的相似性,因此,高斯核的核宽σ0 会影响核心集的选取.下面,通过实

验说明基于 RBC 方法的 MulCA 算法对相似性矩阵中核宽参数σ0 的鲁棒性. 
取实验数据集为包含 15 万个点的同心圆环,并加入 2 万个平均分布的随机噪声.图 16 和图 17 分别显示了

使用随机采样的 MulCA 算法和使用 RBC 方法的 MulCA 算法的聚类结果.显然,RBC 方法对参数具有更好的鲁

棒性.图 16 中,内外两个同心圆环共包含 150 000 个点,加入 20 000 个均匀分布的噪声点,利用随机采样的方法

进行 MulCA 聚类(第 1 行分别为原始数据集和随机采样集,第 2 行为不同参数得到的采样集聚类结果,第 3 行为

最终得到的数据集的聚类结果).图 17 中,内外两个同心圆环共包含 150 000 个点,加入 20 000 个均匀分布的噪

声点,利用 RBC 方法进行 MulCA 聚类(第 1 行分别为原始数据集、随机采样集和核心集,第 2 行为不同参数得

到的核心集聚类结果,第 3 行为最终得到的数据集的聚类结果). 
 

(b) 在小规模子集上的聚类 

(c)

(c)

(c)

(b)

(b) 

(b)

(a)

(a)

(a) 

(1) 

(2) 

(3) 

(1) 直接计算ε-核心集

(2) 随机采样

(3) 基于随机采样计算ε-核心集 (c) 聚类结果推广到原始数据集 

(a) 获得小规模抽样子集 
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Fig.15  Results of RBC-based MulCA on the data with more and more noise 
图 15  不断增加噪声时,使用随机采样计算ε-核心集(RBC)的 MulCA 算法效果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

σ0=0.03                σ0=0.04                 σ0=0.05 

Fig.16  Clustering results of MulCA by random sampling 
图 16  使用随机采样的 MulCA 算法的聚类结果 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

σ0=0.03                σ0=0.04                 σ0=0.05 

Fig.17  Clustering results of RBC-based MulCA 
图 17  使用 RBC 方法的 MulCA 算法的聚类结果 
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4   总  结 

利用聚类中心进行聚类是一种重要的聚类方法,产生了诸如 K-means、平均链接、Clara、CURE、DBSCAN
等许多经典的聚类算法.其发展过程是从单一的聚类中心(如平均链接,K-means,K-medoids,Clara,Clarans 等算

法)到固定数目的多个聚类中心(如 CURE 等算法),再到不确定数目的聚类中心(很多算法中称为稠密点或质心

点,如 DBSCAN,NBC,SCAN,SDTC 等算法).聚类中心数量的增多,的确使得聚类中心所表述的聚类结构从球状、

凸状到任意形状,但是也带来参数增加、对数据的重叠或噪声敏感等缺点. 
为此,本文提出一种基于多层聚类中心(称为核心集)的凝聚聚类算法.该算法创新性地使用了多层核心集

凝聚动态表述聚类结构,使得每一层数据集向其核心集凝聚.同时,上层的核心集自动成为下层的数据集.随着

每层核心集规模按α比例迅速减少,控制了凝聚过程的迭代次数.在人工数据集和实际数据集的聚类实验中,将
MulCA 算法与几种经典聚类算法进行比较,并对 MulCA 算法中的参数进行了实验分析. 

此外,本文还引入了基于随机采样计算ε-核心集的技巧,将 MulCA 算法成功应用于大规模数据集.通过大规

模数据集的聚类实验,说明了本文提出的 RBC 方法在聚类结果、噪声与参数的鲁棒性等方面都优于直接随机

采样的方法. 
今后的进一步工作将着眼于 MulCA 聚类算法框架的推广应用,使其能适用于更多种数据型态的复杂聚类

问题. 

致谢  衷心感谢匿名审稿人对本文改进提出的宝贵意见. 
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