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摘  要: 现实世界中的一些多目标优化问题经常受动态环境影响而不断发生变化,要求优化算法不断地及时跟踪

时变的 Pareto 最优解集.提出了一种记忆增强的动态多目标分解进化算法.将动态多目标优化问题分解为若干个动

态单目标优化子问题并同时优化这些子问题,以便快速逼近 Pareto 最优解集.给出了一个改进的环境变化检测算子,
以便更好地检测环境变化.设计了一种基于子问题的串式记忆方法,利用过去类似环境下搜索到的最优解来有效地

响应新的环境变化.在 8 个标准的测试问题上,将新算法与其他 3 种记忆增强的动态进化多目标优化算法进行了实

验比较.结果表明,新算法比其他 3 种算法具有更快的运行速度、更强的记忆能力与鲁棒性能,并且新算法所获得的

解集还具有更好的收敛性与分布性. 
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Abstract:  In addition to the need for satisfying several objectives, many real-world problems are also dynamic and require the 
optimization algorithm to continuously track the time-varying Pareto optimal set over time. This paper proposes a memory enhanced 
dynamic multi-objective evolutionary algorithm based on decomposition (denoted by dMOEAD-M). Specifically, the dMOEAD-M 
decomposes a dynamic multi-objective optimization problem into a number of dynamic scalar optimization subproblems and optimizes 
them simultaneously. An improved environment detection operator is presented. Also, a subproblem-based bunchy memory scheme, which 
allows evolutionary algorithm to store good solutions from old environments and reuse them as necessary, is designed to respond to the 
environment change. Simulation results on eight benchmark problems show that the proposed dMOEAD-M not only runs at a faster speed, 
more memory capabilities, and a better robustness, but is also able to find a much better spread of solutions and converge better near the 
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changing Pareto optimal front, compared with three other memory enhanced dynamic evolutionary multi-objective optimization 
algorithms. 
Key words:  evolutionary computation; multi-objective optimization; dynamic environment; memory scheme; decomposition 

现实世界存在大量多目标优化问题(multi-objective optimization problems,简称 MOPs).MOPs 中,多个目标

经常彼此冲突 ,需要在优化过程中对各个目标进行折中 ,最后得出一组折中解——Pareto 最优解集(Pareto 
optimal set,简称 POS)供决策者进行决策 [1].进化多目标优化(evolutionary multi-objective optimization,简称

EMO)主要研究如何利用进化算法求解 MOPs,已成为进化计算领城的研究热点[2].MOPs 进一步可分为静态

MOPs 与动态 MOPs(dynamic MOPs,简称 DMOPs).受动态环境影响,DMOPs 的目标函数、约束函数和相关参数

都可能随时间不断变化[3].因此,求解 DMOPs 的动态 EMO(dynamic EMO,简称 DEMO)算法必须能够自动检测

与响应新变化,以快速的收敛速度及时跟踪时变的 POS,这给 EMO 研究带来新的挑战[4].近 5 年来,一些研究人

员对 DEMO 产生了浓厚兴趣,他们分别根据遗传算法、人工免疫算法、粒子群优化算法、协同进化算法以及

膜计算等自然计算方法设计了相应的 DEMO 算法[4−12].DEMO 在智能机器人导航、工业设计、管理工程、控

制及优化调度等领域也有了初步应用[7,8,12−15].因此,对 DEMO 进行深入研究具有重要的理论意义和实际应用价

值[16]. 
如何利用过去搜索到的最优解对新的环境变化做出快速响应,是设计 DEMO 算法的一大难点.由于记忆方

法能够通过记忆复用以前搜索的最优解来帮助算法对新变化做出较好的响应,因此,已有一些动态单目标进化

算法采用记忆方法有效地增强了算法的动态跟踪性能[17−19].但是至今为止,记忆方法在 DEMO 中却鲜有深入研

究 .2007 年 ,尚荣华等人提出了动态多目标免疫克隆优化算法 (immune clonal algorithm for DMOPs,简称

ICADMO)[5].同年,Deb 等人在著名的 NSGA-II(non-dominated sorting genetic algorithm II)算法[20]基础上提出了

动态 NSGA-II(dynamic NSGA-II,简称 DNSGA-II)算法[7].2009 年,Goh 等人提出了动态竞争-合作的协同多目标

进化算法(dynamic competition-cooperation coevolutionary algorithm,简称 dCOEA)[4].2010 年,Koo 和 Goh 等人提

出了动态多目标进化梯度搜索(dynamic multi-objective evolutionary gradient search,简称 dMO-EGS)算法[11].这
些 DEMO 算法都曾试图采用记忆方法来快速响应新的变化,但是它们的实际记忆效果并不理想. 

设计 DEMO 算法的另一大难点是,既要求算法具有快速的收敛速度,又要求算法在每次环境变化过程中所

获得的解集都具备良好的收敛性与分布性.目前的 DEMO算法绝大多数沿袭了静态 EMO算法的传统思路——

采用基于 Pareto 支配的适应值赋值方法与精英保留策略来保证算法的收敛性,采用多样性保持算子来保证算

法获得解集的分布性[1].2007 年,张青富等人为静态 EMO 提出一种新思路,利用数学规划中的多目标分解方法

将 MOPs 分解为若干个单目标优化子问题,并同时优化这些子问题.他们提出的基于分解的多目标进化算法

(multi-objective evolutionary algorithm based on decomposition,简称 MOEA/D)[21]荣获 2009 年 IEEE 进化计算大

会多目标优化国际竞赛第一名[22],比多数传统的静态 EMO 算法具有更快的运行速度、更好的解集收敛性与分

布性[21,22].但据我们所知,这种新思路至今尚未被引入到 DEMO 领域. 
针对以上两大难点,本文将多目标分解思想与记忆方法有机地结合起来,提出一种记忆增强的动态多目标

分解进化算法(memory enhanced dynamic multi-objective evolutionary algorithm based on decomposition,简称

dMOEAD-M).其主要学术贡献表现在: 
1) 将动态多目标优化问题分解为若干个动态单目标优化子问题,并同时优化这些子问题; 
2) 提出了一个改进的环境变化检测算子,以更好地检测环境变化; 
3) 设计了一种基于子问题的串式记忆方法,能够利用过去的最优解对新的环境变化做出有效响应. 
算法的理论分析与实验结果说明,dMOEAD-M 比其他 3 种记忆增强的 DEMO 算法[5,7,11]具有更好的动态跟

踪性能. 
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1   问题描述 

不失一般性,一个具有 n 个决策变量,m 个目标函数的 MOPs 可描述为[1] 
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其中, 
• x=(x1,x2,…,xn)T∈Ω⊂Rn 为 n 维决策(变量)向量,Ω为 n 维决策空间; 
• y=(f1,f2,…,fm)T∈Λ⊂Rm 为 m 维目标函数向量,Λ为 m 维目标空间; 
• 评价函数 F(x):Ω→Λ定义了 m 个由决策空间到目标空间的映射; 
• gi(x)≤0,i=1,2,…,p 定义了 p 个不等式约束; 
• hj(x)≤0,j=1,2,…,q 定义了 q 个等式约束. 
定义 1(Pareto 支配(dominance)关系)[1]. 向量 u=(u1,u2,...,um)TPareto 支配向量 v=(v1,v2,...,vm)T,记为 u≺v,当 

且仅当: 
1) ∀k∈{1,2,…,m}满足 uk≤vk; 
2) ∃l∈{1,2,…,m}满足 ul<vl. 
定义 2(Pareto 最优解). 决策向量 x∈Ω被称为Ω上的 Pareto 最优解,当且仅当¬∃x′∈Ω,使得 F(x′)≺F(x). 

定义 3(Pareto 最优解集(POS)). 对于一个给定的 MOPs,其 POS 定义为[1] 
POS:={x∈Ω |¬∃x′∈Ω,F(x′)≺F(x)}. 

定义 4(Pareto 最优前沿(Pareto optimal front,简称 POF)). 对于一个给定的 MOPs,其 POF 定义为[1] 
POF:={y=F(x)|x∈POS}. 

作为自然的扩展,一个具有 n 个决策变量、m 个目标函数的 DMOPs 可描述为[3] 
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其中,评价函数 F(x,t)、不等式约束条件函数 gi(x,t)以及等式约束条件函数 hj(x,t)都可能随时间 t 发生变化. 
相应地, 
• DMOPs 的 POS(t)可定义为 POS(t):={x∈Ω |¬∃x′∈Ω,F(x′,t)≺F(x,t)}; 

• DMOPs 的 POF(t)可定义为 POF(t):={y=F(x,t)|x∈POS(t)}. 

2   相关工作 

2.1   多目标优化的分解方法 

数学规划领域常采用标量化(scalarization)方法求解 MOPs.标量化是指 MOPs 可以被分解转换为多个标量

(单目标)优化子问题.典型的标量化方法包括权重和法、柴贝彻夫法(Tchebycheff approach)、基于罚值的边界

交集法(penalty-based boundary intersection,简称 PBI)等[21].下面首先以柴贝彻夫法为例来解释多目标优化的分

解原理,然后再介绍基于分解的多目标进化算法(MOEA/D)的基本思想. 
2.1.1   柴贝彻夫多目标分解方法 

一个柴贝彻夫标量优化问题可描述为[21] 
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其中, 

• λ=(λ1,...,λm)T 是权重向量,对于所有 i=1,...,m,满足λi≥0 且
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• * * *
1( ,..., )T

mz z=z 是参考点, * min{ ( ) | ( ) ; ( ) ; }i iz f= = ∈0 0≤x g x h x x Ω ,i=1,…,m; 

• g(x)与 h(x)分别为不等式与等式约束函数向量. 
对于公式(1)中 MOPs 的每一个 Pareto 最优解 x*,都存在一个相应的权重向量λ,使得 x*是公式(3)的最优解.

公式(3)的每一个最优解也是公式(1)中 MOPs 的 Pareto 最优解[21].因此,通过变更权重向量λ即可获得不同的

Pareto 最优解.这样,MOPs 就可以分解转换为多个带不同权重向量的柴贝彻夫标量优化子问题. 
2.1.2   基于分解的多目标进化算法(MOEA/D) 

MOEA/D[21]选择 N(N 为进化算法的种群规模)个均匀分布的不同权重向量(λ1,...,λN)作为输入参数,通过多

目标优化分解方法将 MOPs 分解为 N 个标量优化子问题,并同时优化这些子问题(由此获得的最优解集可近似

为 MOPs 的 POS[21]).因为采用了标量化目标函数快速、简易地计算个体的适应值,并通过子问题间的均匀分布

自然地保持了种群的多样性与解集的分布性,所以MOEA/D能够轻易地解决非分解的 EMO算法中的适应值赋

值和多样性保持等难题[21].MOEA/D 的种群由 N 个标量优化子问题的当前最优解组成.MOEA/D 中任一权重向 

量λi 的邻域定义为与之距离最近的 T 个权重向量 1{ ,..., }Ti iλ λ ,T 为邻域大小.因而第 i 个子问题的邻域则定义为 
B(i)={i1,…,iT}.MOEA/D 通过在各子问题邻域内进行进化搜索来同时优化这些标量优化子问题.每个子问题的

进化优化过程包括如下 3 个操作: 
(1) 遗传操作; 
(2) 参考点更新操作; 
(3) 子问题的邻域更新操作. 

MOEA/D 的算法时间复杂度为 O(mNT),m 为目标数.因为一般有 T<N,所以 MOEA/D 具有较低的时间复 
杂度. 

2.2   记忆增强的DEMO算法回顾 

许多实际动态优化问题呈现出近似的周期性变化,比如城市交通变化[19],此类问题在新环境下的最优解可

能又重新回到以前搜索过的位置.如果采用记忆方法帮助进化算法复用以前搜索的最有解,那么记忆增强后的

动态进化算法将具有更好的动态跟踪性能[17,19].根据记忆信息量的多少,本文建议将记忆方法大致分为短期记

忆和中期记忆两类(鉴于动态环境下计算资源的有限性,一般不宜采用长期记忆).短期记忆仅记忆前一次环境

变化的最优解;相反地,中期记忆则记忆以前若干次环境变化的最优解. 
2.2.1   短期记忆增强的 DEMO 算法 

(1) 短期记忆增强的动态多目标免疫克隆优化算法(ICADMO) 
ICADMO 算法[5]将前一个时刻的最终抗体群作为下一个时刻的初始种群,以保证算法较好的收敛速度.该

方法保留(即记忆)了前一次环境变化的所有最优解,具有短期记忆效果.当抗体群规模为 N、非支配集大小为

Nn、克隆比例为 Nc、目标数为 m 时,该算法的时间复杂度
∗∗
为 O(mN2+NnNc+mNnlogNn). 

(2) 兼顾短期记忆与少量多样性引入的 DNSGA-II 算法 
DNSGA-II 算法[7]通过一个短期记忆与多样性引入操作(本文将其命名为 short-term memory and diversity 

introduction,简称 SMDI)来响应新的环境变化
∗∗∗.SMDI 首先将环境变化前一代种群中的大多数个体保留(记忆)

下来,因此具有短期记忆效果.然后对当前种群中其他小部分个体进行随机初始化,给种群引入少量多样性,以
便响应新变化.当种群规模为 N、目标数为 m 时,DNSGA-II 算法的时间复杂度为 O(mN2),与 NSGA-II 算法复杂

度[20]相同. 
以上两种 DEMO 算法中的记忆方法虽然简单、易行,但是它们仅能记忆前一次环境变化的最优解,记忆能

                                                                 
∗∗ 文献[5]中 ICADMO的算法时间复杂度原为 O(N+NnNc+mNnlogNn),在我们与文献[5]作者联系之后,确认了 ICADMO实际的算

法时间复杂度应为 O(mN2+NnNc+mNnlogNn). 

∗∗∗ 文献 [7]实际给出了随机初始化和超变异两种多样性引入方法 ,从而得到 DNSGA-II-A 和 DNSGA-II-B 两个版本的

DNSGA-II.为了简洁起见,本文的 DNSGA-II 仅指 DNSGA-II-A. 
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力有限.特别是当前后两次环境变化差别较大时,则基本上失去了记忆效果. 
2.2.2   中期记忆增强的 DEMO 算法 

如果给进化算法增加这样一种中期记忆方法:记忆池(memory pool)+存入(store)过程+检索(retrieve)过程,
其中,记忆池保存过去的最优解,存入过程负责将过去最优解存入记忆池,检索过程负责从记忆池检索出最优解

并将其插入到新环境下的种群中,那么进化算法可以通过记忆复用以前若干次环境变化的最优解,对新变化做

出更好的响应[17].1999 年,Branke 就如何设计中期记忆方法提出了以下 3 个重要问题[17]: 
Q1. 应该在什么时候将种群中的哪些个体存入到记忆池中? 
Q2. 记忆池中应该保存多少个体,哪些个体应被替换(replace)以便记忆池腾出空间来接纳其他新个体? 
Q3. 应从记忆池中检索哪些个体并将它们重新插入到种群中? 
下面首先围绕这 3 个问题简要介绍中期记忆增强的 DEMO 算法;然后在第 3 节提出的 dMOEAD-M 算法

中再作深入探讨. 
(1) 临时记忆增强的动态竞争-合作的协同多目标进化算法(dCOEA) 
dCOEA 算法[4]中使用了一种临时记忆(temporal memory,简称 TM)方法来处理档案集(一种用于存放非支

配解的外部种群)里的过期解. 
• 关于 Q1,TM 在每次环境变化时从档案集中选出 Rsize 个非支配解.如果 Rsize 小于目标数目(m),则随机地

选择 Rsize 个极端非支配解保存至记忆池;否则,先将 m 个极端非支配解保存至记忆池,然后从档案集中

随机选出 Rsize−m 个个体存入记忆池; 
• 关于 Q2,TM 每次用新存入的 Rsize 个个体来替换记忆池中最老的 Rsize 个个体; 
• 关于 Q3,TM 方法中没有设计相应的检索过程.因此,TM 是一种不完整的中期记忆方法. 

(2) 基于中心点-方差的记忆方法增强的动态多目标进化梯度搜索算法(dMO-EGS) 
dMO-EGS[11]算法中设计了一种基于中心点-方差的记忆方法(本文将其命名为 centroid-variance based 

memory,简称 CVM),以增强算法的动态跟踪性能. 

• 关于 Q1,CVM 的存入过程大致为:首先计算档案集的中心点向量(Cτ)和方差向量( τ
�C ),再将 Cτ和 τ

�C 合 

并为一个记忆项目存入记忆池; 
• 关于 Q2,如果记忆池存满,则 CVM 将存入时间最久的记忆项目移出记忆池,以便接纳新的记忆项目; 
• 关于 Q3,CVM 的检索过程大致为:首先,备份记忆池;其次,截断备份的记忆池,使其减小为预定大小; 

然后,对备份记忆池中的每一个记忆项目,以 Cτ为均值, τ
�C 为方差,根据正态分布产生新解 x,并将 x 插入

到档案集中. 
值得注意的是,CVM 的存入过程仅保存中心点向量和方差向量而不记忆档案集中的最优解,检索过程仅根

据中心点向量和方差向量进行正态分布抽样.这两个过程之间容易产生失真,其记忆的准确性难以得到保障. 

3   记忆增强的动态多目标分解进化算法(dMOEAD-M) 

3.1   dMOEAD-M算法的整体设计流程 

dMOEAD-M 主要包括以下 5 个步骤: 
• 步骤 1 为初始化过程,负责完成种群、参考点及记忆池的初始化; 
• 步骤 2 为动态多目标分解,负责将 DMOPs 分解为 N(N 为算法的种群规模)个动态单目标(标量)优化子

问题,并计算子问题的邻域; 
• 步骤 3 为检测并响应环境变化,本文为此设计了一种改进的环境变化检测算子.此外,结合已分解的子

问题,还提出了一种基于子问题的串式记忆(subproblem-based bunchy memory,简称 SBM)方法来对检测

到的新变化进行响应; 
• 步骤 4 为进化优化 N 个动态标量优化子问题; 
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• 步骤 5 为终止判断. 
dMOEAD-M 的整体设计流程如图 1 所示,下面将重点对步骤 2~步骤 4 进行描述. 

 

 

 

Fig.1  Flowchart of dMOEAD-M 
图 1  dMOEAD-M 的整体设计流程 

3.2   动态多目标分解 

利用 N 个均匀分布的不同权重向量(λ1,...,λN)将公式(2)中的 DMOPs 分解为 N 个动态标量优化子问题.下面

分别以动态的柴贝彻夫法和动态的基于罚值的边界交集法(PBI)为例来阐明动态多目标分解的原理. 
一个动态柴贝彻夫标量优化问题可描述为 
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其中, 

• ute(x,t|λ,z*)为动态柴贝彻夫标量目标函数,t 是时间变量, * * *
1( ,..., )T

mz z=z 是参考点; 

• * min{ ( , ) | ( , ) ; ( , ) ; }i iz f t t t= = ∈0 0≤x g x h x x Ω ,i=1,…,m; 

• g(x,t)与 h(x,t)分别为不等式与等式约束函数向量. 
因为公式(4)的最优解 x*是公式(2)中 DMOPs 的一个 Pareto 最优解,所以由 N 个不同动态柴贝彻夫标量优

化子问题所获得的最优解集可近似为 DMOPs 的 Pareto 最优解集 POS(t)[21]. 
与文献[21]类似,一个动态 PBI 标量优化问题可描述为 

 

*
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 (5) 

其中,upbi(x,t|λ,z*)为动态 PBI 标量目标函数,θ是预设的罚参数,F(x,t)是公式(2)中的评价函数,d1和 d2是两个距离

值[21],其余符号定义与公式(4)相同.类似地 ,由 N 个动态 PBI 标量优化子问题所获得的最优解集可近似为

DMOPs 的 POS(t).与动态柴贝彻夫法相比,在求解两个以上目标的 DMOPs 时,动态 PBI 分解法所获得的最优解

集分布更均匀[21],但是动态 PBI 分解法需要多设置一个罚参数θ. 
动态多目标分解方法具有静态多目标分解方法相似的优点,可以利用动态标量化目标函数快速且简易地

计算个体的适应值,并利用子问题间的均匀分布自然地保持了种群的多样性与解集的分布性,从而轻易解决了

非分解的 DEMO 算法中的适应值赋值和多样性保持等难题. 
此外,对于分解后的任意一个动态标量优化子问题 i(i=1,…,N),本文采用 MOEA/D 中的邻域方法[21]为其定

义一个邻域 B(i),用以进化优化该子问题. 

3.3   环境变化检测算子 

文献[3,6,12]给出了基于目标函数变化的检测算子,但它们缺少对约束函数变化的检测.虽然文献[7]建议同

时检测目标函数与约束函数变化(即每进化一代时都随机选择少量个体进行重新评价,如果任意一个个体目标

函数或约束函数数值有变化,则认为环境发生变化),但是这种方法在现实应用中容易将目标或约束函数评价过

程中的细小噪音[18]所引起的变化也误认为环境变化.为此,本文设计了一种改进的环境变化检测算子,同时检测
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目标函数与约束函数的变化,并通过显示平均法[18]与设置阈值来尽可能地消除噪音的不利影响.新算子定义 
如下: 
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其中,ε为一个任意小的正数,||⋅||为欧氏距离,K 表示从种群中随机选出的个体数(一般可取 1≤K≤5), δ�为预先设

定的阈值(一般可取 10−3< δ� <10−2),其他符号定义参见公式(2).当 ( )tδ δ> �时,则表示环境发生了动态变化. 

3.4   响应环境变化的SBM方法 

3.4.1   SBM 方法的设计原理 
SBM 的设计原理可简述为:每当检测到环境变化后,先从若干个代表性子问题上抽取出一串代表解保存至

记忆池;然后通过检索记忆信息,复用以前环境变化中的最优解来对新变化做出响应. 
为此,下面围绕第 2.2.2 节中的 Q1~Q3,在 SBM 方法中设计了抽取(sample)、存入和检索 3 个过程.此外,还

采用一个与种群规模大小相等的记忆池(memory pool,简称 M).本文将要保存的每串个体视为一个有机整体,将
M 设计成串式队列的形式(令串为队列的基本元素).下面利用图 2 来详细阐明 SBM 方法. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Principle of SBM scheme 
图 2  SBM 方法的设计原理 

• 关于 Q1,抽取过程先从 N 个子问题中均匀地选出 Bsize 个代表性子问题{i1,…,iBsize},然后选择这些子问

题的当前最优解所对应的个体作为要抽取的一串个体; 
• 关于 Q2,存入过程先将抽取出的一串个体插入到 M 的队尾,如果 M 存满,则按先进先出策略进行替换;

存入完毕后,针对新环境重新对 M 中的个体进行评价(evaluate),即计算个体的目标函数值、约束函数值

和标量目标函数值(scalar objective function,简称 SOF);最后,更新一个大小为 Bsize 的最优个体数组 bs, 

让元素 bs[j](j=1,…,Bsize)保存在 jiλ 权重向量方向上具有最优标量目标函数值的个体; 
• 关于Q3,检索过程首先针对新环境重新对当前种群Pτ中的个体进行评价;然后,令 τ′P =Pτ;最后,让最优数 

组 bs 与 Pτ进行竞争,即对于 Bsize 个子问题{i1,…,iBsize}中任意一个子问题 ij,如果个体 bs[j]的标量目标
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函数值小于个体 Pτ[ij]的标量目标函数值,则令 τ′P [ij]=bs[j],进行种群更新,得到记忆后的种群 .τ′P  

算法 1. 基于子问题的串式记忆方法(SBM). 
输入:种群 Pτ;记忆池 M; 
输出:种群 .τ′P  

第 1 步. 抽取过程: 
1) 均匀选择 Bsize 个代表性子问题{i1,…,iBsize}; 
2) 用数组 bunch 保存这些子问题的当前最优解. 
第 2 步. 存入过程: 
1) 将 bunch 存入到 M 的队尾;如果 M 存满,则将 M 队首的串删除; 
2) 重新评价 M 中的个体; 
3) 初始化最优个体数组 bs:令 bs 等于 M 的队首串; 
4) 更新 bs:for(bunch=M 中的第 2 串,...,最后串){ 

for (j=1,...,Bsize),若 bunch[j].sof<bs[j].sof,则 bs[j]=bunch[j]}. 
第 3 步. 检索过程: 
1) 重新评价 Pτ中的个体; 
2) 令 τ′P =Pτ; 

3) 让 bs 与 Pτ竞争:for (j=1,...,Bsize){ 
 if (bs[j].sof<Pτ[ij].sof),令 τ′P [ij]=bs[j];} 
4) 输出 .τ′P  

SBM的 sample过程容易抽出一串分布比较均匀的个体,在目标空间上保持了较好的多样性.例如,当N=100
且 Bsize=5 时,如图 2 所示,sample 过程先从 100 个子问题中选出 5 个子问题{i|i=1,25,50,75,100};然后,在这些子

问题上从种群 Pτ中抽出 5 个解{x1,x25,...,x100},这 5 个解在目标空间上的映射为{F(x1,t),F(x25,t),...,F(x100,t)}.由于

Bsize 个代表性子问题间分布均匀,因此目标空间上的这 5 个映射点也分布比较均匀. 
3.4.2   SBM 方法的时间复杂度分析 

设种群 Pτ和记忆池 M 的规模都为 N,令 Bsize<0.1×N.从 N 个子问题中选出 Bsize 个子问题的时间复杂度为

O(N),从 Bsize 个子问题上选出 Bsize 个当前最优解的时间复杂度为 O(Bsize),故抽取过程的时间复杂度为 O(N);
存入一串个体与删除一串个体的时间复杂度同为 O(Bsize),更新 bs 数组的时间复杂度为 O(N),故存入过程的时

间复杂度为 O(N);检索过程的时间复杂度为 O(Bsize).总之,SBM 的时间复杂度为 O(N),具有较低的复杂度. 

3.5   子问题的进化优化 

与 MOEA/D 的方法相似,通过一个循环同时优化 N 个子问题.每个子问题的进化优化包括如下 3 个操作: 
(1) 遗传操作:从子问题的邻域内任选两个个体,通过模拟的二进制交叉和多项式变异 [20]产生一个新 

个体; 
(2) 参考点更新操作:比较新个体的目标函数向量与参考点向量,一旦子目标出现更小的目标函数值,则

修改参考点向量的相应分量; 
(3) 邻域更新操作:对于子问题邻域内的任意个体 x j,如果新个体在λj权重向量方向上的动态标量目标函

数值比 xj 的动态标量目标函数值小,则更新个体 x j. 

3.6   dMOEAD-M算法详细描述及其时间复杂度分析 

算法 2. 记忆增强的动态多目标分解进化算法(dMOEAD-M). 
输入:DMOPs;终止条件(算法的总进化代数 G);N 个均匀分布的不同权重向量(λ1,...,λN);每个权重向量邻域

内的权重向量个数(T);环境变化频率(τT);环境变化剧烈程度(nT); 
输出:种群 Pτ. 
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第 1 步. 初始化: 
1) 初始化种群:令迭代次数计数器τ=0;Pτ={x1,...,xN};yi=F(xi,t),i=1,…,N,F(x,t)为评价函数; 
2) 初始化参考点 z=(z1,…,zm):for (j=1,...,m),令 zj=min1≤i≤Nfj(xi,t); 
3) 初始化记忆池 M:令 M=∅. 
第 2 步. 动态多目标分解: 
1) 根据 N 个均匀分布的(λ1,...,λN),利用动态柴贝彻夫分解法(或动态 PBI 分解法),将 DMOPs 分解为 N

个动态标量优化子问题; 
2) 计算每个子问题的邻域[21]:计算任意两个权重向量间的欧氏距离;for (i=1,...,N){求出与权重向量λi 最 

 近的 T 个权重向量 1 ,..., ,Ti iλ λ 令第 i 个子问题的邻域 B(i)={i1,…,iT}}. 
第 3 步. 检测并响应环境变化: 
  利用公式(6)定义的环境变化检测算子检测环境变化; 
  if (环境发生了变化){输出中间结果:输出环境变化前的种群 Pτ; 
  响应变化:调用算法 1,记忆复用以往环境下的最优解,获得记忆后的种群 τ′P ;令 Pτ= τ′P ; 

  }. 
第 4 步. 子问题的进化优化: 
  for (i=1,...,N){ 
1) 遗传操作:从邻域 B(i)内任选两个编号 k 和 l,对 xk 和 xl 进行遗传操作产生 x′; 
2) 更新参考点 z:for (j=1,...,m){if (fj(x′,t)<zj),令 zj=fj(x′,t)}; 
3) 邻域更新:∀j∈B(i),if (x′的动态标量目标函数值≤x j 的动态标量目标函数值){令 x j=x′,y j=F(x′,t)} 

  }. 
第 5 步. 终止判断: 
如果不满足终止条件(例如τ<G),则令τ=τ+1,并跳转至第 3 步;否则,输出 Pτ并停止. 
下面考虑 dMOEAD-M 算法运行一代的时间复杂度.dMOEAD-M 的时间开销主要集中在检测并响应环境

变化以及子问题的进化优化这两个步骤: 
(1) 检测与响应步骤:检测操作的时间复杂度为 O(K),K 为公式(6)中用于检测的个体数;响应环境变化(即

调用 SBM)的时间复杂度为 O(N).因为 K<N,所以该步骤时间复杂度为 O(N); 
(2) 子问题的进化优化步骤:因为涉及 N个子问题,而每个子问题的邻域大小为 T,所以该步骤的时间复杂

度为 O(mNT),m 为目标个数. 
综合步骤(1)、步骤(2),dMOEAD-M 算法的时间复杂度为 O(mNT),与 MOEA/D 的时间复杂度[21]相同.因为

一般有 T<N,所以 dMOEAD-M 算法时间复杂度优于 DNSGA-II 的时间复杂度 [7]——O(mN2),而且还优于

ICADMO 的时间复杂度[5]——O(mN2+NnNc+mNnlogNn). 

4   仿真实验 

首先,参照文献[5,7,20,21]和公开的 NSGA-II 源代码[23]、MOEA/D 源代码[22],我们用 C++语言编程实现了

DNSGA-II,ICADMO 和本文提出的 dMOEAD-M 算法.鉴于文献[11]中的 dMO-EGS 算法是一种非主流的 EMO
算法,且文献[11]对 dMO-EGS 的某些细节没有详细描述,我们考虑将 dMO-EGS 中的 CVM 记忆方法集成到更

广为人知的 DNSGA-II 算法中,即用 CVM 替代 DNSGA-II 中的 SMDI,从而得到 DNSGA-II-CVM 算法以进行实

验比较.此外,因为 dCOEA 使用的临时记忆是一种不完整的中期记忆方法,所以不对其进行实验比较;然后,分别

用 DNSGA-II,DNSGA-II-CVM,ICADMO 和 dMOEAD-M 这 4 种记忆增强的 DEMO 算法求解 DMOPs 标准测试

问题;最后对实验结果进行比较分析. 

4.1   测试问题 

采用 FDA 系列[3]与 dMOP 系列问题[4]作为测试问题.文献[7]修改了 FDA2 问题(修改版本记作 FDA2mod).
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因为 FDA2mod 无周期性变化 ,本文对 FDA2mod 进行改进 ,给出一个新的具有周期性变化的 FDA2(记作

FDA2new).此外,FDA3 是文献[24]中提出的改进版本(记作 FDA3mod).dMOP 系列问题是对 FDA 系列问题的扩

展[4].以上测试问题的定义参见表 1.其中,当环境变化剧烈程度(nT)值较小时,环境变化剧烈程度较大,每个周期

内不同的 POF(t)个数较少;nT 值较大时,环境变化剧烈程度较小,每个周期内不同的 POF(t)个数较多. 

Table 1  Test problems for dynamic multi-objective optimization 
表 1  动态多目标优化的测试问题 
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⎪
⎪
⎪⎪ = +⎨
⎪
⎪ = π − = / /⎢ ⎥

∑
= −

⎣ ⎦⎪
⎪⎩

∑

x x

x x
xI=(x1)∈[0,1] 

xII=(x2,...,x6)∈[−1,1] 
xIII=(x7,...,xn)∈[−1,1] 

20 

FDA3 
(mod) 

II

( )
1 I 1 2

2
II 1 1

2sin(0.5 )

( ) , ( )

( ) 1 ( ) ( ( )) , ( , ) 1 /

( ) | sin(0.5 ) |, ( ) 10 ,
i

F t

i
x x

t
T T

f x f g h

g G t x G t h f g f g

G t t F t t nτ τ
∈

π

⎧
= = ⋅⎪

⎪ = + + − = −⎨
⎪
⎪ = π = = / /⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∑
x x

x  xI=(x1)∈[0,1] 
xII=(x2,...,xn)∈[−1,1] 30 

FDA4 

II

1

1 II
1

II 1
1

II 1
2

II

( ) (1 ( )) cos(0.5 )

 ( ) (1 ( )) cos(0.5 ) sin(0.5 ), 2 : 1

( ) (1 ( ))sin(0.5 )
( ) ( ( )) , ( ) | sin(0.5 ) |,

i

m

i
i

m k

k i m k
i

m

i T T
x x

f g x

f g x x k m

f g x
g x G t G t t t nτ τ

−

=

−

− +
=

∈

⎧
= + π⎪

⎪
⎪ ⎛ ⎞⎪ = + π π = −⎜ ⎟⎨ ⎝ ⎠⎪

= + π⎪
⎪ = − = π = / /⎢ ⎥⎣ ⎦⎪⎩

∏

∏

∑

x x

x x

x x
x

xII=(xm,...,xn) 
xi∈[0,1],i=1:n 12 

FDA5 

II

1

1 II
1

II 1
1

II 1
2

II

( )

( ) (1 ( )) cos(0.5 ) 

 ( ) (1 ( )) cos(0.5 ) sin(0.5 ), 2 : 1

( ) (1 ( ))sin(0.5 )
( ) ( ) ( ( )) , ( ) | sin(0.5 ) |

,for 1,...,( 1)
i

m

i
i

m k

k i m k
i

m

i
x x

F t
i i

f g y

f g y y k m

f g y
g G t x G t G t t

y x i m

−

=

−

− +
=

∈

= + π

⎛ ⎞
= + π π = −⎜ ⎟

⎝ ⎠
= + π
= + − = π

= = −

∏

∏

∑

x x

x x

x x
x

4, ( ) 1 100sin (0.5 )

T T

F t t
t nτ τ

⎧
⎪
⎪
⎪
⎪
⎪⎪
⎨
⎪
⎪
⎪
⎪ = + π
⎪

= / /⎢ ⎥⎪ ⎣ ⎦⎩

xII=(xm,...,xn) 
xi∈[0,1],i=1:n 12 

dMOP1 
II

1 I 1 2
2 ( )

II 1 1

( ) , ( )
( ) 1 9 , ( , ) 1 ( / )

( ) 0.75 sin(0.5 ) 1.25,
i

H t
i

x x

T T

f x f g h
g x h f g f g

H t t t nτ τ
∈

⎧
= = ⋅⎪

⎪ = + ⋅ = −⎨
⎪
⎪ = ⋅ π + = / /⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∑
x x
x  xI=(x1)∈[0,1] 

xII=(x2,...,xn)∈[0,1] 10 

dMOP2 
II

1 I 1 2
2 ( )

II 1 1

( ) , ( )
( ) 1 ( ( )) , ( , ) 1 ( / )

( ) sin(0.5 ), ( ) 0.75 sin(0.5 ) 1.25,
i

H t
i

x x

T T

f x f g h
g x G t h f g f g

G t t H t t t nτ τ
∈

⎧
= = ⋅⎪

⎪ = + − = −⎨
⎪
⎪ = π = ⋅ π + = / /⎢ ⎥⎣ ⎦⎩

∑
x x
x  xI=(x1)∈[0,1] 

xII=(x2,...,xn)∈[−1,1] 10 

dMOP3 

1 2
\ 2

1 11

( ) | |, ( \ )

( \ ) 1 ( ( )) , ( , ) 1 /

( ) sin(0. ), (1,25 ,..., ),

r

r r r
x x

r ii

TT

f x x f x g h

g x x G t h f g f g

G t r n tt nτ τ
=

= = / /⎢ ⎥⎣

= = ⋅⎧
⎪⎪ = + − = −⎨
⎪ =⎪ ⎦π⎩

∑
∪

x

x  xI=(x1)∈[0,1] 
xII=(x2,...,xn)∈[−1,1] 20 
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4.2   性能评价指标 

采用动态逆向世代距离 rGD(t)和超容量比率 HVR(t)作为 DEMO 算法性能评价指标[7,9,21],定义如下: 

 

*| ( )|
| ( )| *( ) ( ) 21

1* 1( ) , min ( )
| ( ) |

t
mi t i ki

i k j jj

d
rGD t d f f

t
=

= =
= = −∑ ∑

POF
Q

POF
 (7) 

 
| |

* 1

( ( ))( ) , ( )
( ( )) ii

HV tHVR t HV volume v
HV t =

= = ∪ QQ
POF

 (8) 

其中,POF*(t)为 t 时刻抽样的 Pareto 最优前沿,Q(t)为 t 时刻算法所得解集,HV 表示解集 Q 的超容量, *( )i
jf 为 

POF*(t)中第 i 个抽样点的第 j 个目标函数值.rGD(t)和 HVR(t)都可用来评价所得解集的近似收敛程度与分布性, 
rGD(t)值越小(或 HVR(t)值越接近 1),表示算法获得解集的收敛性和分布性越好. 

4.3   实验参数设置 

4 种记忆增强的 DEMO 算法均采用实数制染色体编码.DNSGA-II,DNSGA-II-CVM 与 dMOEAD-M 采用模

拟二进制交叉和多项式变异,交叉分布式指数(ηc)及变异分布式指数(ηm)分别设定为 10 和 20;ICADMO 采用整

体克隆 (克隆比例为 5),非一致变异 [5];DNSGA-II 的多样式引入比例 (ζ)设定为 0.2;DNSGA-II-CVM 和

dMOEAD-M 的记忆池大小设定为 100;dMOEAD-M 的邻域内权重向量的个数(T)设定为 20,采用动态柴贝彻夫

法分解双目标 DMOPs(Bsize设定为 5),采用动态 PBI方法分解三个目标 DMOPs(设定 Bsize为 15,罚参数θ为 5).4
种算法的公共参数设置见表 2,其中,n
为决策变量维数 .为研究非确定环境

下各种动态变化的影响 ,根据不同

DMOPs 给出不同(τT,nT)组合,对每个

问题的各种组合都做了 30 次独立实

验.每次实验,各种算法统一跟踪 100
次环境变化 ,每种算法每次运行的总

进化代数(G)=环境变化次数×环境变化频率. 

4.4   实验结果与分析 

4.4.1   性能评价指标的统计结果对比 
表 3 是 4 种算法求解不同 DMOPs 测试问题时所获得解集的性能评价指标的统计结果,该表显示: 
(1) 在所有的测试问题与不同(τT,nT)组合上,dMOEAD-M 获得解集的 rGD(t)与 HVR(t)值都具有最好的均

值,且大多数情况下具有最好的方差.这表明,dMOEAD-M 获得解集的收敛性与分布性明显好于其他 3 种算法; 
(2) 对于每个测试问题 ,当 (τT,nT)组合中 τT 值不变而 nT 值减小时 (即环境变化剧烈程度增大时 ), 

dMOEAD-M 的均值变化不大,但其他 3 种算法的均值一般都较大程度地变差,这说明 dMOEAD-M 对不同环境

变化剧烈程度都具有较好的适应能力,其鲁棒性更好.究其原因,这主要得益于 dMOEAD-M 所采用的 SBM 记忆

方法能够较准确地记忆过去若干次环境变化的最优解,可对不同环境变化做出更好的响应. 
Table 3  Mean and variance of the performance metric of solution sets founded by four algorithms 

表 3  4 种算法获得解集的性能评价指标的均值与方差 

Problems (τT,nT) Statistic
rGD(t) HVR(t) 

DNSGA-II DNSGA-
II-CVM

ICA 
DMO dMOEAD-M DNSGA-II DNSGA-

II-CVM
ICA 

DMO dMOEAD-M

FDA1 

(10,10) Mean
Variance

3.85E−01 
8.37E−02 

6.24E−01
3.44E−01

2.98E−01
4.03E−02

5.08E−02 
3.01E−03 

7.12E−01
4.49E−02

6.16E−01
1.04E−01

7.68E−01 
2.16E−02 

9.55E−01 
2.22E−03 

(25,10) Mean
Variance

3.65E−02 
6.37E−04 

3.52E−02
5.80E−04

5.33E−02
1.31E−03

1.27E−02 
2.80E−05 

9.72E−01
4.03E−04

9.74E−01
3.50E−04

9.54E−01 
9.92E−04 

9.90E−01 
5.07E−05 

(25,5) Mean
Variance

1.63E−01 
1.81E−02 

1.23E−01
1.02E−02

1.50E−01
7.74E−03

9.00E−03 
3.03E−05 

8.76E−01
4.98E−03

9.06E−01
5.94E−03

8.76E−01 
4.98E−03 

9.94E−01 
4.99E−05 

Table 2  Common parameter setting for experiment 
表 2  实验中公共的参数设置 

Parameter Value 
Population size (N) Two objectives: N=100; Three objectives: N=300

Crossover probability 0.9 
Mutation probability 1/n 

Frequency of change (τT) 5, 10, 15, 20, 25, 35 
Severity of change (nT) 5, 10 
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Table 3  Mean and variance of the performance metric of solution sets founded by four algorithms (Continued) 
表 3  4 种算法获得解集的性能评价指标的均值与方差(续) 

Problems (τT,nT) Statistic
rGD(t) HVR(t) 

DNSGA-II DNSGA-
II-CVM

ICA 
DMO dMOEAD-M DNSGA-II DNSGA-

II-CVM
ICA 

DMO dMOEAD-M

FDA2 
(new) 

(5,10) Mean
Variance

9.64E−02 
5.32E−03 

8.15E−02
5.44E−03

7.43E−02
9.34E−03

4.04E−02 
3.14E−03 

9.58E−01
1.91E−03

9.61E−01
1.91E−03

9.63E−01 
4.59E−03 

9.73E−01 
1.84E−03 

(15,10) Mean
Variance

1.51E−02 
4.01E−04 

1.54E−02
4.01E−04

1.88E−02
1.14E−03

1.30E−02 
2.19E−04 

9.93E−01
1.11E−04

9.93E−01
1.11E−04

9.91E−01 
4.34E−04 

9.93E−01 
1.30E−04 

(15,5) Mean
Variance

3.80E−02 
8.08E−04 

2.94E−02
5.77E−04

3.22E−02
1.24E−03

1.47E−02 
5.31E−04 

9.83E−01
1.95E−04

9.87E−01
1.48E−04

9.85E−01 
4.45E−04 

9.92E−01 
2.51E−04 

FDA3 
(mod) 

(25,10) Mean
Variance

1.07E−01 
1.43E−02 

8.63E−02
1.06E−02

1.54E−01
2.26E−02

1.60E−02 
3.44E−04 

8.82E−01
6.61E−03

8.99E−01
5.20E−03

8.22E−01 
1.54E−02 

9.85E−01 
2.64E−04 

(35,10) Mean
Variance

4.36E−02 
2.06E−03 

4.59E−02
2.71E−03

8.18E−02
9.03E−03

1.14E−02 
1.30E−04 

9.48E−01
1.13E−03

9.45E−01
1.23E−03

9.08E−01 
7.64E−03 

9.89E−01 
1.45E−04 

(35,5) Mean
Variance

1.74E−01 
3.06E−02 

1.36E−01
2.62E−02

2.30E−01
3.38E−02

9.08E−03 
7.26E−05 

8.21E−01
1.73E−02

8.64E−01
1.39E−02

7.45E−01 
1.93E−02 

9.88E−01 
1.79E−04 

FDA4 

(20,10) Mean
Variance

7.01E−02 
6.23E−04 

7.58E−02
1.09E−03

6.90E−02
6.88E−04

5.77E−02 
6.33E−04 

9.81E−01
2.97E−05

9.79E−01
7.22E−05

9.79E−01 
1.16E−04 

9.87E−01 
7.91E−05 

(25,10) Mean
Variance

5.57E−02 
1.23E−04 

5.77E−02
1.89E−04

6.22E−02
1.82E−04

5.08E−02 
3.10E−04 

9.83E−01
4.81E−06

9.83E−01
9.16E−06

9.81E−01 
3.49E−05 

9.89E−01 
3.70E−05 

(25,5) Mean
Variance

7.61E−02 
1.87E−03 

1.49E−01
2.46E−02

8.06E−02
1.01E−03

4.29E−02 
5.97E−04 

9.79E−01
1.62E−04

9.48E−01
5.08E−03

9.75E−01 
1.69E−04 

9.92E−01 
8.08E−05 

FDA5 

(20,10) Mean
Variance

9.73E−02 
3.16E−04 

1.10E−01
9.73E−04

9.13E−02
4.86E−04

6.17E−02 
1.39E−04 

9.06E−01
1.76E−03

8.96E−01
1.75E−03

9.16E−01 
1.09E−03 

9.50E−01 
9.34E−04 

(25,10) Mean
Variance

8.35E−02 
9.72E−05 

8.65E−02
1.55E−04

8.43E−02
1.10E−04

5.80E−02 
1.07E−04 

9.19E−01
1.32E−03

9.16E−01
1.32E−03

9.21E−01 
1.08E−03 

9.55E−01 
7.38E−04 

(25,5) Mean
Variance

1.02E−01 
8.43E−04 

1.69E−01
1.86E−02

1.05E−01
6.09E−04

5.69E−02 
3.05E−04 

9.02E−01
2.72E−03

8.40E−01
1.13E−02

9.01E−01 
1.64E−03 

9.57E−01 
1.14E−03 

dMOP1 

(5,10) Mean
Variance

1.30E−01 
3.84E−01 

1.91E−01
5.83E−01

1.49E−01
7.45E−01

2.01E−02 
1.55E−02 

9.44E−01
3.57E−02

9.19E−01
5.21E−02

9.56E−01 
3.29E−02 

9.85E−01 
8.38E−03 

(15,10) Mean
Variance

3.45E−02 
4.31E−02 

3.25E−02
4.17E−02

3.64E−02
6.33E−02

6.94E−03 
5.27E−04 

9.79E−01
1.28E−02

9.80E−01
1.25E−02

9.82E−01 
1.21E−02 

9.95E−01 
6.79E−04 

(15,5) Mean
Variance

3.09E−02 
4.14E−02 

3.32E−02
4.20E−02

3.40E−02
6.16E−02

7.14E−03 
5.36E−04 

9.89E−01
2.47E−03

9.84E−01
1.27E−02

9.80E−01 
1.11E−02 

9.95E−01 
7.23E−04 

dMOP2 

(5,10) Mean
Variance

2.72E−01 
3.60E−02 

6.49E−01
2.94E−01

1.47E−01
1.41E−02

3.90E−02 
7.13E−04 

7.55E−01
2.71E−02

5.25E−01
1.10E−01

8.55E−01 
1.21E−02 

9.62E−01 
6.64E−04 

(15,10) Mean
Variance

2.60E−02 
2.52E−04 

2.50E−02
2.38E−04

2.42E−02
2.37E−04

1.01E−02 
1.32E−05 

9.74E−01
3.10E−04

9.76E−01
2.55E−04

9.71E−01 
3.92E−04 

9.90E−01 
2.99E−05 

(15,5) Mean
Variance

7.57E−02 
3.60E−03 

9.76E−02
7.39E−03

5.19E−02
9.65E−04

7.72E−03 
1.01E−05 

9.28E−01
3.39E−03

9.09E−01
6.46E−03

9.39E−01 
1.38E−03 

9.94E−01 
2.18E−05 

dMOP3 

(5,10) Mean
Variance

1.18E+00 
8.56E−01 

4.17E+00
1.50E+01

1.23E+00
6.70E−01

2.70E−01 
3.15E−02 

3.48E−01
7.59E−02

2.20E−01
9.04E−02

3.23E−01 
1.02E−01 

7.74E−01 
1.64E−02 

(15,10) Mean
Variance

2.79E−01 
3.17E−02 

3.03E−01
3.10E−02

2.40E−01
2.90E−02

1.25E−01 
2.63E−02 

7.90E−01
1.67E−02

7.62E−01
1.67E−02

8.19E−01 
1.45E−02 

9.06E−01 
1.28E−02 

(15,5) Mean
Variance

6.13E−01 
1.32E−01 

1.63E+00
2.27E+00

5.73E−01
1.03E−01

1.41E−01 
3.08E−02 

5.58E−01
5.69E−02

3.57E−01
1.27E−01

5.83E−01 
4.64E−02 

8.98E−01 
1.51E−02 

 
4.4.2   性能评价指标随时刻 t 变化的图形对比 

下面从表 3 中每个测试问题的最后一种动态变化组合中各抽出一次代表性实验,画出 4 种算法求解不同

DMOPs 时所获得解集的 rGD(t)指标随时刻 t 变化的结果,如图 3 所示.图 3(a)是 4 种算法在 100 次环境变化下

分别求解 FDA1 问题时所获得解集的 rGD(t)结果.其中,每 4 个时刻(即 20 次环境变化)为 1 个周期,共 5 个周期.
在这 5 个周期内,dMOEAD-M 获得解集的 rGD(t)值绝大多数情况下都明显优于其他 3 种算法的结果,表明其具

有更好的动态跟踪性能.此外,从第 2 周期开始,凭借 SBM 方法第 1 周期形成的良好记忆,dMOEAD-M 获得解集

的 rGD(t)值与第 1 周期相比有了显著下降,表明其获得解集的收敛性和分布性得到了很大改善,即 SBM 方法有

效地增强了 dMOEAD-M 算法的动态跟踪性能.相反地,其他 3 种算法后 4 个周期 rGD(t)的变化情况基本上与第

1 周期相似,rGD(t)值并未因记忆而改善. 
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图 3(b)~图 3(h)中多数情形与图 3(a)类似.此外,HVR(t)的时变图与 rGD(t)有相似结果,这里不再赘述. 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) FDA1                                  (b) FDA2new 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c) FDA3mod                                  (d) FDA4 
 
 
 
 
 
 
 
 

(e) FDA5                                   (f) dMOP1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(g) dMOP2                                 (h) dMOP3 

Fig.3  rGD(t) results obtained by four algorithms during 100 environment changes 
图 3  100 次环境变化下 4 种算法的 rGD(t)结果 
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4.4.3   获得解集的分布图对比 
下面仍以第 4.4.2 节的那组代表性实验为例,通过绘出 4 种算法在 3 个不同时刻求解不同 DMOPs 所获得

的解集分布图,来直观地分析各种算法的性能. 
(1) 双目标的 DMOPs 
FDA1 的最优解的某些分量(xII)随 G(t)以正弦函数方式变化(参见表 1),故 FDA1 的 POS(t)随时间发生变化. 

但是,任意时刻 t,其 POF(t)均为 2 11f f= − ,不随时间发生变化. 

图 4 为 4 种算法在第 4 周期内 3 个不同时刻求解 FDA1 时所获得的解集.这 3 个时刻所对应的环境变化幅

度依次由大变小.dMOEAD-M 所获得的解集都最好地均匀收敛到 POF(t).其他 3 种算法在图 4(a)与图 4(b)中的

结果都明显偏离 POF(t),且分布不均匀. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) t=12.2                            (b) t=12.8                             (c) t=13.2 

Fig.4  Solution sets founded by four algorithms at three different time steps on FDA1 
图 4  4 种算法求解 FDA1 过程中在 3 个不同时刻所获得的解集 

FDA2new 的最优解的某些分量(xIII)随 H(t)/4 以正弦函数方式变化,故 FDA2new 的 POS(t)随时间发生变化. 

FDA2new 的 POF(t)为
( )2

2 11 ( / )
H t

f f g= − ,也随 H(t)以正弦函数方式发生变化. 

图 5 为 4 种算法在第 4 周期内 3 个不同时刻求解 FDA2new 时所获得的解集.图 5(a)~图 5(c)所对应的环境

变化幅度依次由小变大,且问题的 POF(t)的形状发生凹凸变化.dMOEAD-M 在 3 个不同时刻下获得的解集都与

相应的 POF(t)最为接近,表明其收敛性与分布性好于其他 3 种算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) t=12.2                            (b) t=13.2                             (c) t=13.6 

Fig.5  Solution sets founded by four algorithms at three different time steps on FDA2new 
图 5  4 种算法求解 FDA2new 过程中在 3 个不同时刻所获得的解集 

FDA3mod 的最优解的某些分量(xII)随 G(t)以正弦函数方式变化,故 FDA3mod 的 POS(t)随时间发生变化. 

FDA3mod 的 POF(t)为 2 1(1 ( )) (1 /(1 ( )))f G t f G t= + × − + ,也随 G(t)而变化,并且,POF(t)上解的密度也随时间而
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发生变化. 
图 6 为 4 种算法在第 3 周期内 3 个不同时刻求解 FDA3mod 时所获得的解集.图 6(a)~图 6(c)所对应的环境

变化幅度依次由小变大,问题的POF(t)由上向下移动.3个子图都表明,dMOEAD-M的收敛性与分布性都是最好

的,特别是在最后一个时刻,其结果远远优于其他 3 种算法. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) t=9.2                            (b) t=9.8                             (c) t=10.2 

Fig.6  Solution sets founded by four algorithms at three different time steps on FDA3mod 
图 6  4 种算法求解 FDA3mod 过程中在 3 个不同时刻所获得的解集 

下面在 dMOP 系列问题中,以 dMOP3 为例来比较 4 种算法的性能.dMOP3 是对 FDA1 的一种扩展,它在

FDA1 的基础上,允许控制最优解集分布的决策变量(xr)发生随机变化,这对算法的跟踪性能具有更大的挑战[4]. 
图 7 为 4 种算法在 3 个不同时刻求解 dMOP3 时所获得的解集,dMOEAD-M 在这 3 个时刻同样具有最优的

跟踪性能. 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) t=12.2                             (b) t=13.2                             (c) t=14.4 

Fig.7  Solution sets founded by four algorithms at three different time steps on dMOP3 
图 7  4 种算法求解 dMOP3 过程中在 3 个不同时刻所获得的解集 

(2) 多目标的 DMOPs 
下面以 FDA5 为例来比较 4 种算法的性能.FDA5 的最优解的某些分量(xII)随 G(t)以正弦函数方式变化,故

其 POS(t)随时间发生变化.任意时刻 t,当目标数(m)等于 3 时,FDA5 的 POF(t)为八分之一球面(图 8 中细小黑点

标识的阴影区域),但该球面半径大小随时刻 t 在 1~2 之间不断变化. 
图 8 为 4 种算法在第 6 周期内 3 个不同时刻求解 FDA5 时所获得的解集.这 3 个时刻所对应的环境变化幅

度依次由大变小,并且问题的 POF(t)的球面半径由 1 增大到 2.图 8(a)~图 8(c)显示,dMOEAD-M 能最好地跟踪

这 3 个不断变化的 POF(t),其获得解集的收敛性与分布性明显优于其他 3 种算法.类似地,dMOEAD-M 在求解

FDA4 时也具有最优结果,这里不再详述. 
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(a) t=10.2 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) t=10.6 

 
 
 
 
 
 
 
 

(c) t=11.2 

Fig.8  Solution sets founded by four algorithms at three different time steps on FDA5 
图 8  4 种算法求解 FDA5 过程中在 3 个不同时刻所获得的解集 

4.4.4   运行时间的对比 
统一设定问题的动态变化组合为(25,5),且发生 100 次环境变化.实验硬件为 Intel Core i3 2.93GHz CPU, 

4GB 内存的电脑,软件采用 Visual C++ 6.表 4 列出了 4 种算法求解不同 DMOPs 时所耗费的平均计算时间. 

Table 4  Average CPU time used by four algorithms     (s) 
表 4  4 种算法求解不同 DMOPs 所耗费的平均计算时间  (秒) 

Problems DNSGA-II DNSGA-II-CVM ICADMO dMOEAD-M 
FDA1 4.50 5.02 5.28 3.08 

FDA2new 4.91 5.52 8.16 2.95 
FDA3mod 4.95 5.59 6.19 3.39 

FDA4 17.32 19.88 29.71 12.77 
FDA5 18.00 19.74 31.63 12.91 

dMOP1 3.85 4.70 6.96 2.58 
dMOP2 3.78 4.01 6.06 2.49 
dMOP3 4.48 4.99 5.89 3.24 
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表 4 中:dMOEAD-M 在所有问题上都具有最少的计算时间,反映了 dMOEAD-M 具有最快的运行速度; 
ICADMO 耗费的时间最多,这可能与克隆个体所增加的目标函数评价次数有关.此外,DNSGA-II-CVM 的时间

比 DNSGA-II 稍多一点,这主要是因为 DNSGA-II-CVM 中的 CVM 比 DNSGA-II 中的 SMDI 更耗时而引起的. 

5   结束语 

本文将多目标分解与记忆方法有机地结合起来,提出了一种记忆增强的动态多目标分解进化算法——

dMOEAD-M.为了降低计算复杂度并提高解集的收敛性与分布性,dMOEAD-M 将 DMOPs 分解为若干个动态单

目标(标量)优化子问题.给出了一个改进的环境变化检测算子,以更好地检测环境变化.设计了一种基于子问题

的串式记忆方法(SBM),能够利用过去的最优解对新的环境变化做出有效的响应,增强了算法的动态跟踪性能.
算法分析说明,dMOEAD-M 具有较低的时间复杂度.仿真实验结果表明,在不同的动态环境变化参数组合以及

不同的测试问题上,dMOEAD-M 比其他 3 种记忆增强的 DEMO 算法具有更强的记忆能力,能以最快的速度获

得具有更好收敛性与分布性的解集.此外,dMOEAD-M 能够较好地适应各种不同剧烈程度的环境变化,其鲁棒

性能更好.因为数学规划方法与进化算法有机结合往往可以取得更好的优化效果[21],所以,新的分解策略以及进

化范例(例如差分进化)可以考虑集成到 dMOEAD-M 中.此外,设计其他方案的记忆方法也将是我们今后的研究

工作. 
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