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摘  要: 高维目标优化是目前多目标优化领域的研究热点和难点.提出一种占优机制,即双极偏好占优用于处理

高维目标优化问题.该占优机制同时考虑决策者的正偏好和负偏好信息,在非支配解之间建立了更加严格的占优关

系,能够有效减少种群中非支配解的比例,引导算法向靠近正偏好同时远离负偏好的 Pareto 最优区域收敛.为检验该

方法的有效性,将双极偏好占优融入 NSGA-II 中,形成算法 2p-NSGA-II,并在 2 到 15 目标标准测试函数上进行测试,
得到了良好的实验结果.同时,将所提出的占优机制与目前该领域的两种占优机制 g 占优和 r 占优进行性能对比,实
验结果表明,2p-NSGA-II 算法无论是在求解精度还是运行效率上,整体上均优于 g-NSGA-II 和 r-NSGA-II. 
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Abstract:  Many-Objective optimization is a difficulty for classical multi-objective evolutionary algorithm and has gained great attention 
during the past few years. In this paper, a dominance relation named bipolar preferences dominance is proposed for addressing 
many-objective problem. The proposed dominance relation considers the decision maker’s positive preference and negative preference 
simultaneously and creates a strict dominance relation among the non-dominated solutions, which has ability to reduce the proportion of 
non-dominated solutions in population and lead the race to the Pareto optimal area, which is close to the positive preference and far away 
from negative preference. To demonstrate its effectiveness, the proposed approach was integrated into NSGA-II to be a new algorithm 
denoted by 2p-NSGA-II and tested on a benchmark of two to fifteen-objective test problems. Good results were obtained. The proposed 
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dominance relation was also compared to g-dominance and r-dominance which was the most recently proposed dominance relation, the 
results of comparative experiment showed 2p-NSGA-II was superior to g-NSGA-II and r-NSGA-II on a whole, no matter the accuracy of 
obtained solutions or the efficiency of algorithm. 
Key words:  many-objective optimization; bipolar preference; Pareto dominance; evolutionary algorithm 

多目标优化问题是指需要同时优化几个相互冲突目标的问题,广泛存在于现实生活和科学研究中.这类问

题的解通常是一组折衷解的集合而非唯一最优解 .为有效求解这类问题 ,人们提出了进化计算(evolutionary 
computation,简称 EC)的多目标算法 .在过去的 20 多年中 ,多目标进化算法 (multi-objective evolutionary 
algorithm,简称 MOEA)在解决多目标优化问题上取得了令人瞩目的成果 .代表性算法有 Deb 等人提出的

NSGA-II[1]、Zitzler 等人提出的 SPEA2[2]、Knowles 等人提出的 PAES[3].然而,这些经典算法能够有效处理 2 到

3 目标的优化问题,随着目标维数的增多,种群中的非支配解比例迅速增加,算法性能随之急剧下降[4]. 
为了有效求解高维目标优化问题,学者们对经典 MOEA 进行了改进,其中,将偏好融入 MOEA 和采用改进

的 Pareto 占优关系是两种有效方法.在偏好 MOEA 研究方面,Fleming 等人提出一种基于偏好的方法[5],该方法

通过在算法运行过程中由决策者不断提供偏好信息来缩小搜索区域,从而简化了求解的过程.Deb 等人分别提

出用参考点[6]、参考方向[7]、光束搜索[8]的方法表示决策者的偏好信息,并将其融入到 NSGA-II 当中,用于求解

高维目标问题.Thiele 等人提出在基于指标的进化算法(IBEA)[9]中融入决策者偏好的方法[10].这些方法在一定

程度上降低了 MOEA处理高维目标优化问题的难度,缺点是仅考虑了决策者正偏好的情况.鉴于实际问题,决策

者能够提供正偏好和负偏好情况,Wang 等人首次提出基于双极偏好控制的多目标粒子群算法[11,12],但该方法仅

考虑了双极偏好信息之间的相对距离,算法求解结果表现出一定的不稳定性. 
在 Pareto 占优关系的改进上,Drechlser 等人提出通过比较解之间目标数目的占优程度以进一步确立非支

配解关系的方法[13].Laumanns 等人提出一种影响比较大的ε占优[14],该占优关系作为一种外部种群策略,能够同

时保证解集的收敛性和多样性.Sato 等人提出通过放大解的占优区域来增强解之间的选择压力[15].Molina 等人

提出一种 g 占优[16]机制,利用参考点来划分搜索空间,有效提高非支配排序的效率.Said 等人基于偏好提出一种

r 占优[17]机制,在非支配解之间建立一种严格的偏序关系.上述方法的主要思想在于,利用改进后的 Pareto 占优

关系降低高维目标问题下种群中的非支配解比例,提高了算法的选择压力,加快算法向 Pareto 前沿收敛的速率. 
本文结合决策者双极偏好信息和改进的 Pareto 占优思想提出一种新型双极偏好占优机制 ,并融入到

NSGA-II中,形成一种 2p-NSGA-II算法,用于处理高维目标优化问题.该占优机制同时考虑决策者的正偏好和负

偏好信息,运用参考点划分搜索空间提高排序效率和 TOPSIS 方法思想,在非支配解之间建立更为严格的偏序

关系,减少种群中非支配解所占的比例,从而在保证算法求解效率的基础上,引导种群向靠近正偏好同时远离负

偏好的 Pareto 最优前沿区域进化.该方法在标准测试函数上的测试以及与 g 占优和 r 占优方法的性能对比实验,
结果表明,该方法在处理高维目标问题上性能良好. 

1   问题背景及定义 

1.1   多目标优化问题 

不失一般性,问题均以最小化为例,最大化问题可以通过简单的方式转化为最小化问题.对于由 n 个决策变

量参数、k 个目标函数和 m 个约束条件组成的最优化问题,模型如下[18]: 

 1 2

1 2

Minimize   ( ) ( ( ), ( ),..., ( ))
Subject to  ( ) ( ( ), ( ),..., ( )) 0

k

m

y f x f x f x f x
e x e x e x e x
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其中,x=(x1,x2,…,xn)∈X,y=(y1,y2,…,yn)∈Y.公式(1)中,x 表示决策向量,y 表示目标向量,X 表示决策向量 x 形成的决

策空间,Y 表示目标向量 y 形成的目标空间,约束条件 e(x)≤0 确定决策向量的可行值取值范围. 
定义 1(可行解集)[18]. 可行解集 Xf 定义为满足公式(1)中的约束条件 e(x)的决策变量 x 的集合,即 

 Xf={x∈X|e(x)≤0} (2) 
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定义 2(Pareto 占优)[19]. 对于决策变量 a,b,称 a 占优 b,当且仅当: 
 ∀i=1,2,…,k,fi(a)≤fi(b)∧∃i=1,2,…,k,fj(a)<fj(b) (3) 
记作 a≺b,也可称为 a 支配 b. 

定义 3(Pareto 最优解)[19]. 对于集合 A⊆Xf,决策向量 x⊆Xf 为 Pareto 最优解当且仅当: 
 a∈A:a≺x (4) 

定义 4(非劣集和前端)[18]假设 A⊆Xf,p(A)为 A 中非劣决策向量的集合,集合 p(A)称为 A 的非劣集,相应的目

标向量函数 f(p(A))称为 A 的非劣前端. 

1.2   g占优定义 

给定一个参考点 g∈Rp 和点 w∈Rp,flagg(w)定义如下[16]: 

 
1,   if , 1,...,

( ) 1,   if , 1,...,
0,  otherwise

i i

g i i

w g i p
flag w g w i p

∀ =⎧
⎪= ∀ =⎨
⎪
⎩

≤

≤  (5) 

定义 5(g占优). 对于两个点 w,w′∈Rp,称 w 点 g 占优 w′点,如果下述条件之一成立: 
1) flagg(w)>flagg(w′); 
2) 如果 flagg(w)=flagg(w′),存在 i iw w′≤ (∀i=1,…,p),且至少存在一个 i 使得 i iw w′< . 

1.3   TOPSIS方法 

TOPSIS(technique for order preference by similarity to an ideal solution)方法[20]是一种逼近理想解的方法,其
主要思想是,在可行方案中,找到最贴近正理想解的同时又最远离负理想解的方案作为最终的解决方案.该方法

首先定义了正理想解 S+和负理想解 S−,对于任意备选解集 Si,其与正负理想解的距离用欧氏距离定义,分别记为 

id + 和 id − ,方案 Si 的相对贴近度可用公式(6)计算. 

 i
i

i i

dC
d d

−

+ −=
+

 (6) 

相对贴近度 Ci 越大,表示该解离正理想解越近,同时远离负理想解.相对贴近度 Ci 值最大的方案,即为最终

选定的解决方案.如图 1(a)所示,解 i 即为最终的最优解. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) TOPSIS 方法                                (b) 双极偏好占优 

Fig.1  Illustration of TOPSIS method and bipolar preferences dominance 
图 1  TOPSIS 方法和双极偏好占优示意图 

2   基于双极偏好占优的高维目标进化算法 

2.1   双极偏好占优定义及其性质 

定义 6(双极偏好占优). 假定一个种群 P,给定两个解 x,y∈P,决策者给定正负偏好解分别为 S+和 S−,认为解 
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x 双极偏好占优解 y(记作 x≺2py),如果下述条件之一成立: 
1) ( ) ( )+ +S S

flag x > flag y ; 

2) 如果 ( ) ( )+ +S S
flag x flag y= ,x 在 Pareto 意义上占优 y; 

3) 如果上面两个条件均不成立,解 x 的相对贴近度大于解 y 的相对贴近度(Cx>Cy). 
其中,每一个解的 flag 值根据公式(5)进行计算,决策者提供的正偏好解作为公式(5)中计算所需的参考点;

解的相对贴近度根据公式(6)进行计算,决策者的正负偏好解即为 TOPSIS 方法中的正负理想解.对于条件 1)的
实现,采用文献[16]建议的方法:在最小化情况下,对每一个 flag 值为 0 的解的适应值都进行惩罚(加上一个大的

数值),以此保证所有 flag 值为 1 的解都占优 flag 值为 0 的解. 
双极偏好占优具有以下几种数学性质: 
假定存在一个种群 P,个体 x,y,z∈P. 
性质 1. 双极偏好占优在种群 P 上是非自反的. 

证明:∀x∈P,则 x 2px. 

给定一个解 x,则有: 
1) ( ) ( )+ +S S

flag x flag x= ; 

2) x 非 Pareto 占优自身; 
3) 相对贴近度值 Cx=Cx. 

不满足双极偏好占优的任一条件,因此 x 2px,即(P,≺2p)是非自反的. □ 

性质 2. 双极偏好占优在种群 P 上是非对称的. 

证明:∀x,y∈P,如果 x≺2py,则 y 2px. 

因为 x≺2py,则必有下述情况之一成立: 
1) ( ) ( )+ +S S

flag x > flag y ; 

2) ( ) ( )+ +S S
flag x flag y= ,xPareto 占优 y; 

3) ( ) ( )+ +S S
flag x flag y= ,x 与 y 相互 Pareto 非支配,Cx>Cy. 

对应着: 
1) ( ) ( )+ +S S

flag y flag x< ; 

2) ( ) ( )+ +S S
flag y flag x= ,y 被 xPareto 占优; 

3) ( ) ( )+ +S S
flag y flag x= ,y 与 x 相互 Pareto 非支配,Cy<Cx. 

以上 3 种情况均不满足 y 双极偏好占优 x 的条件,因此 y 2px,即(P,≺2p)是非对称的. □ 

性质 3. 双极偏好占优在种群 P 上是传递的. 
证明:∀x,y,z∈P,如果 x≺2py,y≺2pz,则 x≺2pz. 

因为 x≺2py,y≺2pz,则有: 

1) 如果 ( ) ( ) ( )+ + +S S S
flag x > flag y = flag z ,则 ( ) ( )+ +S S

flag x > flag z ,因此 x≺2pz; 

2) 如果 ( ) ( ) ( )+ + +S S S
flag x flag y flag z= > ,则 ( ) ( )+ +S S

flag x > flag z ,因此 x≺2pz; 

3) 如果 ( ) ( ) ( )+ + +S S S
flag x flag y flag z= = ,xPareto 占优 y,则根据 Pareto 占优的传递关系,无论 yPareto 占优 z

还是相互之间 Pareto 非支配,x 均 Pareto 占优 z,因此 x≺2pz; 

4) 如果 ( ) ( ) ( )+ + +S S S
flag x flag y flag z= = ,x,y,z 之间 Pareto 非支配,Cx>Cy>Cz,则 Cx>Cz,因此 x≺2pz. 

综上,(P,≺2p)是传递的. □ 

性质 4. 双极偏好占优在种群 P 上定义了一种严格偏序关系. 
证明:因为双极偏好占优在种群 P 上是非自反的、非对称的、传递的,因此,双极偏好占优在种群 P 上定义
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了一种严格偏序关系. □ 
如图 1(b)所示,有 6 个备选解 A,B,C,D,E 和 F,其中,解 A,B,C 和 E 的 flag 值均为 1,A 和 B 相互 Pareto 非支配,

但 A 的相对贴近度值大于 B 的相对贴近度值,A,B 同时 Pareto 支配 C 和 E,CPareto 支配 E;解 D 和 F 的 flag 值 
为 0,DPareto 支配 F.因此,根据双极偏好占优的定义,最终的方案排序为 A≺2pB≺2pC≺2pE≺2pF≺2pD. 

2.2   2p-NSGA-II算法 

为验证所提双极偏好占优的有效性 ,本文将双极偏好占优融入到 NSGA-II,形成一种新算法 ,记为

2p-NSGA-II.2p-NSGA-II 与原始 NSGA-II 算法的不同操作,包括双极偏好的设定、保持解集多样性的δ控制策

略和双极偏好占优下的非支配排序这 3 个方面. 
2.2.1   双极偏好的设定 

本文以参考点的形式来表示决策者的偏好信息.在算法中,决策者首先需要给出正负参考点,正参考点表示

决策者希望解集靠近的点,负参考点表示决策者希望解集远离的点.决策者在给定正负参考点的过程中,无须考

虑选取的正负参考点是否位于可行区域,如果决策者选取的正参考点正好位于 Pareto 前沿上,则算法的搜索结

果会返回该解作为最优方案;否则,算法将搜索到离正参考点最近,同时尽量远离负参考点的 Pareto 前沿区域上

的解集供决策者参考. 
2.2.2   δ控制策略 

为了控制所得解集的多样性,结合修改后算法的特点,本文设计了一种δ控制策略替代NSGA-II算法中采用

的拥挤距离策略.δ控制策略的思想:根据决策者设定的δ值对相互非支配解的相对贴近度进行比较,如果两者之

差绝对值小于等于δ,说明两个解位于同一区域内,则随机选取一个解并将其相对贴近度设为一个小值(设为 0),
使得其在随后的算法选择中不具备竞争力而被淘汰.δ控制策略见算法 1. 

算法 1. δ控制策略. 
1:  Input: each front of non-dominated solutions  //输入同一非支配排序层次的解; 
2:  for i=1,…,p−1 do  //对同一非支配等级中的个体两两进行比较,p 表示同一非支配等级中解的个数 
3:    if similarity Ci≠0 then   //如果当前解的相对贴近度值不为 0(为避免重复比较) 
4:    for j=i+1,…,p do 
5:      if (absolute(Ci−Cj))≤δ then  //两个体相对贴近度大小差值是否小于等于δ值 
6:        Set similarity Cj=0   //选取一个解将其相对贴近度值设为 0 
7:      end if 
8:    end for 
9:  end if 
10: end for 
11: Output: solutions with new similarities  //调整相对贴近度后的解集 

2.2.3   双极偏好占优非支配排序 
双极偏好占优非支配排序流程如下: 
步骤 1. 对种群中所有解计算其 flag 值,根据计算所得 flag 值的结果,对 flag 值为 0 的解进行惩罚,以保证所 

有 flag 值为 1 的解占优所有 flag 值为 0 的解. 
步骤 2. 根据步骤 1 的结果对种群进行非支配排序,非支配排序方法与 NSGA-II[1]中采用的分层次排序方 

法一致. 
步骤 3. 计算所有解的相对贴近度值,对同一非支配排序层次中的解实施δ控制策略,并按相对贴近度的大 

小降序排列. 
以上排序过程的目的是为了使种群中 flag 值为 1、Pareto 非支配且相对贴近度值大的个体能够被优先选

中参与下一代的进化.排序过程见算法 2. 
算法 2. 双极偏好占优非支配排序步骤. 
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1:  Calculate each solution’s flag value  //计算所有个体的 flag 值 
2:  Penalize the solutions whose flag value is zero  //对 flag 值为 0 的个体进行惩罚 
3:  Standard non-dominated-sorting: F=non-dominated-sort ( tR′ )  //分层次非支配排序 

4:  for each front Fi, i=1,…,m do    //针对每一个非支配层次,m 表示非支配层次数 

5:    for each solution Sj, i=1,…,p do 
6:      compute similarity 

jSC     //计算个体的相对贴近度值 

7:    end for 
8:    implement δ control strategy    //实施δ控制策略 
9:   sort solutions in descending order using CS   //按照相对贴近度值大小降序排序 
10: end for 

2.2.4   2p-NSGA-II 算法 
在双极偏好占优非支配排序和δ控制策略操作的基础上,2p-NSGA-II 的算法步骤如下: 
步骤 1. 设置初始参数,获取决策者的正负参考点,设定δ控制策略的δ值大小,种群大小 N 以及最大进化代 

数 T,初始化父种群; 
步骤 2. 对父种群进行模拟二进制交叉和多项式变异操作[1]产生子种群; 
步骤 3. 结合父种群和子种群,根据算法 2对混合种群进行非支配排序,根据排序结果选择解集构建父种群; 
步骤 4. 判断是否达到最大进化代数,如是,则输出当前父种群作为最终求解结果;否则,转步骤 2). 
经过上述过程的多次迭代,2p-NSGA-II 算法能够引导种群向 Pareto 前沿上靠近正偏好同时远离负偏好的

区域收敛.整体流程见算法 3. 
算法 3. 2p-NSGA-II 算法流程. 
1: Initialization //初始化 
2: for i=1,…,T do  //最大进化代数之前执行 
3:   generate offspring population by performing simulated binary crossover 

and polynomial mutation operator for parent population   //产生子种群 
4:   Combine parent and offspring population   //结合父种群和子种群 
5:   bipolar preferences dominance based non-dominated-sorting  //双极偏好占优非支配排序 

6:   select parent population   //选择父种群 
7: end for 
8: Output //输出最终结果 

3   仿真实验 

仿真实验包括算法有效性和性能对比两部分.所用实验平台为:Intel(R) Core(TM) i5 CPU 760@2.80GHz, 
4.0GB RAM,所有程序代码均在 Matlab7.0.1 版本上运行.实验中,采用实值编码的 NSGA-II 版本[1],所用模拟二

进制交叉和多项式变异算子的分布指数均为 20,交叉概率 pc 值为 0.9,变异概率 pm 设为 1/n(其中,n 为决策变量

的个数),种群大小设为 100,最大进化代数选为 500. 

3.1   算法有效性实验 

选取 3 个不同类型的两目标函数 ZDT1,ZDT2 和 ZDT3 测试函数[21],以及可扩展到任意目标数目的 DTLZ2
测试函数[22],以测试算法的性能.将 DTLZ2 测试函数分别扩展为 3,5,10 和 15 目标,以测试算法的高维目标优化

能力.所有测试函数的属性见表 1,表上所有函数均为求最小化.由于决策者在给定正负参考点时无须考虑参考

点是否位于可行区域,下面的仿真实验中对每一个测试函数,本文选取两种正负偏好参考点组合对算法性能进

行测试. 
为给出δ控制策略的效果,在测试函数 ZDT1 上给定正参考点(0.7,0.8),负参考点为(0.5,0.1)的情况下,分别设
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置δ=0.0001,0.0005,0.001 和 0.01 进行仿真实验.所得解集中δ=0.0001 对应着真实的 Pareto 前沿,δ等于其他值时

的解集相应对应着偏移后的 Pareto 前沿.如图 2(a)中所示,随着δ值的增大,所得解集范围也相应增大,但最大范

围不会超过前沿上 flag 值为 1 的区域.决策者可以根据其偏好和实际问题选择合适的δ值.下面的实验中,设置

δ=0.0001 作为代表测试算法的性能. 
Table 1  Test problems 

表 1  测试函数 
Problem Objective functions Constraint Front feature 

ZDT1 1 1 2 1
1

; 1( ) ( ) / 1; 9 /( 1)
m

i
i

f x f fx x g g x m
=

= = − = + −∑  m=30;0≤xi≤1 连续凸 

ZDT2 2
1 1 2 1

1
( ) ; ( ) 1 ( / ) ; 1 9 /( 1)

m

i
i

f x x f x f g g x m
=

= = − = + −∑  m=30;0≤xi≤1 连续凹 

ZDT3 1 1 2 1 1 1
1

( ) ; ( ) 1 / ( / )sin(10 ); 1 9 /( 1)
m

i
i

f x x f x f g f g f g x m
=

= = − − π = + −∑ m=30;0≤xi≤1 不连续 
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2 1 2 1

3 1 2

1
2
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...
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= + π π π
= + π π π
= + π π

= + π
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1
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 (a) δ控制策略在 ZDT1 上的效果  (b) 测试函数 ZDT1 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (c) 测试函数 ZDT2                                (d) 测试函数 ZDT3 
Fig.2  Preferred solutions by 2p-NSGA-II on bi-objective problems ZDT1, ZDT2, ZDT3 

图 2  2p-NSGA-II 在 2 目标测试函数 ZDT1,ZDT2 和 ZDT3 上产生的偏好解集 
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3.1.1   2 目标测试函数 
2 目标测试函数中,本文选取了 3 个不同前沿类型的 ZDT1,ZDT2 和 ZDT3 函数,测试算法的处理能力.ZDT1

的变量个数为 30,前沿形状为连续凸.实验中,分别设置正参考点可行区域点(0.3,0.7),(0.4,0.6)和不可行区域点

(0.6,0.1),(0.8,0.2),所求解集在前沿上的分布情况如图 2(b)所示.从仿真实验结果看,所有的解集均位于靠近正参

考点同时远离负参考点的前沿上,表明算法有能力处理连续凸问题.ZDT2 的变量个数为 30,前沿形状为连续凹.
选取不可行区域正参考点(0.5,0.6)、负参考点(0.4,0.7)和可行区域正参考点(0.9,0.5)、负参考点(0.8,0.2)两种情

况进行仿真,仿真实验结果如图 2(c)所示.从仿真实验结果看,所有的解集均位于靠近正参考点同时远离负参考

点的前沿上,表明算法有能力处理连续凹问题.ZDT3 的变量个数为 30,前沿为 5 块不连续的区域.实验中,分别选

取可行区域正参考点(0.55,0.4)、负参考点(0.4,0)和不可行区域正参考点(0.6,−0.6)、负参考点(0.8,−0.4)进行仿

真,仿真实验结果如图 2(d)所示.仿真实验结果表明,算法能够处理前沿不连续的问题. 
3.1.2   3 目标测试函数 

3 目标测试函数 DTLZ2 变量个数为 12,前沿形状为非凸.实验中,选择正参考点(0.5,0.8,0.8)、负参考点

(0.4,0.2,0.8)和正参考点(0.3,0.3,0.2)、负参考点(0.4,0.2,0.8)两组参数.仿真实验结果如图 3(a)和图 3(b)所示,实验

结果表明了算法在 3 目标问题上的有效性. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 3 目标 DTLZ2 第 1 个参考点                     (b) 3 目标 DTLZ2 第 2 个参考点 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

 (c) 5 目标 DTLZ2 第 1 个参考点                      (d) 5 目标 DTLZ2 第 2 个参考点 

Fig.3  Preferred solutions by 2p-NSGA-II on tri-objective and five-objective problem DTLZ2 
图 3  2p-NSGA-II 在 3 目标和 5 目标测试函数 DTLZ2 上产生的偏好解集 

3.1.3   5 目标测试函数 
5 目标测试函数 DTLZ2 的变量个数为 14,DTLZ2 测试函数前沿满足: 
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实验中,正负参考点设置: 
正参考点 fpi=0.4,i=1,2,…,5,负参考点 fni=0.8,i=1,2,…,5; 
1) 正参考点(0.3,0.3,0.2,0.8,0.3),负参考点(0.4,0.2,0.8,0.6,0.5). 
2) 对所有解集中的解均按公式(7)进行计算,得到两次解集区间分别为[1.0114,1.1195]和[1.0406,1.2257],表

明算法所求解集靠近 Pareto 前沿.两次仿真实验结果如图 3(c)和图 3(d)所示. 
3.1.4   10 目标测试函数 

10 目标测试函数 DTLZ2 的变量个数为 19,前沿满足公式(7).实验中,所选取正负参考点: 
1) 正参考点 fpi=0.2,i=1,2,…,10,负参考点 fni=0.8,i=1,2,…,10; 
2) 正参考点(0.3,0.3,0.4,0.1,0.3,0.45,0.35,0.3,0.25,0.45),负参考点(0.6,0.7,0.2,0.7,0.1,0.8,0.7,0.2,0.8,0.2). 
对两次实验所得解集的解按公式(7)进行计算,解集区间分别为[1.0775,1.1166]和[1.5955,1.6391],表明算法

所求解集靠近真实 Pareto 前沿,如图 4(a)和图 4(b)所示. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(a) 10 目标 DTLZ2 第 1 个参考点                       (b) 10 目标 DTLZ2 第 2 个参考点 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(c) 15 目标 DTLZ2 第 1 个参考点 (d) 15 目标 DTLZ2 第 2 个参考点 

Fig.4  Preferred solutions by 2p-NSGA-II on ten-objective and fifteen-objective problem DTLZ2 
图 4  2p-NSGA-II 在 10 目标和 15 目标测试函数 DTLZ2 上产生的偏好解集 

3.1.5   15 目标测试函数 
15 目标测试函数 DTLZ2 的变量个数为 24,前沿上的解满足公式(7).分别选取正负参考点: 
1) 正参考点 fpi=0.1,i=1,2,…,15,负参考点 fni=0.8,i=1,2,…,15; 
2) 正参考点(0.1,0.3,0.25,0.3,0.15,0.15,0.2,0.25,0.3,0.1,0.2,0.25,0.3,0.2,0.1),负参考点(0.6,0.5,0.8,0.4,0.5,0.4, 

0.3,0.45,0.36,0.75,0.45,0.85,0.58,0.6,0.4). 
仿真结果如图 4(c)和图 4(d)所示,将所得解集的解按照公式(7)进行计算,解集区间分别位于[1.0617,1.1494]

和[2.7490,3.2404].对于第 1 个正负参考点,所求解集区间表明解集靠近 Pareto 前沿,说明算法在高达 15 目标的
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优化问题上仍能有效求解问题.对于第 2 个正负参考点,由于选择了靠近前沿的正参考点,使得前沿上对应的偏

好区域相对缩小,增加了算法的搜索难度,所求得解集精度需要进一步提高,此时可以采取一定的措施,如增加

算法种群数量和进化代数等,进一步改善算法的求解精度. 

3.2   算法性能对比实验 

Molina 等人提出的 g 占优[16]和 Said 等人提出的 r 占优[17]是目前多目标进化领域最新提出的两种新型占

优机制,代表了占优机制最新的研究成果,本文将所提双极偏好占优与其进行性能对比.为了比较 3 种占优机制

的优劣,3种占优机制的底层算法均基于NSGA-II,结合后的算法分别记为 2p-NSGA-II,g-NSGA-II和 r-NSGA-II.
选取测试函数 DTLZ2 并分别扩展至 2,4,6,8,10 个目标来对 3 种算法的性能进行对比.算法性能对比分析基于 3
个方面: 

1) 算法所求解集的收敛性; 
2) 加法二进制ε指标值; 
3) 算法运行时间. 
实验中,分别选取远离前沿和靠近前沿的两种参考点方案进行对比.其中,2p-NSGA-II 中的正参考点即为

g-NSGA-II 和 r-NSGA-II 中的参考点.所有测试函数的参考点见表 2.2p-NSGA-II 中,用于控制解集分布性的参

数δ=0.0001;r-NSGA-II中,权重向量设置为均匀向量,解集分布性参数δ=0.1(与 2p-NSGA-II 中的δ含义不同,设置

为 0.1 是为了使两种算法产生的解集具有类似的分布性).3 种算法种群大小均设置为 100,最大运行代数均为

500.另外,为了减少算法随机性给对比实验带来的不利影响,每一种算法均独立运行 20 次,取 20 次实验的平均

值作为最后的分析依据. 

Table 2  Reference points used in comparative experiment 
表 2  对比实验中用到的参考点 

Reference points 2DTLZ2 4DTLZ2 6DTLZ2 8DTLZ2 10DTLZ2 

Case 1 (0.2,0.7) (0.2,0.2,0.2,0.2,) (0.2,0.2,0.2,
0.2,0.2,0.2)

(0.2,0.2,0.2,0.2, 
0.2,0.2,0.2,0.2) 

(0.2,0.2,0.2,0.2,0.2, 
0.2,0.2,0.2,0.2,0.2) 

Positive reference 
points for 

2p-NSGA-II 
(reference points 
for g-NSGA-II 

and r-NSGA-II) 

Case 2 (1.0,0.4) (0.65,0.5,0.55,0.5) (0.4,0.7,0.3,
0.3,0.3,0.1)

(0.25,0.2,0.3,0.35,
0.45,0.4,0.3,0.3) 

(0.3,0.3,0.4,0.1,0.3, 
0.45,0.35,0.3,0.25,0.45) 

Case 1 (0.6,0.6) (0.8,0.8,0.8,0.8) (0.8,0.8,0.8,
0.8,0.8,0.8)

(0.8,0.8,0.8,0.8, 
0.8,0.8,0.8,0.8) 

(0.8,0.8,0.8,0.8,0.8, 
0.8,0.8,0.8,0.8,0.8) Negative reference 

points for 
2p-NSGA-II Case 2 (0.9,0.1) (0.8,0.7,0.1,0.2) (0.2,0.3,0.5,

0.6,0.1,0.7)
(0.6,0.5,0.1,0.6, 
0.7,0.6,0.2,0.5) 

(0.6,0.7,0.2,0.7,0.1, 
0.8,0.7,0.2,0.8,0.2) 

 
3.2.1   解集收敛性对比 

对于 DTLZ2 系列测试函数,其最优前沿均满足公式(7),因此,根据算法所求解集满足公式(7)的程度可以判

断其收敛性.本文根据公式(7)计算 3 种算法所求解集来判断解集是否靠近最优前沿,并取最差值、最优值和平

均值等 3 个指标来评价 3 种算法所求解的优劣,见表 3(表中加粗数据为优秀值,下同). 
在总共 10 种情况中,从最差值这一列来看,2p-NSGA-II 在 6 种情况中表现最好,g-NSGA-II 只在 1 种情况下

表现最好,r-NSGA-II 在 3 种情况下表现最好;从最优值这一列来看,2p-NSGA-II 占据了 5 个优秀值,g-NSGA-II
占据了 1 个优秀值,r-NSGA-II 占据了 4 个优秀值;而在最具有统计意义的均值这一列上,2p-NSGA-II 占据了 7
个优秀值,g-NSGA-II 只占据 1 个优秀值,r-NSGA-II 占据了 2 个优秀值.因此,从整体上来看,2p-NSGA-II 所求解

集要显著优于其他两种算法.从具体的数据来看,在 2 目标测试函数上,3 种算法所求解集质量相差不大,均能很

好地逼近 Pareto 最优前沿;而在 4 目标以上的高维问题中,g-NSGA-II 所对应的值远远大于 1,且随着目标优化数

目的增多,值也相应增大,表明 g-NSGA-II 并不适合于求解高维目标优化问题;而 2p-NSGA-II 和 r-NSGA-II 所对

应的值均靠近 1,说明所求解集靠近 Pareto 真实前沿,且 2p-NSGA-II 比 r-NSGA-II 在整体上更靠近前沿. 
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Table 3  Statistical data for seris of DTLZ2 
表 3  DTLZ2 系列函数统计值 

Worst Best Mean 2
1
( ) 1M

ii
f

=
=∑  

2p g r 2p g r 2p g r 
Case 1 1.039 7 1.165 0 1.005 0 1.004 4 1.001 9 1.003 7 1.006 0 1.005 1 1.004 3 2DTLZ2 Case 2 1.033 5 1.004 7 1.048 7 1.004 3 1.002 7 1.001 9 1.006 3 1.003 4 1.004 2 
Case 1 1.107 8 7.332 1 1.107 7 1.027 7 2.025 2 1.040 7 1.045 3 3.724 1 1.071 7 4DTLZ2 Case 2 1.114 8 5.065 5 1.193 5 1.064 6 1.938 6 1.099 5 1.092 7 2.980 7 1.141 9 
Case 1 1.080 8 10.288 3 1.149 4 1.010 9 3.106 8 1.047 8 1.040 1 6.343 9 1.095 3 6DTLZ2 Case 2 1.185 8 9.097 6 1.258 1 1.095 2 3.465 0 1.082 1 1.107 7 6.663 6 1.147 9 
Case 1 1.057 4 10.222 9 1.194 2 1.017 7 2.905 7 1.041 7 1.034 5 6.706 6 1.115 8 8DTLZ2 Case 2 1.213 4 9.553 9 1.257 9 1.105 6 4.240 2 1.067 3 1.119 6 7.326 0 1.171 2 
Case 1 1.065 1 9.534 1 1.315 8 1.016 3 3.494 5 1.089 9 1.035 5 7.061 9 1.184 3 10DTLZ2 Case 2 1.936 3 9.545 8 1.549 2 1.736 6 5.346 6 1.172 6 1.800 0 7.689 4 1.363 3 

对上面的结果,原因在于 g-NSGA-II 虽然增加了偏好区域内的解占优非偏好区域的定义,但对于同属于偏

好区域内的解仍然采用 Pareto 占优,在算法后期,解集中的非支配解比例仍然较大,因此,在处理高维目标问题时

与传统经典进化算法一样性能急剧下降;而 2p-NSGA-II 和 r-NSGA-II 均在非支配解中定义了更严格的占优关

系,可以有效减少种群中的非支配解比例,适合于求解高维目标优化问题.另外,由于 2p-NSGA-II 同时考虑决策

者正负偏好信息,相比 r-NSGA-II 只考虑决策者正偏好信息,进一步提高了所求解集的求解精度. 
3.2.2   加法二进制ε指标值对比 

加法二进制ε指标[23]由 Zitzler 等人提出,可用于比较两个解集之间的优劣. 
对于加法二进制ε指标,任给两个解集 A 和 B,将其作为输入可得到一对输出(IA,IB),其中, 

2 1 1 2

2 1 1 2

( , ) { , : },

( , ) { , : }.

A

B

I I A B Inf z B z A z z

I I B A Inf z A z B z z

ε ε
ε

ε ε
ε ℜ

+ +
∈ℜ

+ +
∈

= = ∀ ∈ ∃ ∈

= = ∀ ∈ ∃ ∈
 

上式中,假定所求问题为最小化问题,对于ε>0,当且仅当∀1≤i≤n(n 为目标数目),有 1 2
i iz zε +≤ ,则 z1

ε+z2 

(z1ε占优 z2).对于输出对(IA≤0,IB>0),表示 A 严格优于 B;(IA>0,IB>0)表示 A 和 B 之间无法比较,但是如果 IA<IB,
可以认为 A 弱优于 B;同理,如果有(IA≤IB≤0),且 IA<IB,则认为 A 弱优于 B. 

在对比实验中,本文用字母 P,G 和 R 来分别表示 3 种算法 2p-NSGA-II,g-NSGA-II 和 r-NSGA-II 产生的解

集.加法二进制ε指标值见表 4.在 2p-NSGA-II 与 g-NSGA-II 的对比中,在 2 目标测试函数下,第 1 种情况下有

(I(P,G)<0,I(G,P)<0)且 I(G,P)<I(P,G),表明 g-NSGA-II 所求解集弱优于 2p-NSGA-II 所求解集;第 2 种情况下有

(I(P,G)>0,I(G,P)<0),表明 g-NSGA-II 所求解集优于 2p-NSGA-II 所求解集;在 4 目标~10 目标高维测试函数中,
所有的情况均有(I(P,G)<0,I(G,P)>0),表明 2p-NSGA-II 在处理高维目标问题上明显优于 g-NSGA-II 所求解集.
在 2p-NSGA-II 与 r-NSGA-II 的对比中,r-NSGA-II 产生的解集只在 2 目标测试函数和 10 目标测试函数的第 2
种情况优于或弱优于 2p-NSGA-II 产生的解集 ,而在其他情况下 ,2p-NSGA-II 产生的解集均优于或弱优于

r-NSGA-II 产生的解集. 

Table 4  Values of additive binary ε-indicator 
表 4  加法二进制指标值 

Additive binary ε-indicator 2DTLZ2 4DTLZ2 6DTLZ2 8DTLZ2 10DTLZ2 
I(P,G) −6.20E−04 −0.160 4 −0.247 5 −0.171 1 −0.108 7 Case 1
I(G,P) −2.02E−02 0.396 5 0.615 7 0.635 0 0.627 2 
I(P,G) 4.30E−04 −0.157 0 −0.313 3 −0.242 8 −0.085 5 

2p-NSGA-II
versus 

g-NSGA-II Case 2
I(G,P) −0.014 8 0.242 8 0.701 8 0.629 7 0.665 4 
I(P,R) −1.38E−05 0.193 2 0.123 3 0.053 0 0.077 1 Case 1
I(R,P) −1.40E−02 0.194 1 0.132 5 0.079 6 0.116 9 
I(P,R) 0.180 7 −0.009 1 0.004 0 0.047 7 0.206 7 

2p-NSGA-II
versus 

r-NSGA-II Case 2
I(R,P) −0.082 8 0.009 7 0.030 3 0.048 6 4E−05 
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综上,由加法二进制ε指标值的对比结果得出,2p-NSGA-II 产生的解集尤其是在高维目标优化问题上要优

于 g-NSGA-II 和 r-NSGA-II 产生的解集. 
3.2.3   算法运行时间对比 

算法的运行效率是衡量一个算法优劣的重要指标.为比较 3 种算法的运行效率,本文统计了 20 次 3 种算法

在 2目标~10目标DTLZ2测试函数上运行至 500代所耗费的时间,并取平均值列,见表 5.从整体上看, r-NSGA-II
的运行时间要显著大于其他两种算法的运行时间.2p-NSGA-II 和 g-NSGA-II 在所有测试函数上的平均运行时

间约为 100s,而 r-NSGA-II 的平均运行时间在 500s~750s 之间,说明 2p-NSGA-II 和 g-NSGA-II 根据偏好信息对

搜索空间进行划分的方法能够有效提高算法的排序效率.而为了将偏好解从种群中分离出来, r-NSGA-II 采用

的计算方法需要耗费更多的计算时间.另外,随着优化目标数目的增多,g-NSGA-II 和 r-NSGA-II 的运行时间总

体上呈递增趋势,而本文提出的 2p-NSGA-II 的运行时间总体上保持平稳,不会随着优化目标数目的增加而显著

影响算法的运行效率.这是由于 2p-NSGA-II 中保持解集多样性的方式是重新设计的δ控制策略,算法所用到的

信息为前面已经计算好的相对贴近度值 ,优化目标数目的增加对算法效率的影响较小 ;而 g-NSGA-II 和

r-NSGA-II 采用的是拥挤距离策略,拥挤距离的计算时间随着目标数目的增加而递增. 

 Table 5  Runtime of three algorithms  (s) 
 表 5  算法运行时间 (秒) 

Running rime 2DTLZ2 4DTLZ2 6DTLZ2 8DTLZ2 10DTLZ2 
Case 1 93.722 111.003 103.466 99.078 103.719 2p-NSGA-II Case 2 96.878 109.659 102.138 102.791 103.589 
Case 1 88.888 114.734 119.610 124.325 129.609 g-NSGA-II Case 2 91.494 130.103 116.531 119.619 125.062 
Case 1 572.463 610.240 665.567 722.056 749.769 r-NSGA-II Case 2 525.056 508.156 618.269 679.753 721.500 

 
3.2.4   对比实验结果 

以上 3 个指标的对比结果表明,本文所提出的 2p-NSGA-II 的求解精度以及算法的运行效率整体上均优于

g-NSGA-II 和 r-NSGA-II.g-NSGA-II 在高维目标问题的求解上难以收敛到最优前沿,而 r-NSGA-II 的算法运行

效率缓慢,算法收敛到最优前沿上的偏好区域建立在较高的时间复杂度之上,且求解精度略差于 2p-NSGA-II. 

4   总  结 

结合决策者偏好信息和改进 Pareto 占优思想,本文提出了一种新型双极偏好占优机制用于处理高维目标

优化问题,该占优机制在非支配解间建立了更加严格的占优关系,能够克服现有采用 Pareto 占优算法随着优化

目标数目增多,解集中非支配解比例过大而导致进化停滞不前的问题.将所提双极偏好占优融入到 NSGA-II 中,
形成新算法 2p-NSGA-II.仿真实验结果表明,算法在处理 2 个~15 个目标标准测试函数问题上性能良好,且整体

性能优于 g-NSGA-II 和 r-NSGA-II 两种算法.针对实际问题,决策者能够同时提供正负偏好信息,如供应链管理

中的供应商选择、工程中的桁架设计以及图像处理中的特征选取等问题.本文下一步将研究如何应用该算法来

求解多目标优化的实际问题. 
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