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Abstract:  The L2-kernel classifier does not consider explicitly its classification margin when approximating the 
difference of densities (DoD) with the integrated squared error (ISE) criterion of probability densities, which is 
disadvantageous for improving the performance of classifiers to a certain extent. Its weights can simply be obtained 
by solving the corresponding QP problem which results in the comparatively slow training speed and is impractical 
especially for large datasets. With the aim of overcoming the above drawbacks, a new classification method is 
proposed in this paper, called the maximum margin logistic vector machine (MMLVM), which maximizes the DoD- 
based classification margin and finds the corresponding weight vector by solving a logistic optimization problem in 
gradient descent way. The theoretical analysis is provided in the globally optimal weights, the generalization error 
bound, and in the computational complexity of MMLVM. Experimental results on the artificial, UCI, PIE and USPS 
data sets demonstrate the effectiveness of the proposed approach in overcoming the drawbacks as above. 
Key words: classification; maximum margin; logistic vector machine; kernel classifier; difference of densities 

摘  要: 通过 ISE 准则逼近真实密度差的 L2-核分类器没有显式地考虑到分类间隔,在一定程度上不利于提高分

类器精度;同时,权向量的求解最终转化为一个二次规划问题,导致 L2-核分类器训练速度较慢,特别是对于较大样

本.基于这两个问题,利用样本间的密度差构造了分类间隔并最大化此间隔,而此问题最终转化为一个对数优化问

题,故称其为最大间隔对数向量机(maximum margin logistic vector machine,简称 MMLVM),进而利用梯度下降法求

解最优权.同时,分别从权的全局最优性、一般化误差界及算法复杂度这 3 方面进行了理论分析.最后,人工和

UCI,PIE 及 USPS 数据集的实验结果表明,算法理论正确,解决了上述两个问题并获得了较好的效果. 
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分类是模式识别和机器学习中的重要研究内容之一,广泛应用于现实生活中,如药物检测、门禁系统、医

疗诊断等[1−3].常见的分类器有:解决二分问题的支持向量机(support vector machine,简称 SVM)[4]和 v-SVC[5];解
决异常检测的支持向量数据描述(support vector data description,简称 SVDD)[2]和小球体大间隔(small sphere 
and large margin,简称 SSLM)算法[3];以及基于密度估计的 L2-核分类器[6]和核密度估计(kernel density estimate,
简称 KDE)分类器[7]等.而评价分类器的优劣往往考虑 3 个方面: 

(1) 测试精度.一般地,用于分类的平均间隔(如 SVM 的分类间隔 2/||w||,这里,w 为超平面的法向量)越大,
精度越高,但最大化平均间隔容易忽视样本的局部分布; 

(2) 获取分类器 (或决策函数 )的时间 ,体现在训练速度上 .因上述方法最终对应二次规划 (quadratic 
programming,简称 QP)问题,因此在训练较大样本时速度较慢; 

(3) 决策未知样本所属类别的速度.这常用稀疏性评价,如 SVM 和 SVDD 的支持向量数、L2-核分类器和

KDE 中非零权的个数,其越少稀疏性越好,决策速度越快. 
实际上,只有基于某种测度才能给出相应的分类间隔.所以,采用不同测度将得到不同类型的分类器,如: 

SVM[4]和 SVDD[2]/SSLM[3]分别是以点到超平面的欧式距离和点到球心的欧式距离进行鉴别,它们以欧式距离

为测度;而 L2-核分类器[6]、KDE[7]和贝叶斯分类器[8]是以概率密度大小进行鉴别,它们以概率密度为测度.给定

相应测度的分类间隔后,一般通过最大化分类间隔来求解相应的优化模型.我们注意到,最大化分类间隔大多考

虑欧式测度,如 SVM 通过 min(wTw/2)实现分类间隔 2/||w||的最大化.文献[9]从概率密度测度出发定义了密度差

异(density contrast),并通过最大化此差异来增强概率密度模型的鉴别能力.但是,基于概率密度测度的 L2-核分

类器仅将两类间的密度差(difference of densities,简称 DoD)看成一种新的分布,并利用累积平方误差(integrated 
squared error,简称 ISE)准则最优逼近两者密度差分布进而实现分类.可见,在一定程度上,L2-核分类器并没有考

虑到最大分类间隔问题,造成了如提出者所得到的分类精度与 SVM相比相当或没有优势之结论[6].实际上,构造

不同类型的分类间隔往往可以解决或改善机器学习中的一些问题或算法[10,11]. 
鉴于上述分析,本文利用密度差构建分类间隔,并最大化全体样本的总分类间隔,而此模型最终转化为一个

对数优化问题进行求解,并在较大程度上提高了训练速度,称该方法为最大间隔对数向量机(maximum margin 
logistic vector machine,简称 MMLVM). 

本文第 1 节介绍核分类器的一般形式.第 2 节介绍分类间隔的构造和 MMLVM 算法及其实现.第 3 节从理

论上分析 MMLVM 算法的一些特性.第 4 节给出实验结果与分析.第 5 节总结全文. 

1   L2-核分类器 

定义 1. 设样本空间 X⊂ℜd,输入样本χ=χ+∪χ−,其中χ+和χ−分别是从样本空间 X 中采样获得的正负类样本

集,不妨设χ+={xi|xi∈X,1≤i≤N+},χ−={xi|xi∈X,N++1≤i≤N},其中,xi 是列向量,类标签 y=(y1,…,yN)T.当 xi∈χ+时, 
yi=+1;当 xi∈χ−时,yi=−1. 

一般地,样本空间 X 很难做到线性可分,为了提高线性分类器的灵活性,常使用所谓的核技巧:假设存在一个 
映射φ将样本空间 X 映射到一个尽可能高维的特征空间Φ中,即φ:x∈X6φ(x)∈Φ,并且通过一个正定核函数 

k:ℜd×ℜd∈ℜ诱导Φ空间中的内积形式,即φ(xi)Tφ(xj)=k(xi,xj).通过核技巧,许多核分类器,如不带偏移项的 SVM等,
一般都具有如下形式: 

 
1 1 1
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f y k k kα α α
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其中,α=(α1,…,αN)T≥0 是参数向量.显然,公式(1)与 KDE 具有相同的形式. 
假定χ+和χ−样本所在空间的真实概率密度为 p+(x)和 p−(x),根据决策理论[6]可知,以概率密度为测度的分类
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器具有如下形式: 
 f(x)=p+(x)−γp−(x) (2) 

若 f(x)≥0,则 x 属于+1 类;否则属于−1 类.其中,γ是通过先验概率获得的某一固定常数[6].根据文献[9]可知, 
p+(x)−p−(x)是两类间的密度差(difference of densities,简称 DoD),并利用密度差定义了两类间基于密度的差异

(density-based contrast),这种差异恰恰反映了基于密度测度分类器的鉴别能力. 
一般地,根据贝叶斯分类器和 Parzen Windows 理论[7,8]可知,正负类样本的类条件概率密度可简单地估计为 
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上式 1/N+可以不考虑,故本文令 dγ(x)=p+(x)−γp−(x).显然,它反映的也是一种基于密度测度的差异.而γ可简

单地通过 N+/(N−N+)确定,同时为了简单说明,本文直接称 dγ(x)为密度差. 
根据 KDE(如 Parzen Windows)理论[7,8]可知,利用有限的采样样本(根据定义 1,可直接使用χ+和χ−)可以估计

p+(x)和 p−(x)[6,7]权化形式: 
 

1
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其中,kσ(•,•)是带宽为σ的高斯核; 1( ,..., ) 0T
N

α α ++ = ≥α 且
1

1; ( ,..., ) 0T T
NN

α α++ − +
= =1 ≥α α 且 1T

− =1α .这里,1 是单 

位列向量.此时,密度差 dγ(x)的估计为 

 ˆ ˆ ˆ( ; ) ( ; ) ( ; )d p pγ γ+ + − −= −x x xα α α  (5) 
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.L2-核分类器通过优化问题

; 1; 1
arg min ( )
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ISE
ℜ + −∈ = =

=
1 1α α α

α α 求解得到, 2
2

ˆ( ) || ( ; ) ( ) ||ISE d dγ γ= −x xα α .实际 

上是将问题转化为一个 QP 问题,见文献[6].此时,L2-核分类器可表示为 

 *

1 1
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i N N j N

f p p k kσ σγ α γ α
+ +

+ + − −
+
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显然,通过简单变形,公式(1)和公式(6)具有相同的形式. 

2   MMLVM 算法 

2.1   Margin构造 

L2-核分类器通过 ISE 准则逼近真实密度差,没有显式地考虑到有助于提高分类精度的分类间隔问题,这对

提高分类精度是不利的.为此,本文先构造一种分类间隔.根据公式(6)可知,决策未知样本是通过该样本在两类

样本上的密度差估计值实现,因此可以定义训练样本 xn 在训练时的分类间隔为 
 ˆ ˆ( ( ; ) ( ; ))n n n ny p pρ γ+ + − −= −x xα α  (7) 

显然: 
• 当 xn 正确训练时: 

∗ 若 yn=1,则 ˆ ˆ( ; ) ( ; ) 0n np pγ+ + − −− ≥x xα α ; 
∗ 若 yn=−1,则 ˆ ˆ( ; ) ( ; ) 0n np pγ+ + − −− <x xα α . 

 对于这两种情况ρn≥0; 
• 当 xn 错误训练时,ρn<0. 
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将公式(7)展开成向量乘积形式,即 

 
T

T
n n nρ +
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z z

α
α

α
 (8) 

其中, 

 1 1
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y k y k y k y kσ σ σ σγ γ+ + +

= − −z x x x x x x x x  (9) 

注意,公式(9)中的 zn∈ℜN,因此有如下结论: 
通过公式(9)训练样本 xn 被映射到ℜN 空间中的点 zn,并且经α权化的 zn 真实地反映该训练样本的分类间隔. 
因此,根据上述结论,公式(6)的核分类器学习可以转变为在最大化分类间隔框架下求解α权实现.当获得最

优权α后,给定未知样本 x,需要将其映射到ℜN 中,即 

 1 1
( ) ( ( , ),..., ( , ), ( , ),..., ( , ))T

NN N
k k k kσ σ σ σγ γ+ + +

= − −z x x x x x x x x x  (10) 

因此,决策函数为 
 f*(x)=αTz(x) (11) 
若 f*(x)≥0,则 x 属于+1 类;否则属于−1 类. 

2.2   Margin构造 

累计所有训练样本的分类间隔,并考虑到线性累计可能会出现无边界问题,本文采用对数形式累计样本的

分类间隔来估计权α,得到下列优化模型: 
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显然,公式(12)是一个带约束的凸优化问题.由于上式有两个等式约束和一个非负约束,故不能直接使用梯

度下降法进行求解.为此,下面进行等价变换消除上述约束.首先,将公式(12)改写成 
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令α+=β+/||β+||1,α−=β−/||β−||1,且 0+
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,显然, 1T
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− =1α 必定成立,故公式(13)等价于 
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为了消除上式中的非负不等式约束,令 +
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1 2 1 2|| || || || ,|| || || ||+ + − −= =v vβ β .其中,⊗是 Hadamard 乘积算子.为了

简单,记 ...
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����
v v v ,则公式(14)等价于下列无约束优化问题: 
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下面将给出梯度下降法求解公式(16)的过程.为此,将公式(16)的目标函数定义为 F(v),即 
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则 F(v)的梯度为 
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因此,v 可以通过下列迭代公式进行求解: 
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其中,η>0 是迭代算法的学习率.注意,公式(16)的目标函数并不是一个凸函数,那么通过公式(19)迭代得到的解

能否保证是目标函数公式(17)的全局最小值点,这将在第 3.1 节中加以讨论. 

2.3   MMLVM实现 

综合第 2.1 节和第 2.2 节的内容,MMLVM 算法归纳如下,其中包含训练和测试两个过程. 
MMLVM 实现算法 
(1) 训练 
输入:数据集χ+={xn|xn∈ℜd,1≤n≤N+},χ−={xn|xn∈ℜd,N++1≤n≤N}、核带宽参数σ、规则参数γ及迭代停止 

参数 e; 

输出:权向量 +
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α
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+ +

− −

⎛ ⎞ ⎛ ⎞
= =⎜ ⎟ ⎜ ⎟

⎝ ⎠ ⎝ ⎠

1
1

α
α

α
(或α(0)随机生成,并对α+和α−分别进行归一处理),β(0)=α(0),t=0; 

步骤 2:根据公式(9)计算 zn,1≤n≤N;根据公式(15)计算 v(0); 
步骤 3:Do while 

t=t+1; 
根据迭代公式(19)计算 v(t); 

( ) 2( ) ( ) 1

1 1

|| ||
(1 );

|| ||

t t
t t t

i i t tv i Nβ + +

−

⎛ ⎞
= = ⎜ ⎟⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤ ≤

β β
α

β β
; 

Until (||α(t)−α(t−1)||1<e)(或采用其他范数); 
步骤 4:α=α(t). 
(2) 测试 
给定未知样本 x,通过公式(10)计算 z(x),并由公式(11)的非负性输出所属类标签:若其为负,则为−1 类;否则

为+1 类. 
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3   MMLVM 算法分析 

3.1   权全局最优性分析 

公式(12)和公式(14)虽然是一个凸优化问题,但通过公式(15)得到的无约束优化问题公式(16)的目标函数并

不是一个凸函数.那么,通过梯度下降法(即通过公式(19)迭代)得到的解 v,可能不是目标函数公式(16)的全局最

小值点,而是它的局部最小值点或是鞍点.为了描述清楚,根据公式(14)~公式(16)定义如下函数: 

 1

1 1

|| ||
( ) ln 1 exp

|| ||

TN

n
n

F + +

= − −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟= + −⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ z

β β
β

β β
(即公式(14)的目标函数) (20) 

 β=β(v)=v2(即公式(15)的向量形式) (21) 

 
2 2

2
2 2

1 2

|| ||
( ) ( ( )) ln 1 exp

|| ||

T
N

n
n

F F + +

= − −

⎧ ⎫⎛ ⎞⎛ ⎞⎪ ⎪⎜ ⎟= = + −⎜ ⎟⎨ ⎬⎜ ⎟⎜ ⎟⎝ ⎠⎪ ⎪⎝ ⎠⎩ ⎭
∑ v v

v v z
v v

β (即公式(16)的目标函数) (22) 

显然,公式(22)是由公式(20)和公式(21)复合而成. 
定理 1. 若 v*是 F(v)的驻点,则 v*是 F(v)的鞍点或全局最小值点,不可能是局部最小值点. 
证明:因 v*是 F(v)的驻点,故 

 1
1

2 ,...,2
T

N
N

F F Fv v
β β

∗ ∗
∗

⎛ ⎞∂ ∂ ∂
= =⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎝ ⎠
0

v
 (23) 

这里, F
∗

∂
∂v

是
*

F

=

∂
∂ v vv

的简写.不失一般性,假设 v*的前 M 元为 0,其他非 0,则有 

 
2

0( 1 )
i ii v

F M i N
β

β ∗=

∂
= +

∂
≤ ≤ (∵公式(23)) (24) 

并记 F(v)的 Hessian 矩阵为 H(v)=[hij]N×N,其中, 

 
2

4 2ij i j ij
i j i

F Fh v v δ
β β β
∂ ∂

= +
∂ ∂ ∂

 (25) 

则 

 ( )H ∗ ⎛ ⎞
= ⎜ ⎟⊗⎝ ⎠

0
0
A

v
B C

 (26) 

其中, 

 

*
1

*

2

2
M

F

F

β

β

∂⎛ ⎞
⎜ ⎟∂⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟

∂⎜ ⎟
⎜ ⎟∂⎝ ⎠

0

0

"

# % #

"

A  (27) 

 

2 2

2 * * *
1 1

2 2

* * 2 *
1

M M N

N M N

F F

F F

β β β

β β β

+ +

+

⎛ ⎞∂ ∂
⎜ ⎟

∂ ∂ ∂⎜ ⎟
⎜ ⎟=
⎜ ⎟
⎜ ⎟∂ ∂
⎜ ⎟∂ ∂ ∂⎝ ⎠

"

# % #

"

B  (28) 

 

2
1 1

2
1

4 4

4 4

M M N

N M N

v v v

v v v

∗ ∗ ∗
+ +

∗ ∗ ∗
+

⎛ ⎞
⎜ ⎟

= ⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

"
# % #

"
C  (29) 



 

 

 

胡文军 等:最大间隔对数向量机 3065 

 

注意,上式中β*=v*2.可知: 
 B>0(正定,∵F(β)是严格凸函数) (30) 

 C≥0(半正定) (31) 
根据 Schur 乘积理论[12],有 

 B⊗C≥0 (32) 
因此,若有且只有 A≥0 时,H(v*)≥0.显然,当 A<0 时,H(v*)<0(负定),则 v*是 F(v)的鞍点;当 A≥0,H(v*)≥0,下

面证明此时的 v*是 F(v)的全局而不是局部最小值点. 

(反证法)若 v*不是全局最小值点,可假设 ∗v 是 F(v)的全局最小值点,即 ( ) ( )F F∗ ∗<v v ,那么有 ( ) ( )F F∗ ∗<β β

且 ∗ ∗≠β β ( 因为 ∗β 和 β* 是根据 ∗v 和 v* 并通过公式 (21) 计算获得 , 若 ∗ ∗=β β , 则 ( ) ( )F Fβ β∗ ∗= ⇒  

( ) ( )F F∗ ∗=v v ).同时,根据泰勒理论,存在ξ∈(0,1),使得 

 

2

2
( )

*
1

*
1

1( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2

( ) ( )

( ) ,..., ,0,...,0 ( )     ( (24))

( ) ,..., ,0,...,0

T
T

T

M

M

F FF F

FF

F FF

F FF

ξ

Δ

Δ
β β

β β

∗ ∗ ∗

∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗

= + −

∗ ∗ ∗
∗

∗ ∗ ∗
∗

∗
∗

⎛ ⎞⎛ ⎞∂ ∂
= + − + − −⎜ ⎟⎜ ⎟∂ ∂⎝ ⎠ ⎝ ⎠

⎛ ⎞∂
= + − +⎜ ⎟∂⎝ ⎠

⎛ ⎞∂ ∂
= + − +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= + ⎜
∂ ∂⎝ ⎠

因为公式

β β β β

β β β β β β β β
β β

β β β
β

β β β

β *
1

*
1

,..., ,0,...,0

( ) ,..., ,0,...,0

M

M

F F

F FF

Δ
β β

Δ
β β

∗ ∗
∗

∗ ∗
∗

⎛ ⎞∂ ∂
− +⎟ ⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
⎛ ⎞∂ ∂

= + +⎜ ⎟
∂ ∂⎝ ⎠

β β

β β

 (33) 

最后一步简化是因为 v*的前 M 元为 0,故β*的前 M 元也为 0.因 F(β)是一个严格凸函数,故
2

2 0F∂
>

∂ β
,故Δ≥0;

又因为证明条件是 H(v*)≥0(正定),则 *0 0(1 )
i

F i M
β

∂
⇒

∂
≥ ≥ ≤ ≤A .因此,由公式(33)可得 

 *
1

( ) ( ) ,..., ,0,...,0 0
M

F FF F Δ
β β

∗ ∗ ∗
∗

⎛ ⎞∂ ∂
− = +⎜ ⎟

∂ ∂⎝ ⎠
≥β β β  (34) 

显然,这与假设( ( ) ( )F F∗ ∗<β β )相矛盾.定理 1 成立. □ 
定理 2. 若 v*是通过初值 v(0)≠0 和梯度下降法迭代获得,那么 v*是 F(v)的全局最小值点. 

证明:(反证法)当梯度下降法迭代终止时,有 F
∗

∂
=

∂
0

v
,根据定理 1 可知,v*是 F(v)的鞍点或全局最小值点.假设

v*是鞍点,则 H(v*)<0⇒A<0.由公式(27)可知,至少存在一个序号 c(1≤c≤M),使得 * 0
c

F
β

∂
<

∂
,那么根据函数连续性

理论,在 *
cβ 的某个θ邻域(θ>0),记为 *{ || | }cΘ β β β θ= − < ,当βc∈Θ时, 0

c

F
β

∂
<

∂
.所以, 

• 当 c cv β= 时, 

 2 0c
c c

F Fv
v β

∂ ∂
= <

∂ ∂
 (35) 

• 当 c cv β= − 时, 

 2 0c
c c

F Fv
v β

∂ ∂
= >

∂ ∂
 (36) 
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通过公式(19)迭代得到的 vc
( ) ( 1)t t
c c

c

Fv v
v

η−⎛ ⎞∂′← −⎜ ⎟
∂⎝ ⎠

即 ,由公式(35)、公式(36)可知:当 v(0)≠0 时,迭代到的 cv∗ 不 

可能达到 0;同理,当 v(0)≠0 时,迭代到 v*也不可能是其鞍点.定理 2 成立. □ 

3.2   一般化误差界分析 

根据第 2.1 节可知,MMLVM 算法实际处理的样本空间是 Z⊂ℜN,假设 Z 的真实概率分布为 p(z),并且

ZN={z1,…,zN}是从此分布中独立采样获得的实验样本.而最优参数α从统计学习角度往往可以通过期望风险(损 
失)最小化实现[13,14].因此,对于给定的损失函数 ( , )zαL ,利用最小化公式(37)来求解α. 

 ( ) [ ( , )] ( , ) ( )dR E p= = ∫z z z zα α αL L  (37) 

但不知道 p(z)的具体分布,通常做法是最小化实验样本 ZN 的实验风险,即最小化公式(38)来求解α. 

 
1

1( , ) ( , )
N

N
n

n
R

N =

= ∑Z zα αL  (38) 

定义 2(ε-覆盖数). 设 f(α,z)是实值函数,ZN={z1,…,zN}是采样的实验样本,令 
f(α,ZN)=(f(α,z1),…,f(α,zN))T∈ℜN. 

若存在 u∈{uj|uj∈ℜN,1≤j≤m},使得对于任意的α,不等式||f(α,ZN)−u||p≤N1/pε成立.那么,f 在 p 范数和 ZN 样 

本下的ε-覆盖数为 m 的最小值,记为 ( , , )N
p f ε ZN ,故 ( , , ) sup ( , , )N

N
p pf N N fε ε=

Z
ZN . 

定理 3. 给定∀ε>0 和概率分布 p(z),有 

 
2

1 2[sup | ( , ) ( ) | ] 8 [ ( , /8, )]exp
128

N N NP R R E
M
εε ε

⎛ ⎞−
− > ⎜ ⎟

⎝ ⎠
≤Z Zα α α N L  (39) 

其中, , ,sup ( , ) inf ( , )M = −z zz zα αα αL L . 

证明:证明过程见文献[14]. □ 
定理 4. 若 f(α,z)=αTz(线性函数),且||z||∞≤b 和||α||1≤a,那么有 

 
2 2

2 2 22log ( , , ) log (2 1)a bf N Nε
ε

⎡ ⎤
+⎢ ⎥

⎢ ⎥
≤N  (40) 

证明:证明过程见文献[15],将文献[15]定理 3 中的 p 和 q 分别取值∞和 1 即可证得. □ 
定理 5. 给定∀ε>0 和概率分布 p(z),对于本文 MMLVM 算法,有 

 

2

2
256 2

2[sup | ( , ) ( ) | ] 8(2 1) exp
512(1 2 )

N NP R R N
γ

ε εε
γ

⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥ ⎛ ⎞−

− > + ⎜ ⎟
+⎝ ⎠

≤Zα α α  (41) 

其中,γ=max(1,γ). 

证明:因为 1, 1,T T
+ −= =1 1 0≥α α α ,所以||α||1≤2.当取 Gaussian 核及根据公式(10)有||z||∞≤max(1,γ),并简写为 

||z||∞≤γ.因为 MMLVM 算法中的 Margin 为ρ(α,z)=αTz(线性函数),所以根据定理 4(即公式(40))有 

 

2

2
4

2 ( , , ) (2 1)N N
γ

ερ ε
⎡ ⎤
⎢ ⎥
⎢ ⎥⎢ ⎥+≤N  (42) 

但 MMLVM 算法实现最终采用公式(12)的对数形式,因此构造对数损失函数 ( , ) ln(1 exp( ( , )))ρ= + −z zα αL .
因为 ( , )zαL 是带 L=1 常数的 Lipschitz 函数[11,16],所以, 

 1 1 1 1[ ( , , )] ( , , ) ( , / , ) ( , , )NE N L N Nε ε ρ ε ρ ε=≤ ≤ZN L N L N N  (43) 

同时,根据定义 2 和 Jensen 不等式有 
 1 2( , , ) ( , , )N Nρ ε ρ ε≤N N  (44) 

因为 
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1

( , ) ln(1 exp( ( , ))) 1 exp( ( , ))

1 | ( , ) | 1 | | 1 | || || |
1 || || || || 1 2

T T

ρ ρ

ρ
γ

∞

∞

= + − + −

+ = + +
= + +

1

≤

≤ ≤

≤

z z z

z z z
z

α α α

α α α
α

L

 (45) 

所以, 
 , ,sup ( , ) inf ( , ) 2(1 2 )M γ= − +≤z zz zα αα αL L  (46) 

根据公式(42)、公式(43)、公式(46)和定理 3(公式(39))可知定理 5 成立. □ 
定理 6. 给定 0<δ<1,那么 MMLVM 算法中的一般化误差界满足下式且以 1−δ概率成立. 

 

22 2

2

2 2

2

512(1 2 ) ln(8/ ) ln(8/ ) 2 ln(2 1)| ( , ) ( ) |
2 (1 2 )

ln(8/ ) ln(8/ ) 2 ln(2 1)                             16(1 2 )
(1 2 )

N NR R
N N N

N
N N N

γ δ δ γ
γ

δ δ γγ
γ

⎛ ⎞+ +⎛ ⎞⎜ ⎟− < + +⎜ ⎟⎜ ⎟+⎝ ⎠⎝ ⎠

+⎛ ⎞= + + +⎜ ⎟ +⎝ ⎠

Ζα α

 (47) 

证明:令公式(41)右侧项等于δ,并求出ε即可证明定理 6 成立. □ 
可见,公式(47)中 ln(2N+1)/N 随着 N 的增大而逐渐变小.因此,MMLVM 算法处理较大样本时有更好的精度.

第 4.4 节中的 USPS 实验结果验证了此结论.同时,这一结论也是熟知的常识,即当使用 KDE 来表达数据样本时,
通常需要样本数足够多. 

3.3   复杂度分析 

根据公式(9)计算 zn,其计算复杂度为 O(N2),这与许多基于 QP 求解的分类器,如 SVM,SVDD 等,在计算核矩

阵时的复杂度相同.根据公式(14)的凸优化问题可知,对于给定β,其计算复杂度为 O(N),即单次迭代的计算复杂

度为 O(N).假设求解过程进行了 T 次迭代,则 MMLVM 算法求解最优权的计算复杂度为 O(TN),显然与样本成线

性关系.而基于 QP 求解的方法(如 SVM,SVDD 等),其计算复杂度不小于 O(N2),甚至达到或超过 O(N3)[17−19].因
此,当 N 较大时,本文算法在训练速度上具有较大优势. 

4   实验结果与分析 

所有实验均在主频 2.6GHz,2GRAM,Intel Core(TM),XP 系统的计算机上完成,程序运行于 Matlab2009a 平

台.核函数是带宽参数为σ的高斯核 k(xi,x j)=exp(−||x i−xj ||2/h).所有算法的性能分别从测试精度、训练时间

Training(单位:s)和分类测试时间 Testing(单位:s)等 3 个方面进行比较.同时,考虑到训练数据的不平衡,测试精度

采用几何精度 g 进行评价,该方法常用于评价不平衡数据集[3,20].即,分别统计正负类的分类精度 a+和 a−,则 

g a a+ −= ⋅ ,其中,a+和 a−分别用下式进行计算: 
# positive  samples  correctly classified 100%,

#total  positive  samples  classified
# negative  samples  correctly classified 100%.

#total  negative  samples  classified

a

a

+

−

= ×

= ×
 

注意,如本文引言所述,尽管 MMLVM 是一种新的分类器,但 L2-核分类器在分类精度和训练时间上与

C-SVM(软间隔的 SVM 版本)[4,5]相比并没有优势[6],特别是在分类精度上.同时,本文算法是建立在概率密度测

度上的,因此,本文在实验安排上将 MMLVM 与 C-SVM 和 Parzen 窗(parzen window,简称 PW)[8,21]密度估计进行

比较,并从测试精度、训练速度以及测试速度等 3 个方面进行综合评价.因 PW 算法不需要训练而是直接进行未

知样本的测试,故后面 PW 实验部分也只给出了测试精度和测试速度两个指标. 

4.1   合成数据集实验 

4.1.1   Gaussian 混合模型实验 
本节使用一维高斯混合模型分析 MMLVM 的密度逼近以及分类 Margin 的特征.正负类样本概率密度分别 
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为 1 1 2 2( ) 0.7 ( ; , ) 0.3 ( ; , )p φ μ σ φ μ σ+ + + +
+ = +x x x 和 3 3 4 4( ) 0.6 ( ; , ) 0.4 ( ; , )p φ μ σ φ μ σ− − − −

− = +x x x .其中,φ(x;μ,σ)是均值为μ、方 

差为σ2 的高斯函数.正负类训练样本从区间[−5,15]上各随机采样 500 个点,图 1 给出了实验结果. 

图 1 中,图 1(a)~图 1(c)对应 1 2 1 2 1 2 1 21, 3, 1, 0.707, 8, 11, 0.707, 1μ μ σ σ μ μ σ σ+ + + + − − − −= − = = = = = = = ,此时,两类样本

密度重叠很小.图 1(a)中的实线是正类样本的密度曲线 p+(x),虚线是 ˆ ( ; )p+ +x α ;图 1(b)中的实线是正类样本的密

度曲线 p−(x),虚线是 ˆ ( ; )p− −x α ;图 1(c)中的实线是两类样本的密度差曲线 dγ(x),虚线是 ˆ ( ; )dγ x α .从图 1(a)、图 1(b) 

中可以看出,估计的密度曲线与实际密度曲线具有相同的趋势,但进行了一定的伸缩,主要是考虑到各个训练样 
本点在分类时的 Margin,并尽可能使得总体 Margin 最大化,确保大间隔分类. 

而图 1(d)~图 1(f)对应 1 2 1 2 1 2 1 21, 4, 1, 0.707, 5, 9, 0.707, 1μ μ σ σ μ μ σ σ+ + + + − − − −= − = = = = = = = ,此时,两类样本密度

在区间[3,6]重叠较大.图 1(d)中的实线是正类样本的密度曲线 p+(x),虚线是 ˆ ( ; )p+ +x α ;图 1(e)中的实线是正类样

本的密度曲线 p−(x),虚线是 ˆ ( ; )p− −x α ;图 1(f)中的实线是两类样本的密度差曲线 dγ(x),虚线是 ˆ ( ; )dγ x α .从图 1(d)、 

图 1(e)中可以看出,估计的密度曲线与实际密度曲线具有相同的趋势,但进行了一定的平移,通过平移尽可能地

拉大两类样本间的重叠程度,使得分类间隔最大,如图 1(e)所示. 
 
 
 
 
 

(a)                                                (b) 

 
 
 
 
 

(c)                                                (d) 

 
 
 
 
 

(e)                                                (f) 

Fig.1  The effect of maximizing the DoD margin 
图 1  最大化密度差 Margin 效果 

4.1.2   Spiral 数据集实验 
本节利用螺旋型数据集分析 MMLVM 算法的分类界面特征,并与 C-SVM 进行比较.螺旋型数据集是比较

经典的人工数据集,分类器准确划分此类数据集一般相对较难[22−24],进行比较的实验结果如图 2 所示. 
从图 2 可以看出,MMLVM 的分界面比 C-SVM 更优,更能反映出样本的分布形状,误分样本的可能性明显

低于 C-SVM.但图 2 也表明,MMLVM 算法获得的分界面相对较硬,而 C-SVM 比较平滑(相对较软).这一点可能

会降低 MMLVM 的泛化性能,该问题将作为我们近期研究的重点,这里不再进行深入探讨. 
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 (a) MMLVM 分类界面                    (b) C-SVM 分类界面 

Fig.2  The classification boundary of MMLVM and C-SVM on the spiral-shaped data 
图 2  MMLVM 和 C-SVM 在 Spiral 上的分类界面 

4.2   UCI实验 

本节利用表 1 所示的 7 种 UCI 数据集比较 3 种算法性能.注意,B.Cancer 的数据样本相对较大. 

Table 1  The UCI data sets 
表 1  UCI 数据集 

数据集 维数 样本数 +1 类 −1 类

Wine 13 178 59 119 
Iris 4 150 50 100 

Biomed 5 194 67 127 
Hepatitis 19 155 123 32 
C. Bench 60 208 111 97 
S. Heart 44 267 212 55 

B. Cancer 9 699 241 458 

实验参数的选择:以训练样本 2 范数的平均值 s 为基准,在 MMLVM 实验中,高斯核带宽参数σ从网格

{s2/512,s2/256,s2/128,s2/64,s2/32,s2/16,s2/4,s2}中选择,迭代停止参数 e=0.001;在 C-SVM 实验中,带宽参数σ从网格

{s2/128,s2/64,s2/32,s2/16,s2/8,s2/4,s2/2,s2,2s2,4s2,8s2}中选择 ,而惩罚因子 C[2,5]从网格{0.01,0.02,0.05,0.1,0.2,0.5, 
1,2,5,10,20,50}×N(N是训练样本数)中选择;在 PW实验中,采用Gaussian窗进行估计,带宽从网格{0.01,0.02,0.05, 
0.1,0.2,0.5,1,2,5,10,20,50}中选择. 

测试方法:从+1 和−1 类中各随机取 50%构成训练样本,各类剩余的 50%样本构成测试样本.选定最优参数

并 10 次随机运行后,用均值和标准差统计分类几何精度 g、训练时间 Training 和分类测试时间 Testing.表 2 给

出了实验结果. 
Table 2  The experimental results on UCI 

表 2  UCI 数据集性能比较结果 

MMLVM C-SVM PW Dataset 
g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 测试时间(s) 

Wine 92.33±2.90 0.3153±0.0155 0.0555±0.0007 90.19±2.52 0.3969±0.1351 0.0549±0.0006 91.28±2.74 0.0305±0.0013 
Iris 96.06±1.63 0.4370±0.0212 0.0389±0.0007 94.91±2.18 0.2340±0.1415 0.0384±0.0010 95.64±1.32 0.0227±0.0013 

Biomed 83.28±3.34 0.5448±0.0238 0.0647±0.0006 84.24±3.86 0.4752±0.1587 0.0638±0.0007 82.74±4.24 0.0351±0.0012 
Hepatitis 53.37±4.99 0.4102±0.0377 0.0433±0.0006 42.57±7.59 0.1259±0.1422 0.0426±0.0007 49.11±5.62 0.0245±0.0013 
C.Bench 81.38±2.79 0.3653±0.1225 0.0865±0.0006 80.68±2.85 0.3996±0.1576 0.0848±0.0015 79.82±2.29 0.0471±0.0020 
S.Heart 76.50±3.28 0.1772±0.0122 0.1351±0.0015 56.69±7.12 0.2477±0.1426 0.1351±0.0010 59.06±4.07 0.0734±0.0030 

B.Cancer 96.09±1.05 2.8338±0.8020 0.8507±0.0028 97.07±0.77 34.7411±1.5839 0.8419±0.0036 96.51±0.93 0.4370±0.0029 
平均 82.72±2.85 0.7262±0.1478 0.1821±0.0011 78.05±3.84 5.2315±0.3517 0.1802±0.0013 79.17±3.03 0.0958±0.0019 

表 2 中最后一行是算法在 UCI 数据集上的平均性能.从表 2 可以看出: 
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(1) 在几何精度上,本文的 MMLVM 算法在 Wine 等 5 个数据集上略优于 C-SVM,其他 2 个略低于 C-SVM
算法;并且除 B.Cancer 外的 6 个数据集上优于 PW 算法.因此,在精度上具有一定的优势; 

(2) 在训练速度上,除 Iris,Biomed 和 Hepatitis 外,MMLVM 快于 C-SVM,特别是对于较大样本的 B.Cancer
数据集.故相比于 C-SVM 而言,本文方法具有绝对的优势; 

(3) 在分类测试速度上,MMLVM 均不如 C-SVM 和 PW 快.显然,本文的 MMLVM 算法在分类测试速度上

没有任何优势.这是因为 MMLVM 是基于概率密度为测度的,而 PW 不涉及权向量的优化; 
(4) 从平均性能上看,PW 分类速度较快,而 MMLVM 略劣于 C-SVM;而在几何精度上,MMLVM 明显优于

C-SVM 和 PW. 

4.3   PIE实验 

本节利用 Pose-Illumination-Expression(PIE)人脸图像数据比较两种算法的性能,此数据集见文献[25],并能

从网站 http://people.cs.uchicago.edu/~xiaofei/下载得到.实验数据集的构成:从 PIE 数据库中选择标号为 1,2, 35
和 38 的人脸图像构成 4 个实验类,其中 2 人为男性,2 人为女性.38 号人脸图像为 164 张,其余为 170 张.如图 3
所示,每张图像用一个 1024(32×32 个像素点)维向量表示.训练样本和测试样本的构成:每次实验从 4 个实验类

中选择 1 类作为+1 类,其他类作为−1 类,并分别从+1 类和−1 类中随机抽取 50%构成训练样本,剩余 50%构成测

试样本.参数选择同 UCI 实验,每个实验类随机运行 10 次,并统计比较算法的性能,表 3 给出了实验结果. 

 

Fig.3  The PIE data sets 
图 3  PIE 数据集 

Table 3  The experimental results on PIE 
表 3  PIE 数据集性能比较结果 

MMLVM C-SVM PW +1 类 
g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 测试时间(s) 

1 98.26±0.85 5.5899±0.8156 4.0276±0.0036 97.49±1.53 11.3894±0.7218 4.2225±0.4954 98.48±0.95 2.7172±0.0621 
2 98.55±1.53 5.6766±0.5394 4.0758±0.0388 100.00±0.00 11.1133±0.7779 4.0726±0.0074 98.30±0.82 2.7859±0.0928 

35 99.19±1.13 5.3528±0.3469 4.0650±0.0289 99.53±0.31 10.2226±0.5670 4.0745±0.0461 98.97±0.86 2.7743±0.0967 
38 99.42±0.60 5.1945±0.3190 4.0532±0.0117 99.82±0.28 9.9878±0.9287 4.0420±0.0057 97.53±1.94 2.8840±0.0853 

平均 98.86±1.03 5.4535±0.5052 4.0554±0.0208 99.21±0.53 10.6783±0.7489 4.1029±0.1387 98.32±1.14 2.7904±0.0842 

从表 3 可以看出: 
(1) 几何精度方面,MMLVM 算法在 1 号人脸数据集上优于 C-SVM,而在其他 3 个数据集上略劣于

C-SVM,但相差较小;相比于 PW,MMLVM 除 1 号人脸略低于 PW 外,在其他 3 副人脸上的精度均高于

PW; 
(2) 训练速度方面,MMLVM 在 4 个人脸数据集上均快于 C-SVM 近一倍,表现出较大优势; 
(3) 测试速度方面,在 1 号和 35 号人脸数据集上,MMLVM 略快于 C-SVM,但在其他 2 个数据集,其速度

略慢于 C-SVM;但 PW 表现比较好; 
(4) 平均性能方面,几何精度上 MMLVM 略低于 C-SVM 而高于 PW;训练速度上明显优于 C-SVM;测试速

度上 MMLVM 略劣于 C-SVM 而较慢于 PW. 
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4.4   USPS实验 

本节利用 USPS 手写数字图像数据集比较本文算法和 C-SVM 的性能.USPS 数据集包含 7 291 个训练样本

和 2 007 个测试样本,并能从 http://www.csie.ntu.edu.tw/~cjlin/libsvmtools/datasets/下载得到,每幅图像用 256 
(16×16 个像素点)维的向量表示[26],如图 4 所示.实验选择 USPS 的训练样本为实验数据集,其中,10 个数字 0~9
的手写图像分别有 1 194,1 005,731,658,652,556,664,645,542 和 644 幅. 

训练样本和测试样本的构成:依次选择数字 0~9 为目标数字,并用目标数字样本构成+1 类,并从中随机抽取

50%构成+1 类训练样本,剩余 50%样本用于测试;而非目标数字样本构成−1 类,并从中随机抽取 10%构成−1 类

训练样本,剩余 90%样本也用于测试.参数选择同 UCI 实验,每个目标数字随机运行 10 次,并统计比较算法的性

能.注意,此实验中训练和测试样本数均相对较大(如当选择数字 0为+1类时,训练样本数为 1 206个,测试样本数

为 6 085 个).同时,考虑到测试样本存在不平衡性,如选 9 为目标数字时,+1 类测试样本只有 322 个,而−1 类测试

样本大约有 6 000 个,故本节实验测试精度也采用几何精度 g 进行评价.表 4 给出了实验结果. 

 

Fig.4  The USPS data sets 
图 4  USPS 数据集 

Table 4  The experimental results on USPS 
表 4  USPS 数据集性能比较结果 

MMLVM C-SVM PW +1 类 
g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 训练时间(s) 测试时间(s) g (%) 测试时间(s) 

0 98.32±0.18 28.7070±0.3384 116.9733±0.1539 98.13±0.44 349.8524±6.8268 115.8714±0.6999 99.42±0.17 144.7281±2.7782 
1 99.69±0.10 26.5461±0.1535 109.3729±0.1191 99.59±0.14 381.3839±78.7584 108.2440±0.1762 99.73±0.07 136.2827±1.8880 
2 98.64±0.16 20.0057±0.3065 99.8076±0.1822 97.80±0.35 157.3837±11.9969 98.6530±0.1888 97.70±0.44 119.1150±2.2439 
3 97.70±0.42 20.0505±0.8397 91.5437±0.0936 95.93±0.72 149.1242±4.1987 90.5179±0.1461 97.55±0.48 143.2355±1.2313 
4 98.14±0.29 20.6129±0.7868 95.4995±0.1310 96.50±0.40 176.4192±17.8799 94.5848±0.1705 96.71±0.47 107.6324±0.9318 
5 97.73±0.41 19.2690±0.9521 90.0319±0.0684 94.15±0.83 117.1604±5.4007 89.2806±0.0923 96.29±0.42 103.9008±0.6259 
6 98.72±0.13 20.7755±0.7202 97.4801±0.1343 97.55±0.85 168.1536±3.3706 96.1324±0.1733 98.97±0.43 138.1549±4.3794 
7 98.26±0.36 20.3595±0.7049 95.4408±0.1194 98.06±0.37 170.3127±1.8906 94.2340±0.2029 98.08±0.43 137.7472±0.6065 
8 97.61±0.34 18.2450±0.6401 91.9850±0.1540 93.88±1.17 123.7756±5.1443 91.4085±0.3170 97.48±0.41 138.3551±0.2853 
9 97.35±0.21 20.6772±0.9905 95.6477±0.2068 97.26±0.30 164.2569±3.8282 94.2925±0.2077 98.48±0.39 116.2357±1.0391 

平均 98.22±0.26 21.5248±0.6433 98.3783±0.1363 96.89±0.56 195.7823±13.9295 97.3219±0.2375 98.04±0.37 128.5387±1.6009 

从表 4 可以看出,在 USPS 数据集上: 
(1) 几何精度上,MMLVM 均优于 C-SVM,而有 6 个手写数字上精度高于 PW,MMLVM 体现了较好优势; 
(2) 训练速度方面,MMLVM 是 C-SVM 的近 7 倍以上,这说明 MMLVM 适合处理较大样本的数据集; 
(3) 测试速度方面,对于每个目标数字 MMLVM 均略慢于 C-SVM 的测试速度,但相差不大;而此时 PW 的

测试速度就相对较慢; 
(4) 平均性能方面,MMLVM 在精度上略劣于 C-SVM 和 PW,在训练速度上也明显优于 C-SVM,而在测试

速度上 MMLVM 与 C-SVM 相近,均优于 PW 算法. 
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综合 UCI,PIE 和 USPS 这 3 个不同类型数据集的实验结果表明,本文提出的 MMLVM 在几何精度和训练速

度上具有较好的优势,特别是在处理较大样本时,优势更加明显. 

5   结  论 

一般地,核分类器具有相同形式,如 SVM、L2-核分类器、KDE 等,因此,通过 KDE,一个核分类器可认为是

正负类样本概率密度的差 .在此基础上 ,本文利用密度差构造了一种分类间隔 ,并通过最大化此间隔建立

MMLVM 算法的数学模型.该模型采用对数形式描述,进而转化为一个可以采用梯度下降法求解的最优化问题.
更重要的是,在理论上保证了 MMLVM 权的全局最优性,并给出了 MMLVM 算法一般化的误差界.UCI,PIE 和

USPS 这 3 个数据集的实验结果表明,相比于 C-SVM 算法,本文 MMLVM 算法在测试精度和训练速度上有较大

的优势,特别是对于较大样本.但是,正如实验结果分析一样,MMLVM 的分界面相对较硬,还需要进一步的完善

和改进,这些将作为我们下一步的研究工作. 
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