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Abstract:  A majority of previous research done on Support Vector Data Description (SVDD), which is one of the 
excellent and applied widely to kernel methods, were directed toward efficient implementations and practical 
applications. However, very few research attempts have been directed toward studying the properties of SVDD 
solutions. In this work, the primal optimization of SVDD is first transformed into a convex constrained optimization 
problem, and the uniqueness of the centre of ball is proved while the non-uniqueness of the radius is investigated. 
This paper also investigates the property of the centre and radius from the perspective of the dual optimization 
problem, and suggests a method to calculate the radius. The results of this paper complete the SVDD theory, and 
contribute to further theoretical study and extensive applications. 
Key words:  kernel method; support vector data description; convex optimization; uniqueness 

摘  要: 支撑向量数据域描述(support vector data description,简称SVDD)作为一种已经得到广泛应用的核方法,目
前研究主要集中在其性能和效率的提高上,然而该算法优化问题最优解性质的理论性质却没有得到足够的关注.为
此,首先把 SVDD 定义的原始优化问题等价转化为一个凸约束二次优化问题,然后从理论上证明了其构建的超球圆

心具有唯一性,然而超球半径在一定条件下却存在不唯一性,并且给出了半径存在不唯一性的充分必要条件.还从对

偶优化问题的角度分析了超球的圆心和半径性质,并且给出了 SVDD 算法中在根据优化问题最优解构建超球半径

不唯一情况下计算超球半径的方法.完善了该算法的理论和方法体系,从而为其更深入的研究和应用奠定了理论 
基础. 
关键词: 核方法;支撑向量数据域描述;凸优化;唯一性 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

近年来 ,核方法 [1]作为一种优秀的学习方法得到了广泛的研究和发展 ,并取得了显著成果 .支撑向量机

(support vector machines,简称 SVMs)[2]是核方法中一类典型的代表性算法.对于 SVMs 算法,不但其性能和效率

得到了广泛的关注,而且其定义的优化问题最优解的性质也得到了深入的研究,如文献[3−7]. 
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支撑向量数据域描述(support vector data description,简称 SVDD)[8]是核方法中另一类重要的算法.该算法

主要是在特征空间中通过构造一个超球来描述一类数据,在超球内的样本点被视为正常(normal)点,然而在超

球外面的样本点则被认为是反常(abnormal)点或新颖(novel)点.SVDD 算法在例外点检测[8]和降噪[9]方面表现

出了优秀的性能.SVDD 算法还被广泛应用于支撑向量聚类(support vector clustering,简称 SVC)[10]和分类[11],并
且表现出了良好的性能.目前,SVDD 算法的另一个研究热点方向是通过 Core-Sets 来实现该算法的快速几何逼

近求解[12],而且 SVMs 算法的优化问题通过一定的修改也可以转换成为一种特殊的 SVDD 算法——最小包含

球(minimum enclosing ball,简称 MEB)问题(也被称为 hard-margin SVDD[13]),从而实现了 SVMs算法的快速逼近

求解[13,14]. 
然而,尽管 SVDD 算法已经得到了广泛的研究和应用,但是目前的大量文献都主要集中在其性能和效率的

提高以及应用的拓展上[15−17],而缺少对其优化问题最优解性质的理论分析,忽视了根据其优化问题最优解构建

超球半径时可能会存在不唯一性.我们认为,其中一个至关重要的原因在于:SVDD 算法定义的原始优化问题并

不是一个凸约束优化问题 ,即该优化问题的约束函数并不都是凸函数 ,因而不能确保 KKT(Karush-Kuhn- 
Tucker)[18]条件是该优化问题最优解的充分必要条件[19],从而也使得不能像 SVMs 一样直接应用凸约束优化问

题的相关理论来分析 SVDD 的优化问题.针对上述问题,概括地讲,本文主要进行了以下几方面的工作:(1) 把
SVDD 算法定义的原始非凸约束优化问题等价改写为凸约束二次优化问题;(2) 理论上证明了根据 SVDD 算法

定义的优化问题的最优解所构建的超球圆心具有唯一性;(3) 给出和证明了根据 SVDD 算法定义的优化问题的

最优解所得到的超球半径具有不唯一性的充分必要条件;(4) 从对偶优化问题的角度分析和证明了超球的圆心

和半径性质,并且给出了 SVDD 算法中在根据优化问题最优解构建超球半径不唯一情况下新的计算超球半径

的方法.所以,本文的工作为 SVDD 算法的深入研究和应用奠定了理论基础.此外,由于 One-Class SVM[20]可以被

视为一种特殊的 SVDD 算法[8],因而本文的结论显然容易推广到 One-Class SVM 中. 
本文第 1 节简要回顾 SVDD 算法.第 2 节用一个例子来说明 SVDD 算法中存在的问题.第 3 节首先把 SVDD

算法的原始优化问题改写为一个凸约束二次优化问题,然后证明构建的超球圆心具有唯一性,给出和证明超球

半径存在不唯一性的充分必要条件.第 4 节从对偶优化问题的角度进行讨论,并且给出新的构建超球半径的方

法.第 5 节进一步给出一个真实数据的例子.最后,第 6 节进行总结. 

1   支撑向量数据域描述算法回顾 

假定有一个含有 N 个样本的训练数据集 D={xi|xi∈Rd,i=1,…,N},SVDD 算法就是要构建一个包含所有正常

样本点的最小超球.在线性情况下定义了如下优化问题: 
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其中,b 表示超球中心,R 便是超球半径,C 表示正则化系数(或惩罚系数).一般情况下,通过采用 Lagrange 法[18]把

上面的优化问题(1)转化为如下的对偶优化问题来求解: 
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其中,αi 称为 Lagrange 乘子.假定优化问题(2)的最优解为 ** *
1[ ,..., ]T

Nα α=α ,如果 * 0 | {1,..., }i i Nα > ∀ ∈ ,则定义 xi 为 

支撑向量.用 DSV 表示支撑向量集,NSV 表示支撑向量个数,通过利用 KKT 条件可以得到原始问题(1)关于 b 和 R
的最优解: 
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其中,xk 为 Lagrange 乘子 *0 | {1,..., }k C k Nα< < ∀ ∈ 所对应的样本.依据优化问题(2)的最优解 * * *
1[ ,..., ]T

Nα α=α ,可 

以把训练数据集的样本划分为 3 类: 

1. * * * *0 0, || ||i i i Rα ξ= ⇒ = − <x b ,样本点 xi 在超球里面; 

2. * * * *0 0, || ||i i iC Rα ξ< < ⇒ = − =x b ,样本点 xi 在超球表面; 

3. * * * *0, || ||i i iC Rα ξ= ⇒ > − >x b ,样本点 xi 在超球外面. 

注意,SVDD 算法与其他核方法一样,易于实现核化,只需把上面的 T
i jx x 简单替换成 k(xi,xj)即可.这里,k(⋅,⋅) 

为一个合适的核函数. 

2   一个关于支撑向量数据域描述超球半径计算问题的例子 

这里,我们将用一个例子来说明在 SVDD 算法中传统构造超球半径的方法所存在的问题.我们人工生成了

8 个样本点:x1=[−2,0],x2=[2,0],x3=[0,−2],x4=[0,2],x5=[−1,0],x6=[1,0],x7=[0,−1],x8=[0,1].设定惩罚系数为 C=0.25,
并且采用了线性核的方式,通过求解 SVDD 算法的对偶优化问题(2),可以得到其最优解为 

* * *
1 8[ ,..., ] [0.25, 0.25, 0.25, 0.25, 0, 0, 0, 0].α α= =α  

根据上述讨论可知,由于: 

1. * 0.25( 1,...,4),i iα = = 所以样本点 xi(i=1,…,4)在超球外面; 

2. * 0( 5,...,8),i iα = = 所以样本点 xi(i=5,…,8)在超球里面. 

所以,根据公式(3)可以得到超球的圆心为
8

* *

1
[0, 0]i i

i
α

=

= =∑b x ;然而却不能根据公式(4)来构建半径 R,因为不

存在 i∈{1,…,8}使得 *0 0.25iα< < 成立,进而可知没有样本点在超球面上.事实上,通过后面的分析我们将会明 

白,该例子实际上对于半径 R 的最优解为一个区间. 
这个例子说明,当实际应用 SVDD 算法时,仅仅依据文献[8]中的理论和方法仍然不够,还需要对该算法进行

深入的分析和探索.下面分别从 SVDD 算法的原始优化问题和对偶优化问题两个角度对其进入深入分析. 

3   支撑向量数据域描述原始优化问题的理论分析 

注意,由对偶优化问题(2)可知,要使得问题有解需 C≥1/N.当 C=1/N 时,则有 * 1/ ,i Nα = 表示有的样本点都 

在超球外面,失去了意义.所以下面的分析假定了 C>1/N.为了清晰起见,本文的分析基于线性情况,但其结论容

易推广到非线性情况. 

3.1   支撑向量数据域描述优化问题的等价改写 

首先,对于 SVDD 的原始优化问题(1)有如下性质. 
引理 1. 考虑如下优化问题: 
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并且假定 r=R2,则{b*,r*,ξ*}为优化问题(5)的最优解的充分必要条件是{b*,R*,ξ*}为优化问题(1)的最优解. 
证明:略(由于该定理的证明较为简单,所以略去). □ 
通过设定 s=bTb−r,即 r=bTb−s,进一步可以得到有如下结论. 
引理 2. 考虑如下优化问题: 
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并且假定 s=bTb−r,则{b*,s*,ξ*}为优化问题(6)的最优解的充分必要条件是{b*,r*,ξ*}为优化问题(5)的最优解. 
证明:首先应该注意,优化问题(5)和优化问题(6)都是凸约束优化问题. 
(1) 充分性.{b*,r*,ξ*}是优化问题(5)的最优解的充要条件为以下式子(KKT 条件)成立[18]: 
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由于 s*=b*Tb*−r*,根据上式则有 
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公式(8)说明{b*,s*,ξ*}满足优化问题(6)最优解的充分必要条件(KKT 条件),故其为优化问题的(6)的最优解. 
(2) 必要性.由于{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,则公式(8)必定成立.由于 s*=b*Tb*−r*,把其代入公式(8)可

得优化问题(5)最优解的充分必要条件公式(7).所以,{b*,r*,ξ*}为优化问题(5)的最优解. 
综合上述两方面的论证,可得命题成立. □ 
利用上面的引理 1 和引理 2,则可以直接建立 SVDD 原始优化问题(1)和优化问题(6)之间的关系.对此,有如

下定理. 
定理 1. 假定 s=bTb−R2,则{b*,R*,ξ*}是 SVDD 算法的优化问题(1)的最优解的充分必要条件是{b*,s*,ξ*}为优

化问题(6)的最优解. 
证明:根据引理 1,{b*,R*,ξ*}是 SVDD 算法的原始优化问题(1)的最优解的充要条件是{b*,r*,ξ*}为优化问题

(5)的最优解.根据引理 2,{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解的充要条件是{b*,r*,ξ*}是优化问题(5)的最优解,所以

命题成立. □ 

3.2   圆心唯一性证明 

通过上面的分析可以看出,研究 SVDD 的原始优化问题(1)可以转化为对优化问题(6)的研究.对于优化问题

(6)有如下结论. 

引理 3. 优化问题(6)关于 b 的最优解具有唯一性,即若{b*,s*,ξ*}和 * * *ˆˆ ˆ{ , , }sb ξ 都是优化问题(6)的最优解,则

有 * *ˆ=b b . 

证明:首先,定义向量 z=[b,s,ξ],z*=[b*,s*,ξ*]和 * * * *ˆˆˆ ˆ[ , , ]s=z b ξ ,则优化问题(6)的目标函数可以表示为 
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= = − + ∑z b ξ b b  (9) 

为了证明命题,只需证明:若 z*=[b*,s*,ξ*]与 * * * *ˆˆˆ ˆ[ , , ]s=z b ξ 不同,则必有 

 * *ˆ=b b  (10) 
由于优化问题(6)为凸约束二次优化问题,故其最优解集为凸集,而且任意局部最优解都是全局最优解[18]. 

既然 z*和 *ẑ 都是其最优解,所以可得 * *ˆ(1 )t t t= + −z z z (∀0≤t≤1)也是其最优解,进而有 * *ˆ( ) ( ) ( )tF F F= =z z z .即 

 F(zt)−F(z*)=0 (11) 
由于 

 * * * * * * * *ˆˆˆ ˆ(1 ) [ (1 ) , (1 ) , (1 ) ]t t t t t ts t s t= + − = + − + − + −z z z b b ξ ξ  (12) 
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所以,根据公式(11)和公式(12)有对 t 的恒等式: 

 * * * * * * * * *

1

ˆˆ ˆ ˆ( (1 ) ) ( (1 ) ) ( (1 ) ) ( (1 ) ) ( ) 0
N

T
i i

i
t t t t ts t s t t F
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对上式两端对 t 求二次导数可得 

 * * * *ˆ ˆ2( ) ( ) 0T− − =b b b b  (14) 
所以公式(10)成立.命题得证. □ 
利用上面的引理 3,进一步有如下定理. 
定理 2. SVDD 算法原始优化问题(1)的最优解构建的超球圆心具有唯一性. 
证明:由于 b 在 SVDD 算法中的几何意义为超球圆心,并根据定理 1 和引理 3,易知命题成立. □ 

3.3   半径不唯一性分析 

定义 1. 假定{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,则定义集合: 
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并记 N1,N2 和 N3 分别为集合 D1,D2 和 D3 中所含元素个数. 
引理 4. 假定{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,则根据定义 1 有 
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并且优化问题(6)目标函数的最小值为 
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证明:首先,由于{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,所以下面式子(KKT 条件)成立: 
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所以,根据定义 1 和公式(18)易得命题第 1 部分成立,并进一步利用该结论有 
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从而命题得证. □ 
利用上面的引理 4,进一步可以得到如下引理. 
引理 5. 假定{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,则优化问题(6)关于 s 最优解不唯一的充分必要条件是 

 N1C=1 (20) 
其中,N1 为定义 1 中集合 D1 的元素个数. 

证明:首先证明充分性,然后证明必要性. 

1. 充分性.首先设定
1

*min ii D
δ ξ

∈
= ,并根据引理 4 有δ>0.令 s′=s*−δ,b′=b*,并且 

 

*
1

*
2

*
3

,   
,  
,  

i

i i i

i i

i D
i D
i D

ξ δ
ξ ξ ξ

ξ ξ

⎧ − ∀ ∈
⎪′ ′= = ∀ ∈⎨
⎪ ′ = ∀ ∈⎩

 (21) 

则根据引理 4,对于{b′,s′,ξ ′}有: 

(1) 对于∀i∈D1 有
* 0,i iξ ξ δ′ = − ≥ 并且 2 0;T T

i i i is ξ′ ′ ′− + − =b x x x  

(2) 对于∀i∈D2 有 0,iξ′ = 并且 2 0;T T
i i i is ξ′ ′ ′− + − <b x x x  
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(3) 对于∀i∈D3 有 0,iξ′ = 并且 2 0.T T
i i i is ξ′ ′ ′− + − <b x x x  

故{b′,s′,ξ ′}满足优化问题(6)的约束条件,为可行解.又根据 N1C=1 和公式(16),有 

 
1

* * * *

1

N
T T

i i
i i D

s C s Cξ ξ
= ∈

′ ′ ′ ′− + = − +∑ ∑b b b b  (22) 

故{b′,s′,ξ′}也是优化问题(6)的最优解. 
2. 必要性.首先假定{b*,s*,ξ*}和{b′,s′,ξ′}都是优化问题(6)的最优解,其中,b′=b*,s′=s*−δ′,δ ′>0.这里,我们假定

了 s*>s′,但这并不影响证明的一般性. 
由于优化问题(6)是凸约束优化问题,可知其最优解为凸集[18].所以,s″=s*−δ ″也是其关于 s 的最优解.即, 

{b″,s″,ξ ″}也是最优解.这里,0≤δ ″≤δ ′,b″=b*.对于最优解{b*,s*,ξ*},根据定义 1,总可以选择充分小的δ ″,使得: 

(1) 对于∀i∈D1.有 2 0;T T
i i is′′ ′′− + >b x x x  

(2) 对于∀i∈D2.有 2 0;T T
i i is δ′′ ′′ ′′− + = − ≤b x x x  

(3) 对于∀i∈D3.有 2 0.T T
i i is′′ ′′− + <b x x x  

再根据定义 1,可以得到关于最优解{b″,s″,ξ ″}的集合: 

 
1

2

3

{ | 2 0,  1,..., }

{ | 2 0,  1,..., }

{ | 2 0,  1,..., }

T T
i i i

T T
i i i

T T
i i i

D i s i N

D i s i N

D i s i N

′′ ′′ ′′= − + > =

′′ ′′ ′′= − + = =

′′ ′′ ′′= − + < =

b x x x

b x x x

b x x x

 (23) 

所以,根据上面的结论则有 1 1 2 3 2 3,  D D D D D D′′ ′′ ′′= ∪ = ∪ ,进而有 1 1 2 3 2 3,  N N N N N N′′ ′′ ′′= + = + .再根据引理 4,有 

 
*

1

2 3

2 ,  
0,                                            

T T
i i i

i
s i D

i D D
δ δ

ξ
⎧ ′′ ′′ ′′ ′′− + = − ∀ ∈⎪′′= ⎨ ′′ ′′∀ ∈ ∪⎪⎩

b x x x
 (24) 

所以,对于{b″,s″,ξ ″}的目标函数值为 

 
1 1

* * * *
1(1 )T T

i i
i D i D

s C s C N Cξ ξ δ
′′∈ ∈

′′ ′′ ′′ ′′ ′′− + = − + − −∑ ∑b b b b  (25) 

显然,要使得目标函数值保持最小不变,必有 N1C=1. 
综合步骤 1 和步骤 2,从而命题得证. □ 
由上面的引理容易得到如下定理. 
定理 3. 若假定{b*,R*,ξ*}是优化问题(1)的最优解,则优化问题(1)关于R的最优解不唯一的充分必要条件是 

 N1C=1 (26) 
其中,N1 为集合 D1 的元素个数.这里,D1 定义为 

 * * * *2
1 { | 2 0,  1,..., }T T T

i i iD i R i N= − + − > =b b b x x x  (27) 

证明:根据引理 5 和定理 1,易得命题成立. □ 

4   支撑向量数据域描述对偶优化问题的理论分析及超球半径计算 

4.1   对偶优化问题的理论分析 

首先应该注意,优化问题(6)与 SVDD 算法的优化问题(1)具有相同的对偶优化问题(2),对此有如下结论. 

引理 6. 假定 * * *
1[ ,..., ]T

Nα α=α 是对偶优化问题(2)的最优解,如果不存在分量 *
iα 满足 * (0, ),i Cα ∈ 则原始优化 

问题(6)关于 s 的最优解为一个区间.即,假定{b*,s*,ξ*}是优化问题(6)的最优解,则 
 s*∈[sL,sU] (28) 
其中, 

 
21

* *max{2 },  min{2 }L T T U T T
i i i i i ii Di D

s s
∈∈

= − = −b x x x b x x x  (29) 

这里, 
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 * * * *
1 2

1
{ | ,  1,..., },  { | 0,  1,..., },  

N
T

i i i i
i

D i C i N D i i Nα α α
=

= = = = = = = ∑b x  (30) 

证明:首先,既然 * * *
1[ ,..., ]T

Nα α=α 是对偶优化问题(2)的最优解,则如下式子(KKT 条件)成立: 

 
* * * *

1

* * * * * * *

2 0

( ) 0,  0,  0 ,  0,  0,  1,...,

N
T T

j i j i i i i
j

i i i i i i i

s

C C i N

α γ ξ

ξ α γ α α ξ γ
=

− − − + =

− = = =

∑

≤ ≤ ≥ ≥

x x x x
 (31) 

由命题可知不存在 * (0, )i Cα ∈ ,所以 * 0iα = 或 * .i Cα = 进而有: 

1. 当 *
i Cα = 时,由 * * 0i iγ α = 可得 * 0,iγ = 从而进一步根据公式(31)有, 

* * * * *

1 1
2 2 2 .

N N
T T T T T T

j i j i i i j i j i i i i i
j j

s α ξ α
= =

= − + − = −∑ ∑≥x x x x x x x x b x x x  

2. 当 * 0iα = 时,由 * *( ) 0i i Cξ α − = 可得 * 0,iξ = 从而进一步根据公式(31)有, 

* * * * *

1 1
2 2 2 .

N N
T T T T T T

j i j i i i j i j i i i i i
j j

s α γ α
= =

= − − − = −∑ ∑≤x x x x x x x x b x x x  

所以命题成立. □ 

定理 4. 假定 * * *
1[ ,..., ]T

Nα α=α 是对偶优化问题(2)的最优解,如果不存在分量 *
iα 满足 * (0, ),i Cα ∈ 则原始优化 

问题(1)关于 R 的最优解为一个区间.即,如果{b*,R*,ξ*}为 SVDD 原始优化问题(1)的最优解,则 
 R*∈[RL,RU] (32) 
其中, 

 2 2

1 1

* * * *

* * * *

max{ 2 * } max || ||

min{ 2 * } min || ||

L T T T
i i i ii D i D

U T T T
i i i ii D i D

R

R

∈ ∈

∈ ∈

= − + = −

= − + = −

b b b x x x b x

b b b x x x b x
 (33) 

这里, 

 * * * *
1 2

1
{ | , 1,..., },  { | 0, 1,..., },  

N
T

i i i i
i

D i C i N D i i Nα α α
=

= = = = = = = ∑b x  (34) 

证明:根据引理 6 和定理 1,易知命题成立. □ 

4.2   超球半径计算 

通过前面的分析可以看出,当根据 SVDD 算法的原始优化问题(1)或对偶优化问题(2)来寻找包含正常类样

本点的最小超球时,在一定情况下并不能按照公式(4)来计算超球的半径,从而不能应用传统的 SVDD 算法.因
此,在 SVDD 算法中,传统的计算半径方法存在不足,需要进一步加以完善. 

事实上,根据定理 4 可以确定优化问题(1)关于 R 的最优解的取值区间,所以我们可以从该范围中任意选择

一个值来作为超球半径 ,如可以选择 R 最优解取值区间的上界 R*=RL,下界 R*=RU 或者上下界中间值

R*=(RL+RU)/2.然而,根据 SVDD 算法的几何意义,我们希望找到的超球既满足优化问题(1),又能使超球最小,即
半径 R 最小,因此,选取 R 取值范围的下界来作为最后所求超球半径更加合理,即 
 R*=RL (35) 

这里再来回顾第 2 节中的例子.首先,通过求解对偶优化问题(2)可以得到超球圆心 b*=[0,0],然而却不能直 

接得到半径,因为没有 i∈{1,…,8}使得 *0 0.25iα< < 成立.但是,根据定理 4 得到关于超球半径 R 最优解的区间为 

 R*∈[RL,RU]=[1,2] (36) 
图 1(a)~图 1(c)分别描述了当超球半径分别取 R 最优解区间的下界 R*=1、上界 R*=2 以及上下界中间值

R*=1.5 时所得超球情况,其中,小方块内有‘+’的是支撑向量.可以看出,当取下界时超球更小,更加体现了 SVDD
算法的几何意义. 
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(a) Sphere radius R is set to               (b) Sphere radius R is set to             (c) Sphere radius R is set to 
the lower bound of the interval            the upper bound of the interval           the middle-value of the interval 

(a) 超球半径取 R 最优解区间的下界     (b) 超球半径取 R 最优解区间的上界  (c) 超球半径取 R 最优解区间的上下界中间值 

Fig.1  Experimental results on the artificial dataset which is used in Section 2 
图 1  第 2 节中人造数据集的实验结果 

下面简要概括修改后的 SVDD 算法的步骤. 
算法 1. 修改后的 SVDD 算法. 
输入:训练数据集 D={xi|xi∈Rd,i=1,…,N},C>1/N; 
Step 1. 求解优化问题(2),得到其最优解为α*; 
Step 2. 根据公式(3)计算超球圆心 a*; 

Step 3. If ∃i∈{1,…,N}使得 *0 i Cα< < 成立 

根据公式(4)计算超球的半径 R*; 
Else 

根据公式(35)计算超球的半径 R*. 
End 

5   一个真实数据例子 

本节我们将从 UCI[21]选取一个数据集——Iris 数据集来进行测试.该数据集由 150 个样本组成,每个样本包

含 4 个连续型数值属性.为了使实验具有更强的直观性,我们选取了该数据集第 1 类的前两个特征属性来组成

实验数据,共 50 个样本. 
实验中我们采用了高斯核函数,即核函数为 exp(−(u−v)T(u−v)/2σ2).其中:σ为核参数,我们设定为σ=2;而对于

惩罚系数设定为 C=0.1.利用实验数据,通过求解其 SVDD 算法的对偶优化问题(2)可以发现,共有 10 个支撑向 

量,每一个支撑向量对应的 Lagrange 乘子为 * 0.1iα = ,i∈{9,14,15,16,19,33,34,39,42,43},如图 2(a)所示.其中,小圆 

圈内有‘+’的是支撑向量 .根据公式(3),可以计算得到在特征空间中超球圆心向量的二范数平方为 | |b* | | 2= 

0.8323,然而却不能依据公式(4)来计算特征空间中的超球半径,因为没有 i∈{1,…,50}使得 *0 0.1iα< < 成立. 

但是,依据定理 4,可以计算得到优化问题(1)关于 R 最优解的区间为 
 R*∈[RL,RU]=[0.2896,0.3160] (37) 

图 2(b)~图 2(d)分别描述了当超球半径分别取 R 最优解区间的下界 R*=0.2896、上界 R*=0.3160 以及上下

界的中间值 R*=0.3028 时所得到的超球情况.可以看出,当取下界时更为合理.此时,该球把正常类数据包得更为

紧凑. 
该实验说明:在 SVDD 算法中,依据传统方法来计算超球半径时在一定情况下的不足,也验证了文中理论的

正确性,并且证明了根据文中提供的方法,即在原始优化问题关于 R 最优解存在不唯一性时也能够找到一个合
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适的超球来描述数据. 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Illustration of the experiment data and the support vectors      (b) Sphere radius R is set to the lower bound of the interval 
(a) 实验数据及支撑向量可视化                        (b) 超球半径取 R 最优解区间的下界 

 
 
 
 
 
 
 

(c) Sphere radius R is set to the upper bound of the interval      (d) Sphere radius R is set to the middle-value of the interval 
(c) 超球半径取 R 最优解区间的上界                  (d) 超球半径取 R 最优解区间的上下界中间值 

Fig.2  Experimental results on the Iris dataset 
图 2  Iris 数据实验结果 

6   总  结 

近年来,尽管 SVDD 算法已经得到了广泛的研究和发展,但是该算法的优化问题最优解性质的理论分析却

缺少关注.本文从理论上证明了在 SVDD 算法中根据其定义的优化问题的最优解来构建超球的圆心具有唯一

性,然而其半径在一定情况下却存在不唯一性.本文还从对偶优化问题的角度分析了超球的圆心和半径性质,并
且提出了计算超球半径的方法.文中还结合一个人造数据集和一个真实数据集来说明该算法依据传统构建超

球方法的不足以及本文提供的超球半径计算方法的可行性.由于 One-Class SVM 可以视为一种特殊的 SVDD
算法,所以显然,本文结论易推广到 One-Class SVM 中.本文的工作完善了 SVDD 算法的理论和方法体系,从而为

该算法的深入研究和应用奠定了理论基础. 
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