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Abstract:  In this paper, an orthomodular lattice-valued pushdown automaton (l-VPDA) is introduced. This paper 
also provides the means of general subset-construction, and further proves the fact that an l-VPDA can accept the 
same l-valued language by final states and by another l-VPDA, with crisp transition relation and quantum final 
states at the same time. By using these relations, this paper is able to establish some algebraic level 
characterizations of orthomodular lattice-valued context-free languages and also focuses on the closed properties of 
these l-valued languages in details under standard operative conditions. Finally, this paper presents that an arbitrary 

orthomodular lattice-valued context-free grammar (l-VCFG) are mutually equivalently constructed with a l-VPDA, 
respectively. 
Key words: quantum logic; orthomodular lattice; orthomodular lattice-valued pushdown automata; orthomodular 

lattice-valued context-free language; orthomodular lattice-valued context-free grammar 

摘  要: 给出基于量子逻辑的下推自动机(l-VPDA)的概念,提出广义的子集构造方法,进而证明了一般的l-VPDA
与状态转移为分明函数且具有量子终态的l-VPDA 的等价性.利用此等价性,给出了量子上下文无关语言的代数刻 
画与层次刻画,并籍此证明了量子上下文无关语言关于正则运算的封闭性.最后,说明了量子下推自动机和量子上下

文无关文法(l-VCFG)的等价性. 
关键词: 量子逻辑;正交模格;量子下推自动机;量子上下文无关语言;量子上下文无关文法 
中图法分类号: TP301   文献标识码: A 

量子计算的思想源于物理与计算之间的联系[1,2].由于可逆性是量子物理的一个重要特征,所以该问题可追

溯到 1973 年 Bennett[2]证明了任意的 Turing 机都能被可逆的 Turing 机有效地模拟.Benioff[3]于 1980 年构造了
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一类基于量子力学原理的 Turing 计算模型,并证明它能够模拟经典的可逆 Turing 机.其后不久,Feynman[4]提出

了一个本质的猜想:经典 Turing 机模拟一些量子现象的计算速度很可能呈指数下降.Deutsch 于 1985 年重新考

察 Church-Turing 原理,并将 Feynman 的思想形式化,提出了量子并行操作技术,因而他引入的量子 Turing 机能

在同一带上将大量的输入信号进行编码 ,并同时对它们进行演算 .在进一步探索量子并行操作技术的过程

中,Shor[5]于 1994 年发现了在量子计算机上进行大数分解的多项式时间算法,Grover[6]于 1996 年为模式识别和

数据挖掘发展了平方根时间的量子搜索算法.由于大数分解和数据挖掘是计算机科学的中心问题,所以此后,量
子计算成为物理学和计算机科学的一个日益活跃的研究领域,日益受到人们的关注和重视.至今,量子计算的研

究大致可以分为 4 个层次:(1) 物理实现;(2) 物理模型;(3) 数学模型;(4) 逻辑基础.Lloyd 和 Cirac 等人[7,8]考虑

过第(1)个层次;文献[3,4,9]考虑过第(2)个层次.量子计算模型的研究是量子计算中的一个重要的研究问题,在经

典计算机理论中[10−13],有穷自动机可以看作一类具有有限内存的计算机的简单数学模型.文献[14−17]将状态集

量子化,推广了经典自动机理论,引入了作为量子计算机的简单模型的量子自动机.Birkhoff 和 Neumann[18]于

1936 年在研究量子力学的逻辑基础问题时提出量子逻辑的概念,它源于量子力学的 Hilbert 空间形式化.因为一

个量子系统可用 Hilbert 空间的闭子空间来描述,而一个 Hilbert 空间的所有闭子空间具有正交模格的代数结构,
正如 Boolean 代数是经典逻辑的代数形式一样,因此,人们提议用正交模格作为量子力学逻辑的代数形式.实际

上,正交模格有时被直接定义为量子逻辑[19,20].应明生等人在文献[21−27]中将量子逻辑定义为完备的正交模格

值逻辑,采用语义分析的方法建立了基于量子逻辑的有穷自动机理论,是量子计算逻辑基础方面一个重要的研

究方向.目前已经得到了很多与经典逻辑意义下不同的结果,并试图揭示量子计算的逻辑基础问题,其本身可以

认为是一般有穷自动机理论的深化和推广.特别地,在文献[24,25]中,应明生给出了基于量子逻辑的自动机的重

要定理的成立都依赖于正交模格中子集的交换子的条件,即对应的定理的完全成立依赖于正交模格的分配律,
从而又还原到 Boolean 逻辑或者经典逻辑的情形.下推自动机和上下文无关文法[10,11]作为计算理论中两类重要

的数学模型,它不仅是计算机科学的理论基础,为现代计算理论提供可靠的形式理论,而且与神经网络、数学模

型等领域密切相关,在汇编语言、编译语言、算法设计、硬件设计和人工智能等方面有着重要的应用.本文在

量子逻辑意义下对下推自动机和上下文无关文法作进一步研究,通过引入的广义子集构造方法,从全新的角度

丰富了l-值下推自动机理论,给出量子上下文无关语言的代数刻画和层次刻画以及对于正则运算(比如关于l-
值语言的有限并、数量积、连接、反转、Kleene 闭包、同态、逆同态)的封闭性全新证明方法,得到了比较完

善的结果,使l-值下推自动机理论得到实质性加强. 

1   基于量子逻辑的下推自动机定义及其性质 

量子逻辑是指真值为完备正交模格l的逻辑,亦称为正交模格值逻辑,见文献[21−27].完备的正交模格是七

元组l=(L,≤,∧,∨,⊥,0,1),其中:l=(L,≤,∧,∨,0,1)是完备格;0 和 1 分别是最小元与最大元;≤是偏序;对 X⊆L,∧X 与 
∨X分别表示 X的最大下界与最小上界;一元运算⊥是 L上的正交补,满足:对任意的 a,b∈L,a∧a⊥=0,a∨a⊥=1;a⊥⊥=a; 
a≤b 蕴涵 b⊥≤a⊥.同时,l满足正交模律:a≤b 蕴涵 a∨(a⊥∧b)=b.在l上定义蕴含算子→:L×L→L 满足:a,b∈L,a≤b

当且仅当 a→b=1.本文假设→为 Sasaki 蕴涵,即 a→b=a⊥∨(a∧b).双蕴涵↔定义为:对任意的 , ,
def

a b L a b∈ ↔ =  
(a→b)∧(b→a).正交模格值逻辑的语法与经典的一阶逻辑类似.¬,∨,→是 3 个原始连接词,∃是原始量词.∧,↔以及 
∀由¬,∨,→和∃定义.语义方面,将¬,∨,和→分别解释为⊥,∨和→;∃解释为l中的最小上界,集合论公式 x∈A 的真值

是⎡x∈A⎤=A(x);公式ϕ是有效的当且仅当⎡ϕ⎤=1,并记为 ϕBl .对l的有限子集 X,定义 X 交换子(commutator)γ(X)如

下: ( )( ) { : : {1, 1} }f a
a XX a f Xγ ∈= ∨ ∧ → − 为映射 ,其中,a1=a,a−1=a⊥. 

定义 1.1. l-值下推自动机(简记为l-VPDA)是七元组 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F),其中:Q,Σ,Γ都是非空有限集,分别 
表示有限状态集、有限输入符号集和有限栈字母集;q0 表示初始状态;Z0 表示开始栈符号;δ:Q×(Σ∪{ε})×Γ→ 
lf(Q×Γ*)表示状态转移关系 .其中 :ε表示空字符串 ,而 lf(Q×Γ*)表示 Q×Γ*的 l-值有限子集 .亦即 ,对任意

( , , ) ( { }) , ( , , ) Qq Z Q q Z Γτ Σ ε Γ δ τ
∗×∈ × ∪ × ∈l 且 supp(δ(q,τ,Z))有限.F:Q→L,即 Q 的l-值子集,表示终状态. 
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如下命题: 
• “q 为终状态”记为“q∈F”; 
• “输入τ使得当前状态 q 且栈顶符号 Z,转移到下一个状态 p 且栈顶符号 Z 换为γ”记为“(p,γ)∈δ(q,τ,Z)”, 

 其中,p,q∈Q,Z,γ∈Γ,τ∈(Σ∪{ε}). 
这些命题真值分别为 F(q),δ(q,τ,Z)(p,γ). 
注 1.1. 定义 1.1 与文献[26]中的定义不同之处是:首先,本文终状态之集 F 为l-值有限子集,即量子之集.此 

定义能够确保量子下推自动机接受一定真值程度的字符串(在给定的量子逻辑中),从而能够识别量子语言;其
次,本文中 supp(δ(q,τ,Z))有限,从而易知 Im(δ)有限,此定义可认为经典下推自动机的推广,而文献[26]中定义也不 
符合自动机应该是能够有限描述的计算模型的基本要求.由于Γ*无限,从而可知 Im(δ)无限,因为其中涉及到l中 
无限多个格值,这样讨论起来似乎不方便.而当文献[26]中 Im(δ)有限时,可认为是本文中的一种特殊情况,只需

限制本文 F 为经典终状态子集即可.本文与文献[25]的不同之处在于δ定义不同,此定义较容易认为是经典自动

机理论的推广. 
定义 1.2. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一l-VPDA,三元组(q,ω,γ)∈Q×Σ*×Γ*称为 M 的一个瞬时描述 

(instantaneous description,简称 ID),它表示 M 处于状态 q,ω为当前还未处理的输入字符串,而 M 注视着ω的首字

符,栈中的符号串为γ. 

定义 1.3. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一l-VPDA,M 的一步l值移动 Al (可简记为A)定义为A:(Q×Σ*×Γ*)× 
(Q×Σ*×Γ*)→l,即对任意 p,q∈Q,τ∈Σ∪{ε},ω∈Σ*,X,Z∈Γ,β∈Γ*,(q,τω,Xβ)Aγ(p,ω,Zβ).其中 ,r∈l,δ(q,τ,X)(p,Z)=r 即

A((q,τω,Xβ),(p,ω,Zβ))=δ(q,τ,X)(p,Z).而多步移动A*定义为A的反射与传递闭包,其中,集合 Q 上的l-值关系 R 的反

射与传递闭包 R*定义为 R*=I∪R∪RoR∪…∪Rn∪…,而o表示l-值关系的 max-min 复合,其中 R0=I,Rn+1=RnoR. 
定义 1.4. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一l-VPDA,对任意输入串ω∈Σ*,ω=τ1τ2…τn,其中,τ1,τ2,…,τn∈(Σ∪{ε}),

则定义Σ*上的l-值路径谓词 pathM∈l(Σ*)为 
def

0 1 2 0 1 2 1 1 1 2 3 1 1 2 3 2 2

1 1 1

( ) (( , ... , ),( , ... , )) (( , ... , ),( , ... , )) ...
                    (( , , ),( , , )) .

M n n n n

n n n n n n n

path q Z q Z q Z q Z
q Z q Z

ω τ τ τ τ τ γ τ τ τ γ τ τ γ
τ γ ε γ− − −

= ∈ ∧ ∈ ∧ ∧
∈
A A
A

 

其中,qi∈Q,Zi∈Γ,γi∈Γ*,i=1,2,…,n.即命题 pathM(ω)的真值定义为 
def

0 1 2 0 1 2 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2

1 1 1

( ) (( , ... , ),( , ... , )) (( , ... , ),( , ... , )) ...
                       (( , , ),( , , )).

M n n n n

n n n n n n n

path q Z q Z q Z q Z
q Z q Z

ω τ τ τ τ τ γ τ τ γ τ τ γ
τ γ ε γ− − −

= ∧ ∧ ∧⎡ ⎤⎢ ⎥ A A

A
 

而Σ*上的l-值路径谓词 *( )MpathΦ Σ∈l 定义为 
def

0 1 2 0 1 2 1 1 1 2 3 1 1 2 3 2 2

1 1 1

( ) (( , ... , ),( , ... , )) (( , ... , ),( , ... , )) ...
                    (( , , ),( , , )) ,

M n n n n

n n n n n

path q Z q Z q Z q Z
q Z q

Φ ω τ τ τ τ τ γ τ τ τ γ τ τ γ
τ γ ε ε− − −

= ∈ ∧ ∈ ∧ ∧

∈

A A
A

 

其中,q1,…,qn∈Q,Z1,…,Zn−1∈Γ,γ1,…,γn−1∈Γ*.即命题 pathM(ω)的真值定义为 
def

0 1 2 0 1 2 1 1 1 2 1 1 2 3 2 2

1 1 1

( ) (( , ... , ),( , ... , )) (( , ... , ),( , ... , )) ...

                       (( , , ),( , , )).
M n n n n

n n n n n

path q Z q Z q Z q Z

q Z q

Φ ω τ τ τ τ τ γ τ τ γ τ τ γ

τ γ ε ε− − −

⎡ ⎤ = ∧ ∧ ∧⎢ ⎥ A A

A
 

记l-VPDA M 的所有l-值路径的集合为 PATHM. 
注 1.2. 由定义 1.3 和定义 1.4 得知,Σ*上的l-值路径谓词 pathM∈l(Σ*)的真值 pathM(ω)可定义为 

def

0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1( ) ( , , )( , ) ( , , )( , ) ... ( , , )( , ).M n n n n n npath q Z q Z q Z q Z q Z q Zω δ τ γ δ τ γ δ τ γ− −= ∧ ∧ ∧⎡ ⎤⎢ ⎥  

而Σ*上l-值路径谓词 *( )Mpathφ Σ∈l 的真值为 
def

0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1( , , )( , ) ( , , )( , ) ... ( , , )( , ).M n n n npath q Z q Z q Z q Z q Z qΦ δ τ γ δ τ γ δ τ ε− −⎡ ⎤ = ∧ ∧ ∧⎢ ⎥  

定义 1.5. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F) 为任一 l-VPDA, 对任意输入串 ω∈Σ*, 令 ω=τ1τ2…τn, 其中 ,τ1,τ2,…, 
τn∈(Σ∪{ε}).定义Σ*上的以终态方式接受的l-值可识别谓词 *( )T

Mrec Σ∈l 为 
def

( ) ( ).( ( ) ).T
M M M M nrec path PATH path q Fω ω= ∃ ∈ ∧ ∈  
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即命题 ( )T
Mrec ω 的真值定义为 

def
( ) { ( ) ( ) : }.T

M M n M Mrec path F q path PATHω ω⎡ ⎤ = ∨ ∧ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥  

而定义Σ*上的以空栈方式接受的l-值可识别谓词 *( )S
Mrec Σ∈l 为 

def
( ) ( ).( ( )).S

M M M Mrec path PATH pathΦ Φω ω= ∃ ∈  

即命题 ( )S
Mrec ω 的真值定义为 

def
( ) { ( ) : }.S

M M M Mrec path path PATHΦ Φω ω⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∨ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥  

这时, T
Mrec 和 S

Mrec 分别称为l-值下推自动机 M 以终状态和以空栈方式识别或接受的Σ上的l-值语言.以下

用l(Σ*)表示Σ*上的所有l-值语言之集.另外,本文中l-值语言也称为量子语言.对 A∈l(Σ*),若存在l-VPDA M 使得
T
MA rec= 或 S

MA rec= ,则称 A 为Σ上以终状态或以空栈方式识别的l-值上下文无关语言.若不特别指定正交模格l

和接受方式时,A 也称为量子上下文无关语言. 
这里,为了区分l-VPDA 以终态方式和以空栈方式接受语言,记以空栈方式接受l-值上下文无关语言的

l-VPDA 为 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,φ). 
当l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)和 M1=(Q1,Σ,Γ1,δ1,q1,Z1,F1)接受相同的量子上下文无关语言时,即对任意

1

*, ( ) ( )T T
M Mrec recω Σ ω ω∈ = ,称 M 和 M1 相互等价,并记为 M≡M1. 

注 1.3. 由定义 1.3~定义 1.5, 
* *

0 0

*
0 0

( ) { ( ) ( ) : } { (( , , ),( , , ) : , )},

( ) { ( ) : } { (( , , ),( , , ) : )}.

T
M M n M M

S
M M M M

rec path F q path PATH q Z q q Q

rec path path PATH q Z q q QΦ Φ

ω ω ω ε γ γ Γ

ω ω ω ε ε

⎡ ⎤ = ∨ ∧ ∈ = ∨ ∈ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥
⎡ ⎤ ⎡ ⎤= ∨ ∈ = ∨ ∈⎢ ⎥ ⎢ ⎥

A

A
 

命题 1.1. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一以终态方式接受语言的l-VPDA,则存在以空栈方式接受语言的

l-VPDA 0 0( , , , , , , )SM Q q ZΣ Γ δ φ′ ′ ′ ′ ′= ,使得对任意ω∈Σ*, ( ) ( )S
T S
M M

rec recω ω↔Bl . 

命题 1.2. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,φ)为任一以空栈方式接受语言的l-VPDA,则存在以终态方式接受语言的

l-VPDA 0 0( , , , , , , )TM Q q Z FΣ Γ δ′ ′ ′ ′ ′ ′= ,使得对任意 *, ( ) ( )T
S T
M M

rec recω Σ ω ω∈ ↔Bl . 

定理 1.1. 设 A 为Σ上的量子语言,A 能被l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)以终态方式接受当且仅当存在以空栈

方式接受语言的l-VPDA 0 0( , , , , , , )M Q q ZΣ Γ δ φ′ ′ ′ ′ ′ ′= ,且对任意ω∈Σ*, 

 ( ) ( )S
T S
M M

rec recω ω↔Bl  (1) 

引理 1.1[14,28,30]. 设 L 为格,X 为 L 的有限子集,则由 X 生成的交∧-半格(记为 X∧)与并∨-半格(记为 X∨)也都是

有限的,而且 X∧={x1∧…∧xk:k≥1,x1,…,xk∈X}∪{1},X∨={x1∨…∨xk:k≥1,x1,…,xk∈X}∪{0}. 

命题 1.3. 对任一l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F),M 能识别的量子上下文无关语言 T
Mrec 作为从Σ*到l的函数,

其像集 ( ) { : , ( ) }T T
M MIm rec r rec rω Σ ω∗= ∈ ∃ ∈ =l 是l的有限子集. 

证明:任取ω∈Σ*,令ω=τ1τ2…τk∈(Σ∪{ε})*,其中,字符串ω的长度|ω|=|τ1τ2…τk|.由定义 1.4 和定义 1.5 可知, 

0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2

1 1 1 1 1

( ) { ( ) ( ) : }

                 { ( , , )( , ) ( , , )( , ) ...
                         ( , , )( , ) ( ) : ,..., , ,..., }

      

T
M M n M M

n n n n n n k k k

rec path F q path PATH

q Z q Z q Z q Z
q Z q Z F q q q Q Z Z

ω ω

δ τ γ δ τ γ
δ τ γ Γ− − +

⎡ ⎤ = ∨ ∧ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥
= ∨ ∧ ∧ ∧

∧ ∈ ∈

10 1 1 1 0 1           ( ... ) ... ( ... ),
d

k k d dk dka a a a a a
∃

+ += ∧ ∧ ∧ ∨ ∨ ∧ ∧ ∧

 

其中,aij∈(Im(δ)∪Im(F)).若令 X=Im(δ)∪Im(F),则显然 X 为l的有限子集.由引理 1.1 可知,(X∧)∨也是l的有限子集.
对任意ω∈Σ*,综上分析, ( ) ( )T

Mrec Xω ∧ ∨⎡ ⎤ ∈⎢ ⎥ ,从而 ( ) ( )T
MIm rec X ∧ ∨⊆ .因此, ( )T

MIm rec 是l的有限子集. □ 

为讨论方便,记Σ上的全体l-值上下文无关语言为lCF(Σ). 
我们知道,在经典逻辑下,确定型有穷自动机(DFA)与非确定型有穷自动机(NFA)从接受语言能力上是等价

的.其中,非确定型有穷自动机转化为与之等价的确定型有穷自动机采用的是子集构造方法[10,11].在量子逻辑意

义下,正如文献[24,25]所证明的,利用子集构造方法一般不能把一个非确定型有穷自动机转化为与之等价的确
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定型有穷自动机.下面我们引入量子逻辑意义下广义的子集构造方法,利用该方法,可以进一步考虑量子语言的

代数刻画与层次刻画 ,并能证明量子逻辑意义下确定型的有穷自动机和非确定型的有穷自动机是等 
价的[30].而且,该方法可对l-VPDA 的转移函数进行改造,使其为分明的. 

设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一l-VPDA,构造与之等价的l-VPDA 0 0( , , , , , , )M Q q Z FΣ Γ δ′ ′ ′ ′ ′= 如下: 
令 X=Im(δ)∪Im(F),则 X 明显地为 l的有限子集 .取 l1=(X∧),由引理 1.1 可知 ,l1 是 l的有限子集 .取

Q′=Q×(l1−{0}),则 Q′亦为有限集合.取 0 0( ,1)q q′ = . 

状态转移函数
*

: ( { }) 2QQ Γδ Σ ε Γ ′×′ ′× ∪ × → 定义如下:对任意的(q,a)∈Q′,τ∈(Σ∪{ε}),X∈Γ,δ ′ ((q,a),τ,X)= 

{((q′,a∧a′),γ):δ(q,τ,X)(q′,γ)=a′>0,a∧a′≠0},对任意 2 , ( , , ) { (( , ), , ) : ( , ) }QP P X q a X q a Pδ τ δ τ′ ′ ′∈ = ∈U . 

由l1 的取法,l1 对于最大下确界运算∧封闭,即对任意 b,c∈l1,b∧c∈l1.从而可知对任意 a∈l1 
(q,τ,Z,p,γ)∈Q×(Σ∪{ε})×Γ×Q×Γ*,a∧δ′ (q,τ,Z)(p,γ)∈l1. 

因此,对任意(q,a)∈Q×(l1−{0}),δ ′ ((q,a),τ,Z)∈(Q×(l1−{0}))×Γ*,可知δ ′是良定义的.终状态 F′:Q′→l,定义为

F′((q,a))=a∧F(q).如此定义的 M′显然为l-VPDA.该构造方法称为广义子集构造方法. 
定理 1.2. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)为任一l-VPDA,则存在 0 0( , , , , , , )M Q q Z FΣ Γ δ′ ′ ′ ′ ′= ,其中δ ′：Q′×(Σ∪{ε})×Γ 

→
*

2Q Γ′× 为经典的转移函数,而使得 M≡M′.即对任意ω∈Σ*: 
 ( ) ( )T T

M Mrec recω ω′↔Bl  (2) 

证明:对任意ω∈Σ*,只需证明 ( ) ( )T T
M Mrec recω ω′⎡ ⎤ ⎡ ⎤=⎢ ⎥ ⎢ ⎥ . 

对于任意输入串ω∈Σ*,利用数学归纳法对ω的长度|ω|进行归纳证明下式成立: 
* *

0 0 1 2 1 1

0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1

( , , ) {(( , ), ) : , ,..., , ,..., , ,..., ,
( , , )( , ) ( , , )( , ) ... ( , , )( , ) 0}.

n n n n n n n

n n n n n n n

q Z q r Z q q q Q Z Z
r q Z q Z q Z q Z q Z q Z
δ ω γ Γ γ γ Γ

δ τ γ δ τ γ δ τ γ− −

′ ′ = ∈ ∈ ∈
= ∧ ∧ ∧ ≠

 

当|ω|=0 时,因ω=ε且δ*(q0,ε,Z0)(q0,Z0)=1,则δ ′ *(q0,1),ε,Z0)={((q0,1),Z0)},因此结论成立. 
假设对于|ω|≤n,n∈N 结论成立. 
当|ω|=n+1 时,令ω=τ1τ2…τkτk+1=xτk+1,则τk+1∈Σ,由归纳假设,对 x=τ1τ2…τk,|x|=n,若 M 的移动为 

31 2

0 1 2 0 1 2 1 1 2 3 2 2( , ... , ) ( , ... , ) ( , ... , ) ... ( , , ),
ka aa a

k k k k k kq Z q Z q Z q Zτ τ τ τ τ γ τ τ γ ε γ├ ├ ├ ├  

则 M′的移动为 
1 1 1 1

0 1 2 0 1 1 2 3 1 1 2 1 2 3 4 2 2 1 2(( ,1), ... , ) (( , ), ... , ) (( , ), ... , ) ... (( , ... ), , ),k k k k k k kq Z q a Z q a a Z q a a a Zτ τ τ τ τ τ γ τ τ τ γ ε γ∧ ∧ ∧ ∧├ ├ ├ ├  

即 
* *

0 0

0 1 0 1 1 1 1 2 1 2 2 2 1 1

( , , ) {(( , ), ) : , , , 1,2,..., ,
( , , )( , ) ( , , )( , ) ... ( , , )( , ) 0}.

k k k k i i i

k k k k k k k

q x Z q r Z q Q Z i k
r q Z q Z q Z q Z q Z q Z
δ γ Γ γ Γ

δ τ γ δ τ γ δ τ γ− −

′ ′ = ∈ ∈ ∈ =
= ∧ ∧ ∧ ≠

 

由δ ′的定义 
* *

0 0 1 1 0 0

*
1 1 1 1 1 0 0

( ( , , ), , ) { (( , ), , ) : (( , ), ) ( , , ))}

                                       {( , ( , , )( , )) :(( , ), ) ( , , ),

            

k k k k k k k k k k

k k k k k k k k k k k k

q x Z Z q r Z q r Z q x Z

q r q Z q Z q r Z q x Z

δ δ τ δ τ γ δ

δ τ γ γ δ
+ +

+ + + + +

′ ′ ′ ′ ′ ′= ∈

′ ′= ∧ ∈

U
U

*
1 1 1 1

1 1 1 0 1 0 1 1 1 1 1

                                     , , , 0}
                                       {( , ) : ( , , )( , ) ... ( , , )( , )

                         

k k k k

k k k k k k k k k

q Q Z r
q r r q Z q Z q Z q Z

Γ γ Γ

δ τ γ δ τ γ
+ + + +

+ + + − −

∈ ∈ ∈ ≠

= = ∧ ∧ ∧U
1 1 1 1 0 1                        ( , , )( , ) 0, ,..., }.k k k k k k kq Z q Z q q Qδ τ γ+ + + + +≠ ∈

 

因此,由数学归纳法知结论成立.  
进而,由定义 2.4 可知, 
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1 1

1 1 1 1

0 1 0 1 1 1 1 1 1 1

( ) { ( ) (( , ) : }

                  { ( ) : ,..., , }
                  { ( , , )( , ) ... ( , , )( , ) ( , , )( ,

T
M M k k M M

k k k k

k k k k k k k k k k

rec path F q r path PATH

r F q q q q Q
q Z q Z q Z q Z q Z q

ω ω

δ τ γ δ τ γ δ τ

′ ′ ′ ′+ +

+ + +

− − + +

⎡ ⎤ ′= ∨ ∧ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥
= ∨ ∧ ∈

= ∨ ∧ ∧ ∧ 1 1
*

1 1 1 1 1 1 1

)

                          ( ) : ,..., , , ,..., , ,..., }

                  ( )

k k

k k k k k

T
M

Z

F q q q q Q Z Z

rec

γ

Γ γ γ Γ

ω

+ +

+ + + +

∧

∈ ∈ ∈

⎡ ⎤= ⎢ ⎥

 

综上分析可知, ( ) ( )T T
M Mrec recω ω′↔Bl ,从而 T T

M Mrec rec ′= ,即 M≡M′. □ 
注 1.4. 由定理 1.2 知,我们可用广义子集构造方法将任意l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)转化为与其等价的

l-VPDA,使得 M′的状态转移函数是分明的. 
这样,一元可识别谓词 ( ) { ( ) ( ) : }T

M M n M Mrec path F q path PATHω ω⎡ ⎤ = ∨ ∧ ∈⎡ ⎤⎢ ⎥⎢ ⎥ 可以简化为 
* *

0 0 0 0( ) { (( , )) : ( , , ) ( , , ), , (( , , ),( , , ))}.T
M k k k k k krec F q r q Z q q Q r q Z qω ω ε γ ω ε γ′⎡ ⎤ ′= ∨ ∈ =⎢ ⎥ A A  

这就表明,基于量子逻辑的下推自动机可以通过经典的下推自动机和带有量子特性的终状态加以实现.特 
别地,当l={0,1}时,对应的逻辑为经典逻辑,广义的子集构造退化为经典子集构造.因此,量子逻辑意义下的下推 
自动机与经典下推自动机具有紧密联系和本质区别.与此同时,与文献[25]相比,一方面,虽然我们定义的一元可 

识别谓词 *( )T
Mrec Σ∈l 只相当于文献[25]中通过深度优先方式定义的谓词,但是文献[24,25]中结论表明,基于量 

子逻辑自动机的重要定理成立都依赖于正交模格中子集的交换子的条件,即对应的定理的完全成立依赖于正

交模格的分配律,从而又还原到 Boolean 逻辑或者经典逻辑的情形.特别地,量子上下文无关语言的封闭性部分

结论需要交换子的条件,而本文通过引入的量子子集构造方法,不需要添加交换子的条件证明了结论成立,因此

在深度优先方式定义下,对语言的封闭性等结论可以说是多余的,这是对文献[25]有关结论的实质性加强;另一

方面 ,通过直接使用经典自动机的有关技术来处理量子语言 ,也可使问题简单化和分明化 ,从而在理 
论上变得容易处理.但从定理 1.2 的构造也可看出,本文给出的转化复杂性不仅与原l-VPDA 的状态数目有关,
而且以取值格l的大小呈指数级增长.注意到l可能很大,从而这种转化的复杂性也很大,因此从实现的角度来看,
文献[25,26]或许更易于量子逻辑意义下的实现.虽然有这种不便,但广义子集构造方法确实为我们讨论l-VPDA
的语言的代数刻画和层次刻画带来了极大方便,所得结论得到了实质性的加强. 

例 1.1:量子计算与复 Hilbert 空间 2 2n nC C= ⊗ 紧密相关[1,2](C 表示复数集合),因此我们考虑 2n
C 的所有闭子 

空间构成的集合 Ln.如果定义集合的包含关系作为偏序关系≤,定义∧为集合的交,定义∨为集合的并的闭包,则
容易验证(Ln,≤,∧,∨,0,1)是一完备格.其中,0,1 分别是{0}(0 表示 0 向量)和⊗nC2.进一步,如果定义 A⊥为 A 的正交 
补,那么ln=(Ln,≤,∧,∨,⊥,0,1)是一完备正交模格. 

现定义一正交模格值下推自动机,其真值格是l2,因而,其中每一个命题公式 p 的真值⎡p⎤指派为l2 中的元素, 
即⊗nC2 的一个闭子空间.定义→为 Sasaki 蕴涵,即对任意的命题公式 p 和 q 

⎡p→q⎤=⎡¬p∨(p∧q)⎤=⎡p⎤¬∨(⎡p⎤∧⎡q⎤). 
我们用量子计算的标准记号[7,19]:让|0〉|0〉,|0〉|1〉,|1〉|0〉和|1〉|1〉表示空间⊗nC2 的标准正交基(可计算基状态),其

中,|0〉和|1〉是空间 C2 中的标准正交基.为简便起见,记 aij=span{|i〉|j〉},即|i〉|j〉生成的子空间,i,j=0,1. 
正交模格值下推自动机l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F)定义如下: 

Q={p,q},Σ={σ},Γ={Z0,Z},q0=p, 
而δ:Q×(Σ∪{ε})×Γ→lf(Q×Γ*)为 

0 0 00 0 0 01

0 0 10 0 0 11

0 11 0 10

0 01 0 00

10 0

( , , )( , ) ,   ( , , )( , ) ,
( , , )( , ) ,   ( , , )( , ) ,
( , , )( , ) ,   ( , , )( , ) ,
( , , )( , ) ,   ( , , )( , ) ,
( , , )( , ) ,   ( , , )( , )

p Z q Z a p Z p Z a
q Z q Z a q Z p Z a
p Z q Z a p Z p Z a
q Z q Z a q Z p Z a
p Z q Z a p Z p Z a

δ σ δ σ
δ σ δ σ
δ σ δ σ
δ σ δ σ
δ σ δ σ

= =

= =

= =
= =

= = 0

01 11

,
( , , )( , ) ,   ( , , )( , ) .q Z q Z a q Z p Z aδ σ δ σ= =

 

F:Q→l为:F(p)=a01,F(q)=1. 
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利用广义的子集构造方法构造 0 0( , , , , , , )M Q q Z FΣ Γ δ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′= 如下: 
Q′=Q×(l1−{0}), 

其中,l1=(X∧).而 X={a00,a01,a10,a11,0,1}. 0 ( ,1)q p′ = . 

状态转移函数
*

: ( { }) 2QQ Γδ Σ ε Γ ′×′ ′× ∪ × → 定义为 

0 00 0

0 01 0

0 11

0 10

00 0 00

01 0 01 0

11 0 11

(( ,1), , )(( , ), ) 1,
(( ,1), , )(( , ), ) 1,
(( ,1), , )(( , ), ) 1,
(( ,1), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ),

p Z q a Z
p Z p a Z
p Z q a Z
p Z p a Z
q a Z p a Z
p a Z p a Z
q a Z p a

δ σ
δ σ
δ σ
δ σ
δ σ
δ σ
δ σ

′ =
′ =
′ =
′ =
′ =
′ =
′ 0

10 0 10

10 10

00 0 00 0

00 00

11 0 11

10 0 10 0

) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1,
(( , ), , )(( , ), ) 1.

Z
p a Z p a Z
p a Z q a Z
p a Z q a Z
p a Z p a Z
p a Z q a Z
q a Z q a Z

δ σ
δ σ
δ σ
δ σ
δ σ
δ σ

=
′ =
′ =
′ =
′ =
′ =
′ =

 

而 F′:Q′→l,定义为:F′((p,1))=a01,F′((q,a00))=a00,F′((p,a01))=a01,F′((q,a11))=a11,F′((q,a10))=a10. 
进而,结合经典下推自动机和模糊集合理论可知, ( )T T

M Mrec rec ′= 可简单计算如下: 

00 01 11

01 10

01

,  =
( ) ,           = .

,                    

T
M

a a a
rec a a

a

ω σ
ω ω σσ

∨ ∨⎧
⎪= ∨⎨
⎪
⎩

若

若

否则

 

注 1.5. 在本例中,由于 Ln 是一个无限的正交模格,且l1=(X∧),而 X={a00,a01,a10,a11,0,1}.即 
l1={a00,a01,a10,a11,0,1}. 

在构造状态转移函数为分明的过程中,状态集 Q′=Q×(l1−{0})将含有 210 个状态,直接计算起来特别不方便;
然而从接受语言的角度来说,只需给出从初状态 0 ( ,1)q p′ = 出发、对产生语言有影响的状态(8 个,即(p,1),(q,a00), 

(p,a01),(q,a11),(p,a10),(p,a00),(p,a11),(q,a10))即可.另外注意到,虽然{a00,a01,a10,a11}构成正交模格l2 的 Boolean 子代

数,但是整个计算过程依然是在正交模格l2(非 Boolean 代数)中进行的. 

2   量子上下文无关文法及其代数性质 

定义 2.1. l-值上下文无关文法(简记为l-VCFG)是四元组 G=(N,T,P,I),其中,N 和 T 分别为有限非中止符号

表(其中元素也称为变量)和有限中止符号表,且 N∩T=∅.而 I:N→l,即 N 的l值子集,表示开始记号.命题“S 为开始

记号”,记为“S∈I”,真值为 I(S). *{ : , ( ) , -{0}}aP A x A N x T N a= ⎯⎯→ ∈ ∈ ∪ ∈l ,且 supp(P)有限,表示l值产生式的有

限集合,其中产生式 aA x⎯⎯→ 被解释为变元 A 可被替换为任意字符串 x 的真值为 a,即⎡A→x⎤=a.且对任意 S∈I,S
只出现在l值产生式 aA x⎯⎯→ 的左边. 

定义 2.2. 如果 aA x⎯⎯→ ,对任意α,β∈(T∪N)*,则有 aA xα β α β⎯⎯→ ,而称αxβ可由αAβ直接推导,记作 
aA xα β α β⇒ , 

即定义直接推导为⇒:(T∪N)*×(T∪N)*→l.又对任意α1,α2,…,αk∈(T∪N)*,若 11 2
1 2 ... kaa a

kα α α−⇒ ⇒ ⇒ 时,αk 称为可

由上式表示的推导链从α1 导出,记作 1 1k k
ρα α−⇒ .其中,ρ=a1∧…∧ak−1.而多步推导⇒*定义为⇒的反射与传递闭包,

其中,集合 T 上l-值关系 R 的反射与传递闭包 R*定义为 R*=I∪R∪RoR∪…∪…,而o表示l-值关系的 max-min 复合,
其中 R0=I,Rn+1=RnoR.而用 *A xρ⇒ 表示存在 n,使得 nA xρ⇒ . 

注 2.1. 由直接推导的定义可知,容易将多步推导的定义推广到任意的 u∈(T∪N)*N(T∪N)*,v∈(T∪N)*, 
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*u vρ⇒ .另外,本文定义 2.1 与文献[25]不同之处在于开始记号不同,本文加入了l-值开始记号,相对来讲是对经 

典上下文无关文法更广义的推广;而文献[25]只是经典的开始记号,可以认为是本文的特殊情况而已,即认为 I
为经典单点子集即可. 

定义 2.3. 设 G=(N,T,P,I)为任一l-VCFG,对任意字符串θ∈T*,定义 T*上一元l-值可导出谓词 derG∈l(T*)为 
def

* * *
1 2 1 1 2( )( ( ) )( ( ) )...( ( ) ).( ( , ) ( , ) ... ( , ) )G k kder S I u T N u T N u T N S I S u u u u θ= ∃ ∈ ∃ ∈ ∪ ∃ ∈ ∪ ∃ ∈ ∪ ∈ ∧ ∈⇒ ∧ ∈⇒ ∧ ∧ ∈⇒ , 

即命题 derG(θ)的真值定义为 
def

*
1 1 2 1 2( ) { ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) : , ,..., ( ) }.G k kder I S S u u u u u u u T Nθ θ= ∨ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒ ∈ ∪⎡ ⎤⎢ ⎥  

这时,derG称为l-值上下文无关文法生成的 T上的l-值语言.以下用l(T*)表示 T*上的所有l-值语言之集(量子

语言).对 A∈l(T*),若存在l-VCFG G 使得 A=derG,则称 A 为 T 生成的l-值上下文无关语言.若不指定正交模格l时, 
A 也称为量子上下文无关语言. 

当 l-VCFG G=(N,T,P,I) 和 G1=(N1,T,P1,I1) 生 成 相 同 的 量 子 上 下 文 无 关 语 言 时 , 即 对 任 意 θ∈T*, 

1
( ) ( )G Gder derθ θ= ,称 G 和 G1 相互等价,记为 G≡G1. 

定义 2.4. 设 G=(N,T,P,I)为任一l-VCFG,若对任意 *
*, ( ) ,A N T N A ρα α∈ ∈ ∪ ⇒ ,则称α是 G 产生的一个句型,

真值为ρ.对于推导 *A ρ α⇒ ,若在每一步推导过程中,都替换当前句型的最左(右)变量,则称该推导为最左(右)推

导,记作 * *( )L RA Aρ ρα α⇒ ⇒ ,并定义一元最左推导可导出l-值谓词 *( )L
Gder T∈l 为 

def
* * *

1 2

1 1 2

( )( ( ) )( ( ) )...( ( ) ).
           ( ( , ) ( , ) ... ( , ) ).

L
G k

L L k L

der S I u T N u T N u T N
S I S u u u u θ

= ∃ ∈ ∃ ∈ ∪ ∃ ∈ ∪ ∃ ∈ ∪
∈ ∧ ∈⇒ ∧ ∈⇒ ∧ ∧ ∈⇒

 

而相应命题 ( )L
Gder θ 的真值定义为 

def
*

1 1 2 1 2( ) { ( ) ( , ) ( , ) ... ( , ) : , ,..., ( ) }.L
G L L L k kder I S S u u u u u u u T Nθ θ⎡ ⎤ = ∨ ∧ ⇒ ∧ ⇒ ∧ ∧ ⇒ ∈ ∪⎢ ⎥  

同理可定义最右推导可导出l值谓词 *( )R
Gder T∈l . 

命题 2.1. 设 G=(N,T,P,I)为任一l-VCFG,对任意θ∈T*,都有 ( ) ( )L
G Gder derθ θ↔Bl . 

命题 2.2. 设 G=(N,T,P,I)为任一l-VCFG,则存在l-VCFG G′=(N′,T,P′,S0),其中,S0 为经典单点集,使得对任意

θ∈T*,都有 ( ) ( )L
G Gder derθ θ′↔Bl ,即 G≡G′. 

定理 2.1. 设 A 为 T 上的量子语言,A 能被l-VCFG G=(N,T,P,I)生成当且仅当存在l-VCFG G′=(N′,T,P′,S0),
其中,S0 为经典单点集,且对任意θ∈T*,都有 ( ) ( )L

G Gder derθ θ′↔Bl . 

3   l-VPDA 与l-VCFG 的等价性 

利用定理 2.1 和文献[29]中类似的方法容易证明以下结论成立: 
定理 3.1. 设 G=(N,T,P,I)为任一l-VCFG,则存在以空栈方式接受语言的l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,φ),使得对

任意θ∈T*,都有 ( ) ( )S
M Grec derθ θ↔Bl . 

定理 3.2. 设 M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,φ)为任一以空栈方式接受语言的l-VPDA,则存在l-VCFG G=(N,T,P,I),使得

对任意ω∈Σ*,都有 ( ) ( )S
G Mder recω ω↔Bl . 

定理 3.3. 设 A 为 T 上的量子语言,A 能被l-VCFG G=(N,T,P,I)生成当且仅当存在l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0, 
Z0,F),使得对任意θ∈T*,都有 

 ( ) ( )T
M Grec derθ θ↔Bl  (3) 

4   量子上下文无关语言的代数性质 

对任意 A,B∈l(Σ*),a∈l,并 A∨B、交 A∧B、补 A⊥、数量积 aA、连接 AB、Kleene 闭包 A*、反转 A−1 定义为: 
对任意ω∈Σ*, 
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1 2 1 2
1 1

( ) ( ) ( ),
( ) ( ) ( ),

( ) ( ) ,
( ) ( ),
( ) { ( ) ( ) : },

( ) ( ),

A B A B
A B A B

A A
aA a A
AB A B

A A

ω ω ω
ω ω ω

ω ω
ω ω
ω ω ω ω ω ω

ω ω

⊥ ⊥

− −

∨ = ∨
∧ = ∧

=
= ∧
= ∨ ∧ =

=

 

其中,ω−1 表示字符串ω的反转,即若ω=σ1σ2…σn,则ω−1=σnσn−1…σ1. 
命题 4.1. 设 A:Σ*→l为l-值语言,下列条件等价: 
(1) A 是l-值上下文无关语言; 
(2) 存在 a1,…,ak∈l−{0}以及上下文无关语言 L1,…,Lk,使得 

 1 1
i

k
i i LA a== ∨  (4) 

其中, 1
iL 表示 Li 的特征函数. 

(3) 存在 a1,…,ak∈l−{0}以及两两不交的上下文无关语言 L1,…,Lk,使得 1 1
i

k
i i LA a== ∨ . 

证明:条件(1)⇒条件(3):因为 A 是l-值上下文无关语言,因此存在l-VPDA M=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,F),且状态转移

函数是分明的,即 : ( { }) 2QQ Γδ Σ ε Γ
∗×× ∪ × → ,使得 T

MA rec= . 

即对任意的 0 0, ( ) ( ) { ( ) : ( , , ) ( , , ), }T
MA rec F q q Z q q Qω Σ ω ω ω ε γ

∗
∗ ⎡ ⎤∈ = = ∨ ∈⎢ ⎥ ├ ,令 Im(F)−{0}={a1,…,ak},且 Fi= 

{q∈Q:F(q)=ai},对此 Fi 构造下推自动机 PDA Mi=(Q,Σ,Γ,δ,q0,Z0,Fi).设该 PDA 识别的语言为 Li,则 Li 为上下文无

关语言,显然,如此构造的 Li 两两不交. 

由以上构造可知,ω∈L(Mi)=Li 当且仅当
*

0 0( , , ) ( , , )q Z qω ε γ├ 且 q∈Fi.由此可知, 

0 0

0 0

( ) ( )

        { ( ) : ( , , ) ( , , ), }

        { : ( , , ) ( , , ) ( ) }
        { : }
        ( 1 )( ).

i

T
M

i i

i i

i L

A rec

F q q Z q q Q

a q Z q F q = a
a L
a

ω ω

ω ε γ

ω ε γ
ω

ω

∗

∗

⎡ ⎤= ⎢ ⎥

= ∨ ∈

= ∨

= ∨ ∈

= ∨ ∧

且

├

├  

因此, 1 1
i

k
i i LA a== ∨ . 

条件(3)⇒条件(2):显然. 
条件(2)⇒条件(1):令识别 Li的 PDA为Mi=(Qi,Σ,Γi,δi,q0i,Z0i,Fi),且当 i≠j时,Qi∩Qj=∅.定义l-VPDA M=(Q,Σ,Γ, 

δ,q0,Z0,F)如下: 

0 0 0 01 1
( { }) { }, ( { }) { }.k k

i i i ii i
Q Q q q Z ZΓ Γ

= =
= − ∪ = − ∪U U  

而 : ( { }) 2QQ Γδ Σ ε Γ
∗×× ∪ × → 为δ(q0,τ,Z0)={δ1(q01,τ,Z01),…,δk(q0k,τ,Z0k)},对 q∈Qi−{q0i},Z∈Γi−{Z0i},δ(q,τ, 

Z)=δi(q,τ,Z);F(q0)=∨{ai:q0i∈Fi},而当 q≠q0 时, 
,  

( ) ,
0,   

i ia q F
F q

∈⎧
= ⎨

⎩

若

否则
 

则易证 1 1
i

T k
M i i LA rec a== = ∨ . □ 

定理 4.1. 设 A:Σ*→l为l-值语言,下列条件等价: 
(1) 存在l-VPDA M,使得 T

MA rec= ; 
(2) 集合 Im(A)为有限集,且对任意 a∈l−{0},A 的 a-层集 A[a]={ω∈Σ*:A(ω)=a}是Σ上的上下文无关语言,

且 
 

[ ]{0} 1
aa AA a∈ −= ∨ l  (5) 
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其中,
[ ]

1
aA 表示 A[a]的特征函数. 

以下称满足命题 4.1(2)或者命题 4.1(3)的l-值语言为有限步识别语言,其全体之集记为 step(Σ),它代表了能

被l-VPDA 识别的l-值语言的全体. 
定理 4.2. 集合 step(Σ)关于l-值语言的有限并、数量积、连接、反转、Kleene 闭包运算封闭. 
证明:(1) 对任意 A,B∈step(Σ),根据命题 4.1(2),令 1 11 , 1

i j

k n
i i L j j MA a B b= == ∨ = ∨ ,其中,Li和 Mj都是上下文无关语

言且 1{ }k
i iL = 两两不交, 1{ }n

j jM = 同样两两不交: 

• 关于并, 1 11 1
i j

k n
i i L j j MA B a b= =∨ = ∨ ∨ ∨ ,显然满足定理 4.1(2),因此 A∨B∈step(Σ); 

• 关于数量积,对 r∈l,由于 rA(ω)=r∧A(ω)且 1{ }k
i iL = 两两不交,因此 1( )1

i

k
i i LrA r a== ∨ ∧ ,从而 rA∈step(Σ); 

• 同理可证 step(Σ)关于连接、反转、Kleene 闭包运算封闭.  □ 

定理 4.3. 设 * *
1 2:h Σ Σ→ 为同态,以下论断成立: 

(1) 若 A∈step(Σ2),则 h−1(A)=Aoh∈step(Σ1); 
(2) 若 h 满足,对τ∈Σ∪{ε},h(τ)≠ε,B∈step(Σ1),则 h(B)∈step(Σ2),其中,h(B)(ω)=∨{B(ν):h(ν)=ω}. 

证明:(1) 因 A∈step(Σ2),且由命题 4.1(3), 1 1
i

k
i i LA a== ∨ ,其中,Li 是Σ2 上的上下文无关语言且 1{ }k

i iL = 两两不交.

对任意 *
1 1ω Σ∈ ,易知有 1

1
1 1 1 1( )

( )( ) ( ) 1 ( )
i

k
i i h L

h A A h aω ω ω−
−

== = ∨o ,其中,h−1(Li)表示上下文无关语言的逆同态,且由

经典自动机理论可知封闭,因此 h−1(A)=Aoh∈step(Σ1). 
同理可证论断(2).  □ 

5   结  论 

本文利用语义分析方法进一步研究了基于量子逻辑的下推自动机理论,从全新角度证明了任意l-VPDA 能 
够识别的语言的像集总是有限的(命题 1.3),并利用广义的量子子集构造方法给出此类自动机的代数刻画(定理 
1.2);证明了一般l-VCFG 与开始记号为经典单点集的l-VCFG 的相互等价性(定理 2.1);证明了量子下推自动机

(l-VPDA)和量子上下文无关文法(l-VCFG)可以相互转化(定理 3.3);进而建立量子上下文无关语言的代数刻画

和层次刻画,研究了l-值上下文无关语言对于正则运算的封闭性(定理 4.1~定理 4.3). 
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