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Abstract:  In this paper, an algorithm named non-truncated wavelet finite element for bioluminescence 
tomography (BLT) is proposed. Using linear combination of non-truncated wavelet functions across the elements to 
approximate the unknown function, this algorithm is used in BLT forward problem in phantoms of cylinder and 
sphere successfully. Theoretical analysis and numerical simulations show that the computation accuracy by this 
algorithm is almost as good as that of finite element method (FEM), while the number of elements and 
computational complexity reduce greatly compared with FEM. 
Key words:  molecular imaging; bioluminescence tomography; non-truncated wavelet finite element 

摘  要: 针对自发荧光断层成像,提出了一种非截断小波有限元算法.该算法采用单元间非截断组合小波基来逼

近未知函数,从理论上解决了二维和三维下复杂形状体的剖分,并成功地应用于自发荧光断层成像正向问题中圆柱

和圆球仿体的研究.理论分析和数值仿真结果表明,与传统有限元的数值解相比,该算法在获得同样有效解的情况下

减少了单元剖分数,降低了计算的复杂度. 
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自发荧光断层成像(bioluminescence tomography,简称 BLT)近几年来逐渐成为分子影像领域中的研究热点,
其优势在于可以在体无创地探测到分子和细胞水平的生物活动[1].BLT 中,荧光分子探针与感兴趣区域(如病变

区域)特异性结合,它们在酶催化下发出荧光[2,3].BLT 的研究包括正向问题和逆向问题两个方面,正向问题是已

知荧光光源和区域光学特征参数,求得生物体表面光强分布的过程[1,4];逆向问题是通过生物体体表的荧光信

号,反演出荧光分子探针的位置及强度[5].随着生物科学的发展,BLT 将会在疾病早期诊断和医药研制开发中扮

演愈加重要的角色[2]. 
BLT 的前向问题实质上是粒子输运问题[1],主要研究光子在生物组织中的传播过程和传播机理,在数学上

建模为一个二阶偏微分方程.有限元、自适应有限元等算法已应用于对 BLT 的研究[3,6],它们的共同基础是传统

有限元.传统有限元采用多项式作为形函数,对未知函数的逼近精度与网格剖分的粗细和多项式的阶数有关[7].
当需要对一个方程的解作精确逼近时 ,未知系数大量增加 ,增大了算法的复杂度 .小波有限元(wavelet finite 
element,简称 WFE)以小波作为基函数,小波基具有多尺度、多分辨和紧支撑特性,可以在剖分单元数较少的情

况下获得较好的逼近效果[8,9]. 
但是,目前的小波有限元采用单元间截断的小波基来逼近未知函数[8,9],导致其工程应用局限于一维模型和

二维简单形状体问题[10].本文提出了一种非截断小波有限元算法.该算法采用了单元间非截断的小波基,成功地

应用于圆柱和圆球形状仿体的 BLT 正向问题研究中.理论分析和数值仿真结果表明,该算法在与传统有限元取

得相当精度的情况下降低了计算复杂度. 

1   基于三维形状体剖分的非截断小波有限元理论 

小波有限元在发展过程中产生了多种算法[9,11,12],其中,何正嘉等人提出的小波有限元在机械力学分析和材

料质量诊断领域得到了应用[9],但是该算法不能处理二维和三维下形状比较复杂的模型问题[10].本文提出的非

截断小波有限元改进了该算法,解决了这个难题,同时改善了被逼近函数在单元间的连续性.本节中提到的小波

有限元专指文献[9]中的算法. 

1.1   B样条小波 

至今,人们已经构造出了大量的小波函数,其中 Meyer 小波、Daubechies 小波及 B 样条小波等得到了广泛

应用.本文选择了 B 样条小波,它有解析表达式,算法实现比较简单. 
m 阶 B 样条尺度函数定义为[13] 

 
1

1 1 10
( ) * ( )d ,  2m m mN x N N N x t t m− −= = −∫ ≥  (1) 

其中,*表示卷积运算,N1 是区间[0,1]的特征函数,且 Nm∈Cm−2. 
由以上定义可以得到 B 样条尺度函数的另一种表达式[13]: 
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图 1 给出了零尺度空间中的 2 阶和 4 阶 B 样条尺度函数. 
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Fig.1  Scale functions of B-spline 
图 1  B 样条尺度函数 

1.2   小波有限元 

图 2 为所有在区间[0,1]上有支撑的 m=4, j=0(4 阶尺度函数,零尺度空间)的 B 样条尺度函数.下面对构造一

维小波有限元的思路作一简介,具体过程参见文献[8,9]. 
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Fig.2  Scale functions of m=4, j=0, which have support on [0,1] 
图 2  在[0,1]区间上有支撑的 m=4, j=0 的 B 样条尺度函数 

记支撑在[0,4]区间上的尺度函数为φ(x),集合{φ(x),φ(x+1),φ(x+2),φ(x+3)}就构成了零尺度空间中在[0,1]区
间上的一组完备基,利用这组基可以逼近区间[0,1]上的所有函数.构造单元刚度矩阵和单元荷载矩阵及其总体

合成时与传统有限元是一致的.值得注意的是,与传统有限元不同,这里的未知值不是实际物理取值,而是尺度

函数空间中的坐标值.马军星引入了单元转换矩阵的概念[8],将尺度函数空间变换到物理空间,实现了单元之间

的连接. 

定义在区间[l1,l2]上的问题,可以通过 1

2 1

l l
l l

−
−

变换到[0,1]上进行求解.二维情况下,文献[9]通过小波函数的张 

量积构造了区间[0,1]×[0,1]上的完备基. 

1.3   非截断小波有限元 

小波有限元对单元之间严格划分,对跨单元支撑的函数基采取截断处理[8,9],导致未知系数随着单元个数和

维数的增加而急剧增多,在处理二维和三维复杂形状时难以应付形状的变化.非截断小波有限元采用了非截断

基方式,在研究域内小波基自由延伸,未知系数不会随着维数和单元个数的增加而急剧增加.理论上,我们可以

对形状复杂的研究域剖分足够的单元数来逼近其形状变化,而不致引起未知数的大量增加. 
与传统有限元相比,小波基属于平方可积函数空间 L2(R)且具有紧支撑,而多项式函数不属于 L2(R),而且在

整个实域空间取值,因此,当采用小波基作为逼近函数时,被逼近函数上一个突变的产生仅仅会改变小波逼近的

局部系数值,这使得在逼近待求函数时可以采用较少量的逼近系数达到较优的逼近效果[9]. 
非截断小波有限元优势是显然的.它把研究域作为一个整体处理,当我们使用 m 阶 B 样条时,其构造的函数

在整个研究域上是 m−2 阶可导的,逼近效果要优于小波有限元和传统有限元.在需要对逼近函数的连续度进行

提升时,传统有限元的单元节点数急剧增多,整体未知系数将大量增加[7];而非截断小波有限元仅需采用相应连

续度的 B 样条小波,整体未知数个数增加很少. 

0 21 3 4−1 −4 −3 5
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现在,假设一个偏微分方程的变分形式为 

 D(u,v)−F(v)=0,∀v∈  (4) 1
0S

其中, ={v|v∈C1(Ω),v(x)=0,当 x∈∂Ω},D 为 上的一个对称双线性泛函,F 为 上的一个线性泛函.假设以 1
0S 1 1

0S1
0 0S S×

上问题定义在[0,2]区间上,图 3 给出了所有在区间[0,2]上存在支撑的 m=4,j=0 的 B 样条尺度函数. 
 
 
 
 
 
 

Fig.3  B-Spline scale functions of m=4, j=0, which have support on [0,2] 
图 3  在[0,2]区间上有支撑的 m=4, j=0 的 B 样条尺度函数 

非截断小波有限元算法如下: 
(1) 选择分辨率大小.即尺度函数的一个单位长度所代表的实际尺寸,如 1mm 或 2m 等. 
(2) 根据分辨率大小,对研究域剖分网格.一维的基本单元是分辨率大小的线段;二维区域可以对长和宽分

别确定分辨率,然后以分辨率确定的长方形为基本单元对研究区域进行剖分;同样,三维情况下可以分别确定 3
个方向上的分辨率,然后以相应的长方体为基本单位进行剖分.此时得到原研究区域的一个近似区域. 

(3) 将待求函数在剖分区域上近似并求解.二维和三维时的函数基由一维尺度函数张量生成. 
我们把整个剖分区域作为一个整体来处理.设所有在剖分区域上有支撑的尺度函数为{φ1φ2…φn},则未知

函数可以近似为 
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将上面的表达式代入到公式(4)中进行整理,有 
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这样就得到了含有 n 个未知数的 n 个方程,求解得到 ci.为加以对比,以公式(4)给出的问题为例,给出了小波

有限元和非截断组合基的小波有限元算法. 
(a) 小波有限元与传统有限元类似,该算法对两个单元上的未知函数分别进行近似,然后形成每个单元上

的刚度矩阵,最后组合成总刚度矩阵. 
将[0,2]区间剖分为[0,1]和[1,2]两个单元,把区间[1,2]映射到[0,1],在前处理阶段对两者作统一处理;对[0,1]

区间上未知函数进行近似: 
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代入到公式(4)中,整理得到子单元[0,1]上的一组方程: 
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记为 
 DC=F (11) 

设单元转换矩阵为 T,则 
 TTDTU=TTF (12) 
其中, 
 TU=C (13) 

矩阵 U 是求解单元转换矩阵 T 时,在配置的节点处未知函数的取值[9].记 
 K=TTDT (14) 
 P=TTF (15) 
并设 
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将单元刚度矩阵组合为总体刚度矩阵,得到: 
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再将约束边界条件(如果存在)加入,即可求得节点取值. 

(b) 非截断小波有限元.在图 3中,我们将区间[0,2]看作一个整体,若将支撑区间为[0,4)的尺度函数记为φ(x),
则函数集{φ(x+3)φ(x+2)φ(x+1)φ(x)φ(x−1)}构成了零尺度函数空间中区间[0,2]上的一组完备基.将定义在该区间

的未知函数近似为 
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代入到变分形式中并进一步整理,得到: 
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解方程(21)即可得到系数值 3 2 1 0 1, , , ,c c c c c− − −    . 

可以看出,小波有限元与非截断小波有限元利用了相同的基函数,但是非截断小波有限元算法要比小波有

限元算法简单.在上面的一维问题中,小波有限元需要求解 7 个未知系数,而非截断小波有限元只需求解 5 个未
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知系数.随着单元数和维数的增加,非截断小波有限元的优势是明显的.例如,在二维情况下,研究域是一个 4×4
大小的区域,并且长和宽的分辨率均取 1,用参数为 m=4,j=0 的 B 样条小波时,可以计算出小波有限元需要 169
个未知系数,而非截断小波有限元仅需要 49 个未知系数. 

(4) 在第(3)步中,我们已经解出的未知系数 ci 并非是节点取值大小,而是在尺度函数空间中以相应尺度函

数为基的系数值.为得到函数在某一点处的取值,可以利用公式(19). 
对于只存在自然边界条件的问题(如 BLT),以上几步就得到了结果.但实际遇到的多数工程问题存在约束

边界条件,这时需要引入单元转换矩阵,单元转换矩阵的求解方法参见文献[8,9].与小波有限元的不同之处在于,
这里的单元转换矩阵不是在一个单元内进行配点,而是在整个研究域内配点.利用单元转换矩阵把小波空间转

换到了物理空间,相应自由度从小波系数转化到了未知场函数[9].然后再加入约束边界条件进行求解,该过程完

全类似于传统有限元. 

2   基于非截断小波有限元的自发荧光断层成像正向问题算法 

自发荧光断层成像是分子影像技术的一个分支,具有低成本、高灵敏度、高信噪比的优势[3,6,14].在自发荧

光断层成像真实实验中,转基因小鼠体内含有可以表达合成荧光素酶的报告基因(reporter gene).报告基因在预

设事件(如癌变)的触发下,可以表达生成荧光素酶[15].在对预设事件成像时,首先将实验小鼠体内注入荧光素,在
发生预设事件的细胞内,由三磷酸腺苷(adenosine-triphosphate,简称 ATP)和氧气提供能量,荧光素在荧光素酶的

催化作用下发出荧光 .荧光在生物组织中经历散射和吸收过程 ,其中一部分荧光可以穿透小鼠身体 ,被
CCD(charge coupled device)探测到.由于透射的荧光十分微弱,所以实验需要在黑暗环境下进行操作,并且需要

足够的曝光时间[14]. 
自发荧光断层成像以重建荧光光源为目的,以达到对预设事件进行成像的目的.其包括前向和逆向问题两

个方面:前向问题主要研究从组织内光源强度分布到生物组织表面光强分布的过程;与之相反,逆向问题研究从

生物组织表面光强分布到组织内光源强度分布的过程.前向问题是建模和求解的过程,逆向问题则以前向问题

为基础进行光源重建.光子的传播过程可以通过 Monte Carlo 方法模拟[16],也可以在数学上建模为 Boltzmann 方

程(又称为辐射传输方程)[17].Boltzmann 方程中含有 6 个未知变量,难以求解,由于生物组织对光子的散射作用远

远强于吸收,故可以进行漫射,近似得到易于求解的漫射方程[17]. 
本节给出了应用非截断小波有限元求解以漫射方程为基本数学模型的 BLT 前向问题算法. 

2.1   自发荧光断层成像的数学模型 

生物组织中光子的传播规律可以用 Boltzmann 方程来描述[17,18]: 

 
4

ˆ( , , ) / ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ ˆ( , , ) ( , , ) ( , , ) ( )d ( , , )t s
L s t c s L s t L s t L s t P s s S s t

t
μ μ Ω

π

∂ ′ ′ ′= − ⋅∇ − + ⋅ +
∂ ∫

r r r r r  (22) 

其中: ŝ 和 ŝ′ 是表示方向的单位向量;r 是研究域内任意一点;t 是时间(t≥0);L 是亮度;c 是光子在生物组织中的传

输速度;μt=μa+μs 是总衰减系数,其中,μa 和μs 分别是生物组织的吸收系数和散射系数; 是光子从ˆ ˆ(P s s′ ⋅ ) ŝ′ 方向

上散射到 ŝ 上的光子相位函数,它满足 ,dΩ为立体角微分元; 描述荧光光源的空间角度 
4

ˆ ˆ( )dP s s Ω
π

′ ⋅ =∫ 1 ˆ( , , )S s tr

分布. 
然而公式(22)不易求解[17].生物组织的强散射特性以及在光源为各向同性的情况下,通过对Boltzmann方程

进行一阶球谐波近似展开,得到著名的漫射方程[17,18]: 

 2( , ) ( , ) ( , ) ( , )a
t D t t S

t
Φ Φ μ Φ∂

− ∇ + =
∂

r r r tr  (23) 

 1/(3( ))a sD μ μ′= +  (24) 

式中
4

ˆ( , ) ( , , )d ,t L s t ΩΦ
π

= ∫r r 称为流量率或光子密度[18]; (1 )s sgμ μ′ = − 称为约化散射系数,  
4

ˆ ˆ ˆ ˆ( ) ( )dg s s P s s Ω
π

′ ′= ⋅ ⋅∫
为生物组织的各向异性系数.稳态情况下得到[1,4]: 
 ( ( ) ( )) ( ) ( ) ( ),  aD Φ μ Φ S Ω−∇ ⋅ ∇ + = ∈r r r r r r  (25) 
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公式(25)是 BLT 的控制方程,是我们研究 BLT 的数学模型.下面给出该方程的边界条件. 
假设周围是理想的黑暗环境,可以推得边界条件[17,18]: 

 ˆ( ) 2 ( ) ( )( ( )) 0,  nA D νΦ Φ+ ⋅ ∇ =r r r r r Ω∈ ∂  (26) 
其中, 是边界上的单位法向量,An=(1+R(r))/(1−R(r)),R 是介质折射率的函数,近似为[17] ν̂
 R≈−1.4399n−2+0.7099n−1+0.6681+0.0636n (27) 
其中,n 是组织折射率与环境折射率的比值.对方程(25)进行变分,得到[19]: 

 1( ( )( ( )) ( ( ) ( ) ( ) ( ))d ( ) ( )d ( ) ( )d
2 ( )a

n

D u v u v Ω u v A S v Ω
AΩ Ω

μ
∂

∇ ⋅ ∇ + + =∫ ∫r r r r r r r r r r
r Ω∫  (28) 

公式(28)是 BLT 问题的控制方程(25)的弱解形式.非截断小波有限元以公式(28)作为数学模型,对 BLT 进行

求解.BLT 包括正问题研究和逆问题研究两个方面:正问题是已知光源分布和生物组织光学特性参数,求得表面

光强分布;逆问题是已知体表光强和生物组织光学特性参数,反演出光源在生物体内的强度分布.本文仅限于讨

论 BLT 正向问题. 

2.2   非截断小波有限元应用于BLT正向问题 

为了对定义在一个三维区域上的函数进行逼近,首先必须构造一个三维小波函数.在此,我们采用一维小波

的张量积来实现,基中三维母小波如下: 
 φ3D(x,y,z)=φ(x)φ(y)φ(z) (29) 

通过对三维母小波分别在 x,y,z 轴上进行平移,就可以构成三维空间上相应小波空间中的一组完备基,然后

使用这组基对未知函数进行逼近. 
为了解漫射方程,首先确定单元分辨率.单元分辨率直接决定了网格剖分的粗细和逼近的精度,比如,图 4(a)

是一个底面半径为 7.5mm,高为 9mm 的圆柱,其中接近圆柱中心的方块为光源,若选择剖分单元的长、宽、高分

辨率均为 1mm,即以 1mm×1mm×1mm 的长方体为基本单元对该圆柱进行剖分,可以得到图 4(b)所示的剖分   
结果. 

  
(a) Cylinder phantom where the cubic is the light source 

(a) 圆柱仿体,其中的正方块表示光源 

(b) Mesh of the phantom in wavelet finite element 
(b) 小波有限元中仿体剖分情况 

Fig.4 
图 4 

设在图 4(b)中所有有支撑的小波基为{φ1(r),φ2(r),…,φn(r)},其中,r 是起始点为坐标原点、终点为(x,y,z)的向

量,代表剖分区域内的一点.将未知函数近似为 

 
1

( ) ( ),
n

i i
i

u cφ Ω
=

= ∑r r  r ∈  (30) 

 
1

( ) ( ),
n

i i
i

v d φ Ω
=

= ∑r r  r ∈  (31) 

Ω表示柱形区域.将公式(30)和公式(31)代入公式(28),得到: 

 
1

1( ) ( ) ( )d ( ) ( ) ( )d ( ) ( )d ( ) ( )d ,  1,2,...,
2 ( )

n

i i j a i j i j j
i n

c D Ω Ω A S Ω j n
AΩ Ω Ω Ω

φ φ μ φ φ φ φ φ
∂

=

⎛ ⎞
∇ ∇ + + = =⎜ ⎟

⎝ ⎠
∑ ∫ ∫ ∫ ∫r r r r r r r r r r

r
 (32) 

这样就得到了含有 n 个未知数的 n 个方程,解方程可以得到 ci 的值.再利用公式(30)可以得到任意点处的函

数取值,具体仿真结果将在第 3 节中给出. 
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3   仿真结果与分析 

我们编写了非截断小波有限元的仿真程序并应用于 BLT 正向问题的研究中.下面给出仿真结果,并与传统

有限元进行对比.仿真实验的光学参数见表 1[1]. 

Table 1  Optical parameters used in simulations 
表 1  仿真中用的光学参数 

μa[mm−1] μs[mm−1] n g 
0.082 10.27 1.37 0.90 

3.1   圆柱仿体 

我们用高为 9mm,半径为 7.5mm 的圆柱仿体进行了仿真,光源是 3mm×3mm×3mm 的正方体,其中心沿 X 轴

偏离仿体中心 2mm,强度是 1W/m3,如图 4(a)所示.小波有限元对仿体的剖分结果如图 4(b)所示,共 1 341 个单元,
每个单元代表的实际大小为 1mm×1mm×1mm 的正方体.分别使用二阶小波有限元、四阶小波有限元、细剖有

限元(在较细的剖分网格上进行有限元求解)和粗剖有限元(在较粗的剖分网格上进行有限元求解)进行了求解,
图 5 给出了四阶小波有限元的求解结果和细剖有限单元法的求解结果,其中,细剖有限元的结果使用含有    
15 882 个四面体单元的剖分网格求得. 
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(a) Result of non-truncated WFE 

(a) 非截断小波有限元的求解结果 
(b) Result of FEM with fine mesh 

(b) 细剖有限元求解结果 
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(c) Middle cross-section in (a) 
(c) 图(a)的中间截面 

(d) Middle cross-section in (b) 
(d) 图(b)的中间截面 

Fig.5 
图 5 

从图 5 可以看出,四阶小波有限元的求解结果与有限元剖分很细时的求解结果相吻合.为了进一步对比,我
们作一条过光源中心、平行于 Z 轴的线段,对比各种方法求解的结果在这条线上的光强分布,结果如图 6 所示,
其中,粗剖有限单元法的结果使用含有 1 456 个四面体单元的剖分网格解得.从图 6 可以看出,在剖分单元数相

当的情况下,小波有限元的求解结果好于传统有限元,四阶小波有限元法求解结果好于二阶小波有限元.仿真结

果表明小波有限元应用于三维圆柱模型时的精确性,也表明小波有限元应用于圆柱形仿体的 BLT 正向问题中
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的有效性. 
 
 
 
 
 
 
 
 

— - — -  WFE (m=2) 
— — —  WFE (m=4) 
- - - - - -  FEMcoarse 
———   FEMfine 
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Fig.6  Distribution of Φ along the line, which paralleled with Z axis and pass through the phantom’s center 
图 6  过仿体中心且平行于 Z 轴的直线上Φ的分布 

3.2   圆球仿体 

我们对半径为 5.5mm 的圆球仿体进行了仿真,光源大小为 3mm×3mm×3mm,中心沿 X 轴偏离仿体中心位置

1mm.光源强度为 1W/m3.图 7 给出的是仿体模型及其使用小波有限元时的剖分示意图.本例中使用含有 515 个

单元的剖分. 

  
(a) Sphere phantom where the cubic is the light source 

(a) 球形仿体模型,其中正方块为光源 
(b) Mesh in wavelet finite element 

(b) 小波有限元中的剖分情况 

Fig.7 
图 7 

二阶小波有限元、四阶小波有限元、粗剖有限元及细剖有限元法分别被应用于该模型的仿真.四阶小波有

限元求解的结果和细剖有限单元法求解结果在图 8 中给出,其中,细剖有限元的剖分网格中含有 17 349 个四面

体.从图 8 中可以看出,四阶小波有限元的求解结果与细剖有限单元法相一致.图 9 给出了在过光源中心点且平

行于 X 轴的直线上,二阶小波有限元、四阶小波有限元、细剖有限元和粗剖有限元求解结果的光强分布,其中,
粗剖有限元结果由含有 726 个四面体单元的剖分网格求得.由图 9 可以看出,在剖分单元数相同的情况下,小波

有限元的求解结果好于有限单元法,四阶小波有限元结果好于二阶小波有限元的结果. 
以上分析说明了小波有限元在剖分单元数较少的情况下可以获得较高的求解精度,也说明了小波有限元

适用于圆球状仿体的 BLT 正向问题求解. 
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(a) Result of non-truncated WFE 

(a) 非截断小波有限元的求解结果 
(b) Result of FEM with fine mesh 

(b) 细剖有限元求解结果 
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(c) Middle cross-section in (a) 

(c) 图(a)中的中间截面 
(d) Middle cross-section in (b) 

(d) 图(b)的中间截面 

Fig.8 
图 8 
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Fig.9  Distribution of Φ along the line, which paralleled with X axis and pass through the phantom’s center 
图 9  过仿体中心且平行于 X 轴的直线上Φ的分布 

3.3   正方体仿体 

前两组结果显示了非截断小波有限元可用于圆柱和圆球仿体的 BLT 正向问题求解.然而,非截断小波有限

元的剖分结果在形状近似上要差于有限单元法.本节对图 10 所示的正方体模型进行了仿真,目的在于,在没有

几何近似误差存在的情况下比较基的近似误差.仿体是长、宽、高均为 10mm 的正方体,光源中心位于沿 X,Y,Z
轴分别偏离仿体中心点 0.5mm 的位置,其中光源是长、宽、高均为 1mm 的正方体,光源强度为 1W/m3. 

图 11给出了仿真结果的表面分布数据,其为从X轴负半轴看进去的结果.其中,图 11(a)是剖分后含有 17 235
个单元的有限单元法的求解结果;图 11(b)由含有 1 028个单元的一阶有限单元法得到;图 11(c)和图 11(d)分别由

含有 1 000 个单元的四阶和二阶小波有限元的仿真结果得到.从图 11 可以看出,在单元数相当的情况下,从整体

上的逼近效果来看,小波有限元要优于有限单元法,并且表面图像要细腻得多,这也体现了小波基的优势.表 2 给



 

 

 

1204 Journal of Software 软件学报 Vol.20, No.5, May 2009   

 

出了该表面上数据分布的最大、最小值,其中粗剖有限元结果出现负值,这是由基近似存在误差造成的.从表 2
可以再次看出,在剖分单元数相当的情况下,小波有限元的逼近效果优于有限单元法,而四阶小波有限元精度要

优于二阶小波有限元. 

 
Fig.10  Cubic phantom where the smaller cubic is the light source 

图 10  正方体仿体,其中小正方块为光源 
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(c) Result of WFE with m=4 
(c) 4 阶小波有限元结果 

(d) Result of WFE with m=2 
(d) 2 阶小波有限元结果 

(a) Result of FEM with fine mesh 
(a) 细剖有限元结果 

(b) Result of FEM with coarse mesh 
(b) 粗剖有限元结果 

Fig.11  Simulation results of the cubic phantom, the graphs is screened from 
the negative direction of the X-axis 

图 11  正方体模型的仿真结果,图中给出了从 X 轴负半轴看进去的结果 

Table 2  Maximum and minimum value in Fig.11 
表 2  图 11 结果的最大最小值 

 Fig.11(a) Fig.11(b) Fig.11(c) Fig.11(d)
Max 0.003 06 0.002 97 0.003 13 0.002 73
Min 1.35e−4 −1.28e−004 1.35e−4 1.41e−4

 
从以上仿真结果可以看出,在非截断小波有限元应用于三维形状体时,以较少的单元个数获得了与传统有

限元相当的精度,降低了计算复杂度. 
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4   结束语 

本文提出了一种非截断小波有限元算法,并将其应用于 BLT 正向问题的研究中.仿真结果显示了该算法的

准确性和高效性.小波以紧支撑、多分辨和多尺度的特性在逼近函数方面优于传统有限元中的多项式.将小波

应用于有限元领域是小波在应用方面的一大进展,也是有限元理论的一个进步.小波有限元的实际应用为工程

中提供了一种新的工具,为奇异性检测和大梯度问题提供了一种新的解决思路.相信本文的算法将会使小波有

限元在工程应用方面迈进一步.然而,本文的算法在对研究域的逼近方面与传统有限元还存在一些差距,我们下

一步的工作将放在改善这一点以及进行自适应小波有限元算法的研究上,最终将小波有限元应用于 BLT 逆向

问题方面的研究中. 

致谢  在此,我们向对本文做出贡献的西安电子科技大学电子工程学院智能生物信息研究中心的老师和同学

们,尤其是屈晓超老师表示感谢. 
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