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Abstract:  The conventional Laplacian Eigenmap preserves neighborhood relationships based on Euclidean 
distance, that is, the neighboring high-dimensional data points are mapped into neighboring points in the 
low-dimensional space. However, the selections of neighborhood may influence the global low-dimensional 
coordinates. In this paper, both the geodesic distance and generalized Gaussian function are incorporated into 
Laplacian eigenmap algorithm. At first, a generalized Gaussian Laplacian eigenmap algorithm based on geodesic 
distance (GGLE) is proposed. The global low-dimensional coordinates obtained by GGLE have different clustering 
properties when different generalized Gaussian functions are used to measure the similarity between the 
high-dimensional data points. Then, this paper utilizes these properties to further propose the ensemble-based 
discriminant algorithm of the above-motioned GGLE. The main advantages of the ensemble-based algorithm are: 
The neighborhood parameter K is fixed and to construct the neighborhood graph and geodesic distance matrix needs 
one time only. Finally, the recognition experimental results on wood texture dataset show that it is an efficient 
ensemble discriminant algorithm based on manifold. 
Key words:  manifold learning; Laplacian eigenmap; generalized Gaussian function; geodesic distance; ensemble 

摘  要: 传统的 Laplacian 特征映射是基于欧氏距离的近邻数据点的保持,近邻的高维数据点映射到内在低维空

间后仍为近邻点,高维数据点的近邻选取最终将影响全局低维坐标.将测地线距离和广义高斯函数融合到传统的

Laplacian 特征映射算法中,首先提出了一种基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法(geodesic 
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distance-based generalized Gaussian LE,简称 GGLE),该算法在用不同的广义高斯函数度量高维数据点间的相似度

时,获得的全局低维坐标呈现出不同的聚类特性;然后,利用这种特性进一步提出了它的集成判别算法,该集成判别

算法的主要优点是:近邻参数 K 固定,邻接图和测地线距离矩阵都只构造一次.在木纹数据集上的识别实验结果表

明,这是一种有效的基于流形的集成判别算法. 
关键词: 流形学习;Laplacian 特征映射;广义高斯函数;测地线距离;集成 
中图法分类号: TP181   文献标识码: A 

流形学习是一个具有基础性和前瞻性的研究方向,由于有着广阔的应用前景,近年来已成为机器学习、模

式识别、数据挖掘等领域的研究热点之一,涌现出一批参数少、运算快、易求全局最优解的非线性流形学习算

法,如等距映射(isometrical mapping,简称 ISOMAP)算法[1]、Laplacian 特征映射(Laplacian eigenmap,简称 LE)算
法[2]、局部切空间对齐(local tangent space alignment,简称 LTSA)算法[3]、局部线性嵌入(locally linear embedding,
简称 LLE)算法[4]等.这些算法都要通过构造邻接图来表示高维数据的局部几何结构,然后在不同假设条件下确

定数据点之间的某种关系(如 ISOMAP 是估计数据点之间的测地线距离,LE 是近邻数据点之间的相似度,LTSA
是将每个数据点的邻域数据点投影到局部切空间上并寻求局部切坐标整合到全局坐标的仿射变换关系,LLE
是寻找每个近邻点和它的近邻数据点之间的线性组合关系),利用这些不同关系构造全局低维坐标.它们所面临

的一个共同问题是选择近邻构造邻接图 ,近邻选取最终将影响全局低维坐标 .詹德川和周志华提出集成

ISOMAP 的流形学习算法[5],该算法通过选择多个近邻参数 K,对每一个 K 值都运行 ISOMAP 获取低维坐标,然
后将这些低维坐标加权平均得到最终低维坐标.张军平等人提出基于集成的判别流形学习算法[6],每一个近邻

参数运行 ULLELDA(united LLE and linear discriminant analysis)[7]产生独立的子空间集合,独立学习分类器,获
得了较好的集成分类结果.这两种算法都要多次选择近邻参数,多次构造邻接矩阵,集成 ISOMAP 要多次计算测

地距离矩阵,集成 ULLELDA 却要多次构造重建矩阵,也就是说,这两种集成流形学习在取得好的效果的同时,时
间消耗也很大. 

传统的 Laplacian 特征映射是基于欧氏距离 K 近邻或ε邻域的近邻数据点的保持,近邻的高维数据点映射到

内在低维空间后仍为近邻点[2,8,9].那么,多大程度的近邻点以及多少数量的近邻点应该在低维空间需要保持呢?
当不同数量的近邻点需要保持时,Laplacian 特征映射需要重新构造邻接图和邻接权矩阵.同时,对于位于嵌入在

高维空间中的低维流形上的数据点来说,如若增加近邻点的数量,仍然用欧氏距离来度量近邻关系是不合适的,
测地距离应该更为合理.本文将测地线距离和广义高斯函数融合到传统的 Laplacian 特征映射算法中,首先提出

了一种基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法(GGLE),该算法在用超高斯、高斯和次高斯函数

度量数据点之间的相似度时所强调的局部近邻保持的程度是不同的,获得的全局低维坐标也呈现出不同的聚

类特性.然后,利用这种特性进一步提出了 GGLE 的集成判别算法.该集成判别算法的显著不同是近邻参数 K 固

定,邻接矩阵和测地线距离矩阵都只构造一次,只需要多次选择广义高斯型函数构造多个Laplacian矩阵,获取多

个独立的全局低维坐标集合,独立学习分类器,集成分类识别,这是一种更为高效的集成流形学习算法.最后,在
人造数据集和真实的木纹数据集上的实验结果也说明了这两种算法的有效性. 

1   Laplacian 特征映射 

2001 年,Belkin 和 Niyogi 提出了 Laplacian 特征映射算法[2,8],该算法寻求一个能在平均意义上保持流形局

部特性的映射,直观看来,近邻的高维数据点映射到内在低维空间后仍为近邻点.若 M 是一个光滑的 m 维黎曼流

形,在 D 维欧式空间中的嵌入映射为 f:M→RD,对于流形上的两个近邻点 x,y∈M,光滑映射 f 在 x 处按一阶泰勒展

开并利用范数的性质,得到下列不等式: 
 || ( ) ( ) || ( , ) || ( ) || ( ( , ))M Mf y f x dist x y f x dist x yο− ≤ ∇ +  (1) 

上式中, || ||f∇ 表明映射 f 把流形上的近邻点映射到低维欧氏空间后欧氏距离度量的偏离程度.如若约束映

射 2 ( )
|| || 1

l M
f = ,则保持局部近邻特性的映射可以通过下列目标函数来实现: 
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其中,积分是 Riemannian 流形上的标准测度.由于定义 Laplacian-Beltrami 算子 ( ) ( )
def

L f div f= − ∇ ,其中 div 表示向

量场的散度,因此,根据 Stokes 公式有 2|| ( ) || ( )
M M

f x L f f∇ =∫ ∫ .于是,公式(2)的目标函数等价于最小化下列准则 

函数: 
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其中,Y=(f1,f2,…,fn), ,ii jijD W= ∑ L=D−W 是对称的半正定 Laplacian 矩阵.由拉格朗日乘数法,上述优化问题就转 

化为求 L 的特征函数问题.令特征值按升序排列为 0=λ0≤λ1≤λ2≤…,fi 为对应于λi 的特征函数.显然,f0 是一个常数

函数,把流形上所有的数据点映射为一个点.为了避免这种情况的出现,选择和 f0正交的嵌入映射,所以,f1就是最

优嵌入映射. 
根据谱图理论,如果数据均匀采样自高维空间中的低维流形,流形 Laplacian-Beltrami 算子可以由图上的

Laplacian算子逼近,而流形上 Laplacian-Beltrami算子对应特征函数的离散逼近,就是图的Laplacian矩阵最小的

几个特征值对应的特征向量.算法具体步骤如下: 
Step 1. 使用 K 近邻或ε邻域的方法构建邻接图 G;若两点 i,j 近邻,则 Gij=1. 

Step 2. 定义邻接权矩阵 W.权值使用热核(heat kernel)方法,即如果 Gij=1,则 2exp{ || || / }ij i jW x x t= − − ,否则 

为 0.或者使用简单方法,如果 Gij=1,令权值 Wij=1,否则为 0. 
Step 3. 特征映射.假设图 G 为连接图(否则对每一个连接部分),计算方程 Lξ=λDξ的 d+1 个最小特征值及对

应特征向量.令这 d+1 个特征向量为{ξ(0),ξ(1),…,ξ(d)},分别对应于从小到大排列的特征值.除去特征值 0 对应

的特征向量以外,xi 在低维空间 Rd 的像可以由(ξi(1),…,ξi(d))给出. 

2   基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法 

2.1   问题分析与算法描述 

传统的 Laplacian 特征映射是基于欧氏距离的 K 近邻或ε邻域的近邻数据点的保持,近邻的高维数据点映射

到内在低维空间后仍为近邻点.那么,多大程度的近邻点以及多少数量的近邻点应该在低维空间需要保持呢?当
不同数量的近邻点需要保持时,Laplacian 特征映射需要重新计算邻接图构造邻接权矩阵.同时,对于位于嵌入在

高维空间中的低维流形上的数据点来说,如若增加近邻点的数量,仍然用欧氏距离来度量近邻关系是不合适的,
测地距离应该更为合理. 

实验验证如图 1 所示,Swiss_roll 曲面上的 500 个 3 维数据点(如图 1(a)所示),当用欧氏距离度量每一数据

点的 40 个近邻点时,通过传统 LE 算法学习到的内在低维坐标如图 1(c)所示,流形两端的数据点几乎混在一起,
然而实际上它们应该离得更远;然而,当采用测地线距离(实验时在 5最近邻图上获得近似测地线距离)度量每一

数据点的 40 个近邻点时,通过 LE 算法学习到的内在低维坐标如图 1(d)所示,流形上近邻的点尽可能地近,流形

上测地距离远的点仍然较远.目前,ISOMAP 算法是保持任意两点间测地线距离的经典流形学习算法,但又需要

避免 ISOMAP 算法中稠密测地线距离矩阵的分解,正如 Belkin 在文献[2,8]中指出,ISOMAP 等度规地保持全局

测地距离只对平坦流形(即曲率张量为 0)理论上可行;比如,3 维空间中的 Gauss 曲面映射到 2 维平面上,测地距

离就不能得以保持,而会发生不同程度的撕裂与挤压.因此,我们结合在流形上用测地线距离度量数据点之间关

系的优点和广义高斯函数的特性(见第 2.2 节的分析)并融合到传统的 Laplacian 特征映射算法中,提出了一种基

于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法,该算法可以调整结点间的相似度,根据问题需要选择超高

斯、高斯或者次高斯函数来体现多大程度的近邻局部特性需要保持,不需要重新计算邻接矩阵.而且,当需要保

持近邻关系的数据点邻域增大时,采用测地线距离可以避免欧氏距离度量不合理的缺陷.综上所述,一种更合理



 

 

 

818 Journal of Software 软件学报 Vol.20, No.4, April 2009   

 

的流形学习算法——基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法描述如下: 
Step 1. 使用 K 近邻或ε邻域的方法构建欧氏邻接图 G;若两点 i,j 近邻,则该邻接边的距离定义为 Euclidean

距离 d(i,j). 
Step 2. 应用 Dijkstra 算法计算图 G 上任意两点间的最短距离构建近似测地线距离矩阵 S. 
Step 3. 利用广义高斯型函数计算成对结点之间的相似度,构成相似度矩阵 W.相似度为 

1 exp( ( / ) )ij ijW S βσ
Γ

= − , 

其中,Γ是归一化因子;σ表示尺度因子;Sij 表示结点间的测地线距离;β衡量广义高斯曲线的走势,当 0<β<2 时,表
示用超高斯函数度量相似度,β=2 表示用高斯函数度量相似度,β>2 表示用次高斯函数度量相似度. 

Step 4. 计算内在低维坐标,即计算特征方程 Lξ=λDξ得到 d+1 个最小特征值及对应特征向量.令这 d+1 个

特征向量为{ξ(0),ξ(1),…,ξ(d)},分别对应于从小到大排列的特征值.除去特征值 0对应的特征向量以外,xi在低维

空间 Rd 的像可以由(ξi(1),…,ξi(d))给出. 
 
 
 
 
 
 

(a) 500 Swiss_roll data points                     (b) Neighborhood graph (K=5) 
(a) 500 个 Swiss_roll 数据点                           (b) 邻接图,K=5 

 
 
 
 
 
 

(c) 2D coordinates by using conventional LE   (d) 2D coordinates by using geodesic distance and LE 
(K=40, heat-kernel parameter t=30)             (K=40, heat-kernel parameter t=30) 

(c) 传统的 LE 获得的二维坐标          (d) 采用测地线距离和 LE 获得的二维坐标 
(K=40,热核参数 t=30)                       (K=40,热核参数 t=30) 

Fig.1  Reasonableness of using geodesic distance in LE 
图 1  在 LE 算法中采用测地距离的合理性 

2.2   GGLE算法分析 

在上述学习算法中,Step 3采用自变量为测地线距离的广义高斯型函数计算出的相似度矩阵W是一个稠密

矩阵,但是由于广义高斯型函数在[0,+∝]上单调下降,且随着测地距离的增加以指数形式下降到一个很小的范

围内,即测地距离越大,相似度越小.显然,任意两点间相似度都不为 0.我们认为,位于同一流形上的点之间是有

联系的,也是有一定相似度的,因此,广义高斯型函数被用作计算成对结点之间的相似度是合理的.而且,超高斯、

高斯和次高斯函数度量的相似度随着测地距离的变化曲线发生变化也有显著的不同,随着β的增加,近邻点的

相似度增高,测地线距离小于尺度因子σ(类似于方差)的近邻点的相似度逐渐升高,如图 2 所示.特别地, 

 
1,      , 1

1lim lim exp( ( / ) ) 1/ ,  , 1
0,     , 1

ij

ij ij ij

ij

S
W S e S

S

β

β β

σ Γ
σ σ Γ

Γ
σ Γ

→+∞ →+∞

⎧ < =
⎪= − = = =⎨
⎪ > =⎩

当

当

当

 (4) 

−10

0

10

−10 0 10 20
40

20 0 0

10

−10 0 10 

5
0

−5
−10
−15

40
20

0.05

0.00

−0.05
−0.1        0          0.1

0.05

0.00

−0.05
−0.1         0         0.1 



 

 

 

曾宪华 等:基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射 819 

 

尺度因子σ确定算法能够保持的近邻点的最大容量,在最大容量范围内,不同的β实现不同程度的近邻保持;
当β→+∝时,类似于近邻数为最大容量,每个点与其所有近邻点的相似度都趋近于最大值 1.因此,可以根据实际

需要强调局部近邻保持程度的不同选择β,即需要保持较大区域的近邻点时选择次高斯(β>2),需要保持较小区

域的近邻点时选择超高斯(β<2),两者之间的需求选择高斯(β=2).另外,在实际应用中,为了提高计算效率,对一些

很小的相似度赋值为 0,即在算法的 Step 3 中,当相似矩阵 W 的元素小于某阈值δ时赋值为 0(按统计学规律,阈值

δ一般取 2σ对应的相似度),这样,W 就是一个稀疏矩阵,Step 4 就是一个稀疏半正定矩阵的特征分解,时间复杂度

就从满稠密矩阵特征分解的 O(n3)下降到求稀疏矩阵的 d 个最小特征值对应的特征向量的 O(dpn2),其中,n 为矩

阵的阶数,d 为低维维数,p 为非零元素的比例. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.2  Generalized Gaussian curves versus geodesic distance 
图 2  定义在测地线距离上广义高斯函数曲线 

3   基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射的集成判别算法(EGGLE) 

3.1   问题分析和算法描述 

集成学习[10,11]是使用多个学习器来学习同一问题的学习系统,可以取得比单一学习器更好的性能.集成学

习技术广泛应用于神经网络及许多模式识别领域中.詹德川和周志华提出了集成 Isomap 流形学习算法[5],该算

法通过选择多个近邻参数 K,对每一个 K 值都运行 Isomap 获取低维坐标,然后将这些低维坐标加权平均得到最

终低维坐标,在可视化实验中取得了较好的效果.张军平等人提出基于集成的判别流形学习算法[6],该算法核心

是针对 LLE 的,并且论述了 LLE 获取的最小 d 个特征值和特征向量很小并且很接近,同一个近邻参数多次运行

LLE 的主要特征可能发生交替,因此 LLE 是不稳定的.张军平等人从而提出了一种集成方式:每一个近邻参数运

行 ULLELDA[7]产生独立的子空间集合,独立学习分类器,获得了较好的集成分类结果.这两种算法都要多次选

择近邻参数,多次构造邻接矩阵,集成 Isomap 要多次计算测地线距离矩阵,集成 ULLELDA 却要多次构造重建矩

阵.也就是说,这两种集成流形学习在取得好的效果的同时,时间消耗也很大.本文上一节提出的基于测地线距

离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法,通过在 Step 3 选择广义高斯型函数,以测地线距离为自变量计算成对

结点之间相似度.正如上一节分析,超高斯、高斯和次高斯函数在度量相似度时强调局部近邻保持的程度是不

同的,低维坐标呈现出不同的聚类特性,从而它们的不同Laplacian矩阵的特征分解所得到的低维坐标,对于分类

效果也应该是不同的 .因此 ,本节选择多个广义高斯型函数获取多个相似度矩阵 ,每个相似度矩阵对应的

Laplacian 矩阵获得独立的低维子空间,独立学习分类器,再集成确定分类结果,这就是本节将提出的基于测地线

距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射的集成判别算法.如上所述,该集成学习算法与文献[5,6]中的集成流形学

习算法的显著不同是:固定的近邻参数 K,邻接矩阵和测地线距离矩阵都只构造一次,只需要多次选择广义高斯

型函数构造多个 Laplacian 矩阵,获取多个独立的低维空间坐标集合,独立学习分类器,集成分类识别,这是一种
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更为高效、合理的集成流形学习算法. 

在识别任务中,已标记的训练样本集记为 1{ , }l
j j jx t = ,其中,tj 为类别标记,未标记样本集记为 1{ }l u

j j lx +
= + ,假定这 

些数据都来自于嵌入在高维空间的低维流形上.在本文第 2 节提出的基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 

特征映射中 ,S tep 3 度量相似度的广义高斯型函数
1 exp{ ( / ) }ijS βσ
Γ

− 的参数β取值体现了不同的函数类

型:0<β<2,对应超高斯函数;β=2,对应高斯函数;β>2,对应次高斯函数.不同的β值,GGLE 获得的低维坐标所强调 
的局部近邻保持的程度也是不同的.因此,本文提出的基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射的集成

判别算法(ensemble-based discriminant algorithm of GGLE,简称 EGGLE)描述如下: 
Step 1. 对所有的(l+u)个样本使用Ｋ近邻或ε邻域的方法构建欧氏邻接图 G;若两点 i,j 近邻,则该邻接边的 

距离定义为 Euclidean 距离 d(i,j). 
Step 2. 应用 Dijkstra 算法计算图 G 上任意两点间的最短距离,构建近似测地线距离矩阵 S. 
Step 3. 训练第 n 个学习器(初时值为 1,终止为 N),如果 n>N,转 Step 5,否则执行以下几步: 

a) 选择一个β,计算相似度矩阵 W,其中, 1 exp{ ( / ) }ij ijW S βσ
Γ

= − . 

b) 计算内在低维坐标 1{ }l u
j jξ +

= ,其中,低维坐标由计算特征方程 Lξ=λDξ的 d+1 个最小特征值对应特 

  征向量的第 2 到第 d+1 个特征向量构成,ξj 表示第 j 个数据点的低维坐标. 

c) 对标记训练样本对应的低维表示 1{ , }l
j j jtξ = 训练分类器 Tn. 

d) 分类器 Tn 识别 1{ }l u
j j lξ +

= + 的类别 1{ }l u
n j j lL t +

= += . 

Step 4.  n=n+1,转 Step 3. 

Step 5. 多数投票法确定最终分类结果,即是对 N 个分类器 T1,…,TN 对应的所有识别结果 1{ }l u
n j j lL t +

= += , 

n=1,…,N,采用多数投票法得到未标记样本的类别标记. 

3.2   EGGLE算法复杂度分析 

集成流形学习技术的时间复杂度由观测数据点个数 n、观测数据的维数 D、内在维数(目标维数)d、最近

邻参数 K 以及集成的学习器数目 N 等几个因素决定.本节就当前的几种集成流形学习算法 Ensemble-Isomap[5], 
En-ULLELDA[6]和本文所提出的 EGGLE 算法在时间复杂度上进行比较. 

由于 3 种算法解决问题的目标及采用的辅助技术不完全相同——Ensemble-Isomap 主要是为了高维数据

的可视化,En-ULLELDA 却融入了 LDA 技术,因此,为了表明清晰的可比性,只将 3 种集成技术各学习 N 个学习

器发现 N 种低维表示的时间复杂度进行比较. 
Isomap,LLE 及 LE 这 3 种算法都由 3 步构成,且第 1 步相同,计算复杂度上都是第 3 步对 n×n 阶的对称矩

阵进行特征分解,时间复杂最高[2,12−14],Isomap 是对非稀疏矩阵特征分解,其时间复杂度是 O(n3);LLE 和 LE 都是

对稀疏矩阵的特征分解,如若非零元素的比例是 p(<1),则 LLE 和 LE 的时间复杂度都可表示为 O(dpn2). 
首先分析一下 Ensemble-Isomap,En-ULLELDA 和本文的 EGGLE 集成的 N 个学习器的前两步,设集成算法

中集成了 N 个学习器,Ensemble-Isomap 要计算 N 次邻接矩阵需要 O(Nnlogn),计算 N 个 n×n 阶的测地线距离矩

阵需要 O(Nn2logn)(注:利用 Fibonacci 堆的迪杰斯特(Dijkstra)算法快速求解 n×n 阶的测地线距离矩阵的时间复

杂度只需 O(n2logn));En-ULLELDA 计算 N 次邻接矩阵需要 O(Nnlogn)和 N 次重建权需要 O(NDnK3);本文的

EGGLE 算法集成的每一个学习器都对相似矩阵进行了稀疏化(即对相似度小于某个阈值时赋值为 0,设非零元

素的比例为 p),该集成算法中只计算一个邻接矩阵和一个测地矩阵的时间复杂度分别为 O(nlogn)和 O(n2logn),
计算 N 次相似矩阵只需 O(Ndpn). 

最后,由于以 Isomap,LLE 及 LE 为基础的集成技术对矩阵进行特征分解求低维坐标的时间复杂最高,因此, 
Ensemble-Isomap 的时间复杂度是 O(Nn3);En-ULLELDA 不计 LDA 运算量的时间复杂度是 O(Ndpn2),当本文的

EGGLE 不计提前计算的一个和集成学习器数目 N 无关的 n×n 阶测地线距离矩阵的计算量时,EGGLE 的时间复
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杂度也可表示为 O(Ndpn2).故 Ensemble-Isomap 的时间复杂度最高,En-ULLELDA 和本文的 EGGLE 相当.通
常,En-ULLELDA 计算 N 次重建权的复杂度比 EGGLE 计算 N 次相似矩阵的复杂度要高得多. 

4   实  验 

4.1   人造数据集上的可视化实验 

本实验分别应用 Laplacian 特征映射和我们提出的基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法

对 3 维双峰曲面(twin peaks)上的数据集(如图 3(a)所示)进行实验,分析不同程度的近邻数据需要保持时新算法

的可视化效果.在 3 维双峰曲面 z=sin(πx)tanh(3y)的定义域[−1,1]×[−1,1]对应的曲面上随机采样 1 000 个样本,
实验中固定近邻数 K=8,图 3(b)是这些数据点的邻接图,数据点之间的边表示其中一个数据点是另一个数据点

的 K 近邻.显然,该曲面的内在维数是 2,所以算法展示了样本集对应的内在二维坐标的可视化效果.图 3(c)是应

用 Laplacian 特征映射的二维可视化效果,其中热核参数 t=1,图 3(d)~图 3(f)是我们的算法在广义高斯函数β=0.5, 
2,8 这 3 种情况时学习到的二维可视化效果,其中,此实验中方差常数σ=1.为了降低时间复杂度,将测地线距离大

于 2σ的点对之间相似度约束为 0.实验结果表明,新算法无须修改近邻数 K,也不需要重复建邻接矩阵,就能保持

不同程度的近邻点,而且采用测地线距离的广义高斯计算结点间的相似度,展示的全局几何结构更为合理,避免

了近邻数较多时常规 Laplacian 特征映射用欧氏距离或 1 度量近邻距离的不合理性.同时,不同的β对应超高斯、

高斯和次高斯,实现了不同近邻数的保持,低维坐标呈现出不同邻接程度的几何结构,同时也具有不同的聚类效

果.另外,我们还进行了大量的实验,发现,当 0<β<2 时,保持每个点的近邻程度低,局部聚类明显(如图 3(d)所示),
但保持全局几何结构不如次高斯函数.而当β>2 时,随着β的增加,局部聚类降低,全局几何结构的保持程度改善;
当β>16 时,低维几何结构整体上没有较大的区别,正如第 2.2 节分析的那样,算法几乎达到能够保持近邻点的最

大容量(尺度因子σ确定). 
 
 
 
 
 
 
 

(a) Twin peaks, 1 000 data points        (b) Neighborhood graph G, K=8                     (c) LE, K=8 
(a) 双峰曲面,1000 数据点               (b) 近邻图,G,K=8                         (c) LE 算法, K=8 

 
 
 
 
 
 
 
 

(d) GGLE, K=8, β=0.5               (e) GGLE, K=8, β=2                   (f) GGLE, K=8, β=8 
(d) GGLE 算法, K=8,β=0.5            (e) GGLE 算法,K=8,β=2                (f) GGLE 算法,K=8,β=8 

Fig.3  2-Dimensional visualization on synthetic Twin-Peaks dataset 
图 3  人造数据集 Twin-Peaks 上的二维可视化 
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4.2   GGLE的集成判别算法在木纹识别上的实验 

为了测试提出的基于流形的集成判别算法在识别方面的能力,在固定近邻参数 K 的情况下,将本文的基于

流形的集成判别算法和文献[9]的半监督流形学习算法框架下的 Laplacian 特征映射做了木纹识别的对比实验.
实验中采用的数据集是 USC-SIPI 图像数据库[15]中木纹图像分割获得的木纹数据集,该数据集包含 4 种木纹朝

向的 1 024 张 32×32 灰度图像(如图 4 所示),分别是 0°,45°,90°,135°这 4 个朝向的木纹图像,每种木纹有 256 张,
它们的灰度值被归一化到[0,1]区间,并且每幅图像被看成是一个 1 024 维的观测数据点. 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.4  Wood texture dataset 
图 4  木纹数据集 

实验中固定近邻参数 K=6,由于只使用了近邻信息,分类器都采用最近邻分类器(nearest neighbor classifier);
又由于实验数据集是 4 个朝向的木纹数据集,因此,所有实验中假定内在低维数为 4 维.常规 Laplacian 特征映射

采用热核函数构造相似度矩阵(其中热核参数 t=1).EGGLE 算法中,固定常数σ=4,是通过在所有测地线距离的 2
倍标准差附近多次重复实验的最好经验值;学习器分别取β={0.5,1,2,4,8,16,32,64},让β的取值尽可能地展示了

流形的不同侧面.构造了 8 个学习器,每个学习器都通过基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法

来发现每一幅图像的内在低维坐标,然后应用最近邻分类器作为识别,最后通过投票法确定集成分类结果.图 5
表示的是整个木纹数据集通过本文的 GGLE 算法在参数σ=4 和β=0.5 时获得的 2 维可视化流形,呈现出清晰的

流形结构.鉴别实验中,对 4 类朝向的木纹数据随机选择训练样本,每类训练样本数如图 6 中的横坐标所示,每次

实验将剩下的木纹数据作为测试样本,每次固定训练样本数目的实验进行了 10 次随机选择训练样本. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  2D visualization manifold of       Fig.6  Recognition error rates versus the number of training 
wood texture dataset by using GGLE algorithm    samples per class by using LE and EGGLE respectively 

图 5  木纹数据由 GGLE 算法获得的           图 6  LE 和 EGGLE 随每类训练样本数变化 
2 维可视化流形                               对应的识别错误率 

图 6 中的识别错误率是 10 次实验的平均识别错误率,EGGLE+NN-Classifier 在固定训练样本数的 10 次实
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验的识别错误率变化标准差小于 0.002 6,LE+NN-Classifier 在固定训练样本数的 10 次实验的识别错误率变化

标准差小于 0.003 2.图 6 表示随着每类训练样本数的增加,LE 和 EGGLE 对应的平均识别错误率,表明 EGGLE
的识别错误率都低于 LE 与最近邻分类器的组合,即固定的近邻几何结构.EGGLE 采用基于测地线距离的不同

广义高斯函数度量数据点间相似度实现对流形上近邻数据点的不同程度保持,在它们所对应的低维空间中,集
成识别取得了更好的效果. 

5   结  论 

本文结合在流形上用测地线距离度量数据点之间关系的优点和广义高斯函数的特性 ,融合到传统的

Laplacian 特征映射算法中.首先提出了一种基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特征映射算法,该算法可以

调整节点间的相似度,通过选择超高斯、高斯或者次高斯函数来实现不同程度的近邻局部特性的保持,不需要

重新计算邻接矩阵,而且当需要保持近邻关系的数据点邻域增大时,采用测地线距离可以避免欧氏距离度量不

合理的缺陷;该算法在用超高斯、高斯和次高斯函数度量数据点间的相似度时,局部近邻保持的程度是不同的,
低维坐标呈现出不同的聚类特性.然后,利用这种特性进一步提出了基于测地线距离的广义高斯型 Laplacian 特

征映射的集成判别算法,该集成判别算法的主要优点是:近邻参数 K 固定,邻接矩阵和测地线距离矩阵都只构造

一次,只需要多次选择广义高斯型函数构造多个Laplacian矩阵,获取多个独立的低维空间坐标集合,独立学习分

类器,集成分类识别;本文在木纹数据集上的识别实验结果表明,这是一种有效的基于流形的集成判别算法.今
后我们进一步要做的工作是,在本文提出的集成判别算法中,广义高斯函数参数的选取有一定的技巧性,尺度因

子σ(类似于方差)的选取依赖于实际问题测地距离的统计规律,而指数β取值应保持差异性,使其尽可能地展示

流形的不同侧面,但还未有可行理论指导.另外,流形的不同部分应当选用不同的β和σ也是一个值得研究的问

题,比如不同曲率的地方采用不同的β和σ.另一个更具挑战性的问题是,应用 Laplacian 特征映射丰富的理论基

础对提出的算法进行理论分析,并研究 Out-of-Sample 问题的解决办法. 
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