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Abstract:  Based on the existing Delaunay triangulation method, an algorithm of triangulation growth is presented. 
This algorithm divides the large-scale point clouds into uniform grids and determines the searching scope 
self-adaptively. During the process of building a triangulated irregular network (TIN) model, the generated 
base-lines in groups are grouped, and the close-points are removed dynamically, which improved the speed of 
reconstructing TIN in large-scale scenes dramatically. By searching the triangular vertices in the scope of the whole 
data set, this method avoided errors caused by interpolation and the process of stitching between grids. The 
efficiency and effectiveness of this algorithm are verified by using real world data to build TIN model with large 
scale LiDAR point clouds. 
Key words: LiDAR; Delaunay triangulation; TIN model; triangulation growth; self-adaptive 

摘  要: 在现有 Delaunay 三角网生长法的基础上进行改进,提出了一种三角网生长算法.该算法对大规模点云

进行等格网分块,自适应确定搜索范围.通过在构建过程中对生成的基线进行分组和排序,动态删除封闭点,提高

了构建三角网的速度;通过在整个点集范围内进行搜索,避免了通过插值所产生的误差和模块之间的拼接过程.
利用此算法对大规模 LiDAR 点云数据进行构网,结果表明了该算法的有效性. 
关键词: LiDAR;Delaunay 三角网;TIN 模型;三角网生长法;自适应 

机载 LiDAR(light detect and ranging)获取的数据是分布于对象表面的三维点坐标,其数据集(点云)是对象

的数字表面模型[1].由于机载 LiDAR 能够自动地获取高精度、高密度的地球表面 3D 坐标信息,已成为生成数

字地面模型 (DTM)和数字高层模型 (DEM)的首选工具 [2].利用点集构建不规则三角网 (triangulated irregular 
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networks,简称 TIN)的方法目前可分为 3 类:分治-合并算法、逐点插入算法和生长算法. 
由于分治-合并算法时间效率高,目前使用最多,但其递归过程占用大量的内存空间,不适合大规模点云的

三角化,胡金星等人在分治-合并算法的基础上对点集自适应划分,从而生成海量 DEM 数据[3],但是需要不断将

数据从内存中换进换出.逐点插入法占用内存较少,但是时间效率较差,而且在大规模点云构网后的合并过程

中,有时需要插值产生新点或者很难保证边界拼接时的 Delaunay 三角形(后面简称 D-三角形)性质[4].生长法算

法简单,但时间效率也较差.Green 和 Sibson 首次实现了一种生长 Dirichlet 多边形图的生长算法.Brassel 和 Reif
稍后也发表了类似的算法 .McCullaugh 和 Ross 通过把点集分块和排序改进了点搜索方法 ,减少了搜索时

间.Maus[5]也给出了一种非常相似的算法[6].本文对现有生长算法进行改进,自适应确定搜索范围,在 LiDAR 点

云数据疏密不均的情况下也能高效地进行构网. 
本文第 1节介绍生长法的思路和基本步骤.由于LiDAR点云的疏密不均(如水面部分点云特别稀疏)和数量

的庞大,本文对现有生长法进行改进和优化.第 2 节介绍将三角形生长法用于海量数据的关键技术.首先根据点

云的密集程度自适应判断搜索范围,对生成的基线进行排序,并在构网过程中动态删除封闭点和封闭块,从而加

快构网速度并避免插值和模块的拼接过程;最后通过添加边界辅助点,避免出现比较狭长的三角形.第 3 节从理

论上对本文算法进行复杂度分析,并通过第 4 节的实验来验证算法的有效性. 

1 三角形生长算法 

1.1 生长算法基本步骤 

现有三角网生长算法的基本步骤是: 
1) 以任一点为起始点; 
2) 找出与起始点最近的数据点相互连接形成 D-三角形的一条边作为基线,按 D-三角网的判别法则,找出

与基线构成 D-三角形的第 3 点; 
3) 基线的两个端点与第 3 点相连,成为新的基线; 
迭代 2)、3)两步直至所有基线都被处理. 
上述过程表明,三角网生长算法的思路是,先找出点集中相距最近的两点连接成为一条 D-边,然后按 D-三

角网的判别法则找出包含此边 D-三角形的另一端点,依次处理所有新生成的边,直至最终完成[6].本文则对生长

法进行改进,使其在从海量 LiDAR 点云数据中重建三维模型的过程中得到应用. 

1.2 本文算法 

在三角网生长算法基本步骤的基础上,对其进行改进,使其能够在海量点云数据中快速构建 D-三角网,构建

的主要步骤如下: 
Step 1. 点云分块. 
根据网格点的密度将点云分块 ,并对生成的基线进行分组 ,设点集分 M N× 块 ,分别存放于 [ , ]Grid i j  

( )1 ,1i M j N≤ ≤ ≤ ≤ 中,则基线可分 M 组,分别存放于 [ ](1 )Base i i M≤ ≤ 中. 

Step 2. 构建第 1 条基线. 
从最左下角的分块中任意找一点 1,P 在以 1P 所在分块 [ , ]Grid i j 的临域分块中找出离 1P 最近的点 2P ,则

1 2PP 作为第 1 条基线.取 1 2,P P 中 y 值较小的一个,不妨设为 1,P 且 1 [ , ],P Grid i j∈ 则将基线 1 2PP 存放于基线队列

[ ]Base i 中. 
Step 3. 扩展第 1 条基线的左侧. 
对于第 1 条基线 1 2 ,PP 先在其左侧搜索是否有满足 D-性质的点 Q.若存在,则 2P Q 和 1QP 为新的基线,并插入

到相应的基线队列 [ ],Base k 其中 k 的确定方法如同插入第 1 条基线 1 2.PP  

Step 4. 扩展基线的右侧. 
基线右侧的扩展过程如图 1 所示. 
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Fig.1  Flow char of extendibility of baseline’s right 
图 1  基线右侧扩展流程 

2 关键技术 

2.1 点云数据分块 

三角网生长算法的核心就是求取新边构成三角网,大部分的计算都集中在从大量数据中搜寻最优的第 3
点,只要在搜索方法上加以改进就可以大大提高构网速度[7]. 

现有的数据分块方法有:均匀条带分割(如图 2 所示)、等格网分割(如图 3 所示)、四叉树分割(如图 4 所示)
和自适应分块等[8].因为每一条基线第 3 点的查找范围是在基线的四周进行搜索,故图 2 中的均匀条带分割法依

然会使搜索的范围相当大.此外,不仅要在包含基线的数据块内查找,同时也要在临近数据块内查找,故数据块

的划分要易于查找或计算邻接关系,因此,本文采用图 3 中的等网格分割法. 

N 

N 

N

将AC(CB)插入相应队列

N

结束 

所有基线队列Base[1,...,M]空 

基线队列Base[i]空 
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将AB从Base[i]中删除 

将AC和CB作为新的基线

开始 

从基线队列Base[i]中取x值最小的基线AB

在AB右侧找到满足D-三角网性质的点C
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AC(CB)在某个基线队列Base[k]中
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Fig.2  Uniform strip segmentation 

图 2  均匀条带分割法 

Fig.3  Uniform grid segmentation

图 3  等格网分割法 

Fig.4  Quadtree segmentation 

图 4  四叉树分割法 

2.2 动态确定搜索范围 

以往算法是在每条基线的两侧进行扩展,本文在新添加基线的时候控制新形成的三角形在当前基线的左

侧(第 1 条基线除外,需单独处理),从而在每次扩展基线时只需对基线右侧进行扩展,缩小搜索范围.如图 5 所示, 
A,B,C,D 的坐标分别为 1 1 2 2 3 3( , ),( , ),( , ),( , ),x y x y x y x y 当前扩展的基线为 A,B,C 是其左侧三角形的另一顶点.其右

侧搜索点 D 的范围应取关于直线 AB 与点 C 异侧的点,由于直线 AB 的方程为 2 1 1( , ) ( )( )F x y y y x x= − − −  

2 1 1( )( ) 0,x x y y− − = 当 3 3( , ) ( , ) 0F x y F x y⋅ < 时,即点 C 与 D 在直线 AB 的异侧,则该点可作为备选扩展点[9],另一

种方法就是按照文献[10]中的叉积先判断 C 点与 AB 的哪一侧,然后利用叉积判断 D 在另一侧.将新生成的有向

基线 AD 和 DB 加入基线队列,确保三角形 ABD 在基线 AD 和 DB 的左侧,从而无须再对 AD 和 DB 的左侧进行

扩展. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.5  Newly added baseline 
图 5  新添加的基线 

为适应 LiDAR 点云疏密不均的情况,在构网过程中可以动态确定每条基线的扩展范围.对于待扩展的基线

AB(如图 6 所示),其扩展过程如下: 
Step 1. 计算 AB 的中点 O; 
Step 2. 在 AB 右侧的垂直平分线上截取 OM=L; 
Step 3. 记过 A,B,M 三点的圆 Circle 在直线 AB 右侧的部分所在的分块集合为 Blocks; 

A

B
C

D
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Step 4. 在 Blocks 内搜索满足 D-三角网性质的点; 
Step 5. 搜索到“有效”点则结束,否则令 ,iL L L= + Δ 此时如果 L 大于预设的阈值,则停止,否则返回 Step 2. 

该方法既能有效缩小搜索范围,同时也能保证在点集疏密不均的情况下找到合适的候选点. 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

Fig.6  Scope of searching points 
图 6  点的搜索范围 

2.3 对基线队列排序 

在将生成的新基线插入到相应队列时,都要遍历所要插入的整个队列,判断该基线是否已经存在于队列当

中.因此,要对基线队列的长度进行适当的控制,可以通过将基线按照端点 x 的升序排列,同时在从基线队列

[ ]Base i 中取基线进行扩展的时候,选取队列中的第 1 条基线,从而避免队列中的基线数目变得很大,极大地减少

了内存占用和搜索时间(如图 7、图 8 所示). 

Fig.7  Before sorting 

图 7  排序前 

Fig.8  After sorting 

图 8 排序后 

2.4 动态排除封闭点和封闭块 

封闭点[9]的定义:点 P 是离散点集 S 中一点,与 P 连接点的集合 1 2( ) { , ,..., },nF P Q Q Q= 以 P 为端点的待扩展

的基线条数为 _ ( ),N Extend P 如果在某一时刻有 ( ) , _ ( ) 0,F P N Extend P≠ ∅ =且 则称点 P 在此时是封闭的,或称

B 

O 
M1 

M2

M3

A 
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点 P 是封闭点.一旦一个点成为封闭点,它就将不可能与其他点构成满足剖分要求的三角形.所以在扩展三角形

时,应动态地将成为封闭点的点排出考虑的范围,从而减少搜索过程中的计算量[11]. 
算法中对每一个顶点 P 都用一个变量 _ ( )N Extend P 标记与该点相连的待扩展的基线数目, _ ( )N Extend P

初始化为−1,添加 P 的第 1 条基线时 _ ( )N Extend P 赋值 1,之后每添加一条新的基线时 _ ( )N Extend P 加 1,每删

除一条基线时 _ ( )N Extend P 减 1,在扩展基线过程中若 _ ( )N Extend P 为 0,则表示该点已经封闭. 

另一方面,每个分块都记录当前块内的总点数、未封闭的点个数,块的数据结构如下: 
struct _BLOCK{ 
int nPoint;  //总点数 
int nOpenPoint;  //尚未封闭的点个数 
int* pPoint;  //点序号数组 
… 
}; 

若块内所有的点都已经封闭,即 nPoint=nOpenPoint,则在搜索时直接排除该分块而不是逐个点进行判断封闭性. 

2.5 边界点的处理 

在用插入法构造 D-三角形时一般是先构造点集的凸包,然后将剩余的点逐个插入到凸包中,这样可以很好

地构建出点集的边界.在用三角网生成时一般不再构建凸包,这样,在处理边界点时,会出现一些很狭长的三角

形,虽然它们也满足 D-三角形的条件,但是在实际应用当中是不需要这些三角形的.所以在本文中采用在点集边

界的外围添加辅助点,先构建包含辅助点的 TIN 模型,然后从模型中删除以辅助点为顶点的三角形,通过该步骤

能够很有效地避免边界的狭长三角形,而且能够很好地反映点集的边界形状.辅助点的添加方法为:若 [ , ]Grid i j
内没有点而其 8-临域方向不全有点,则在 [ , ]Grid i j 内添加一个辅助点,该辅助点的坐标为 [ , ]Grid i j 的中心位置.

具体添加辅助的情况和效果如图 9 所示. 

添加辅 
助点前 

添加辅 
助点后 

  

添加辅 
助点后 

 

Fig.9  Process of boundary points 
图 9  边界点的处理 

3 算法复杂度分析 

生长法构网的时间主要花费在扩展基线时候选点的搜索过程,按照生长法思想,对一定区域内的 n 个点,每
查询一个“有效”点时,需要对这 n 个点逐个进行检索、计算,算法的平均复杂度为 2( ).O n 当点个数比较庞大时, 
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每次查询都遍历所有的 n 个点势必会浪费很多时间.通过对点集进行合理的分块,可以利用查询附近区域内的

部分点来代替查询全部 n 个点. 
根据查询“有效”点的方式是否跨越分块,可以将基于分块的生长法构网分为两类.第 1 类是分别在每个分

块内利用生长法构网,然后将每个分块构建的网格进行拼接而形成全局的网格模型[9];第 2 类是在当前基线所

在分块及其邻域分块内进行查询“有效”点[7,11−12],从而避免了分块网格之间的拼接过程.对于第 1 类,网格的分

块往往比较大,因为当分块较小时在点云稀疏的位置分块内可能就没有足够的点进行构网,且分块之间的拼接

代价会很大,有时甚至需要添加过多的辅助点[4],从而增加冗余数据并降低网格精度,假设每个分块内点的个数

约为 1n ,则算法复杂度计算为 1( ).O n n⋅ 对于第 2 类的情况,为保证每次都能找到“有效”点,有两种策略,一种是分

块较大,每次在较少的邻域内查询;另一种是分块较小,每次在较多的邻域内查询,不妨设每个分块内有约 2n 个

点,每次在 2q 个邻域分块内查询,则算法的复杂度可计算为 2 2( ),O n n q⋅ ⋅ 虽然 2n 或者 2q 较小,但是 2 2n q⋅ 结果却

比较大. 
本文算法在第 2 类思想的前提下,由于采用了自适应确定查询范围的策略,可以使分块比较小,同时又能快

速找到“有效”点.假设每个分块内有大约 3n 个点,每次在 3q 个分块内查询,则算法复杂度为 3 3( )O n n q⋅ ⋅ ,其中 3n
是一个相对于 1n 小很多的数,同时 3q 会随着点集密度的改变自适应变化,从而使 3 3n q⋅ 根据点云的密度的不同

也自适应变化,避免了大量不必要的的查询. 
另一方面,本文算法在扩展每条基线时仅在基线的一侧进行查询,该策略可以使查询次数平均减半,通过排

除封闭点和封闭块也使查询次数极大地较少.经分析可知,本文算法不仅在点集密度均匀情况下快速构网,在像

LiDAR 点云数据这样密度变换剧烈的情况下,能够表现出更为突出的优势. 

4 实验结果与分析 

本文的实验数据来源于美国新奥尔良市区的 LiDAR 数据.由于 LiDAR 点云具有三维坐标,因此在构建 TIN
模型时暂不考虑其高度 Z 值,利用本文算法可以生成点云的二维网格(如图 10 所示),且自适应点集的疏密分布,
在构建网格之后再将每一点作为空间点来显示.运行过程总共输入点个数 495 万,构建三角形约 867 万.图 11 为

所构建模型的一部分. 
从实验中我们能构看到,虽然对原始数据进行了分块,但是在后期不需要对分块进行合并,因此减少了合并

分块数据所需时间;另一方面,我们在每一分块的边缘处不需要插值产生新的数据点,从而使模型中的每一个网

格顶点都是机载 LiDAR 的实际采样点,能够真实地反映测量地区的实际表面形状. 

 

Fig.10  2D network of LiDAR-point 
图 10  LiDAR 点云二维网格 
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Fig.11  3D display of LiDAR-point TIN model 
图11  LiDAR点云的TIN模型三维显示 

为了进一步说明本文算法的优势和可行性,将本文算法与改进前等格网分块的生长算法、文献[4]中的逐点

插入法进行比较,比较结果见表 1.从表 1 中可以看出,与改进前的等格网分块算法相比,本文算法的搜索策略能

够大大加快构网速度,而且能够减少很多边界处的狭长三角形.在边界插值的逐点插入法由于要在分块的拼接

处插入很多三角形,不仅浪费时间,而且增加了许多非必需三角形的数量. 
Table 1  Comparision of algorithms 

表1  算法比较结果 

结果 
算法 

顶点个数 三角形个数 时间 
边界插值的逐点插入法 106 075 203 731 54.035 
等格网分块的生长法 79 079 160 153 96.255 

本文算法 79 079 157 511 10.126 

5 总结与展望 

本文通过对 3 种主要的 TIN 模型的构建方法进行分析,在此基础之上针对三角形生长法进行扩展,使其能

够很好地应用于大规模 LiDAR 点云的 TIN 模型构建,并且构建的结果完全使用原有的数据信息,无须进行插值

和拼接过程,从而可以保证构建模型的精确性.为处理边界点,本算法通过添加边界辅助点避免了边界狭长三角

形的生成.最后将该算法应用于美国新奥尔良市区的 LiDAR 数据进行构网,验证了算法的可行性.虽然在近些

年内相对于逐点插入法和分治-合并法构网,生长法构网的研究较少,但本文的改进无疑是对生长法构网研究的

一个有益的尝试和补充. 
由于提高计算能力也是大规模点云快速构网的重要途径,将构网算法并行化已成为当前研究的热点[13−15],

这也是我们下一步的研究方向. 
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