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Abstract:  Because of the absence of a whole logic to represent and reason various kinds of preferences, MPL 
(logic of many kinds of preference) is presently constructed to fill the gap. But, the semantics of MPL is based on 
the complete pre-order, so incomplete preferences cannot be expressed in it. In this paper, GMPL (a generalized 
edition of MPL) is introduced to supply the gap. In addition, the expressive power of GMPL is showed by rewriting 
several familiar logical preferences. Moreover, a decision procedure is introduced to reduce SAT problem of GMPL 
into that of propositional logic. 
Key words:  preference representation; preference logic; preference reasoning 

摘  要: 针对缺乏多类型偏好共存的偏好逻辑系统的现状,MPL(logic of many kinds of preference)被构造为一种

能够表示和推理四类型偏好的偏好逻辑,但是 MPL 的语义基于全前序偏好结构,因而不能表示不完全偏好.为此,提
出了偏好逻辑 GMPL(a generalized edition of MPL).此外,通过常见逻辑偏好的 GMPL 重写表明 GMPL 较强的表达

能力和实际应用前景,并提出一种将 GMPL 的 SAT 问题归结为命题逻辑的 SAT 问题的方法. 
关键词: 偏好表示;偏好逻辑;偏好推理 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

许多决策问题的解都可以归结为布尔变量集上的赋值,于是决策者对问题解的偏好表现为赋值集上的偏

好关系.然而,决策者的偏好通常不是通过枚举每一对解之间的相对优劣(或愿意、喜欢等)关系给出,而是表达为

具有某特征的解集和具有另一特征的解集之间的相对优劣(或意愿、喜欢等)关系.如果把布尔变量集的赋值看

作命题逻辑的可能世界,决策者偏好就可以表示为命题逻辑公式上的偏好.因此,以偏好表示和推理为目标的偏
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好逻辑研究具有重要意义[1,2]. 
称将可能世界间的偏好表达为逻辑表达式间偏好关系为偏好提升(preference lifting)或逻辑偏好定义[3].人

工智能研究人员通常把可能世界上的偏好关系看作 agent 具有的一种内部状态或者常识,通常表现为可能世界

上某种序,例如,全前序(即线序)、偏序、严格线序等[4].逻辑偏好的定义本质是采用可能世界上的序,定义和解

释诸如决策者的喜好、意愿、目标、理性选择、有序选择、知识分级、常识推理等智能行为.鉴于偏好扮演角

色和根源的多样性,逻辑偏好的定义多种多样[2]. 
在决策问题中,特别是在多 agent 决策和多判据决策情景下,往往多个逻辑偏好定义共存于一个决策问题

中.Kaci 和 van der Torre[5]首先注意到当前人工智能偏好研究往往都只是针对在特定应用中 von Wright 的 3 种

逻辑偏好定义之一,然而实际决策问题中 3 种偏好往往共存的事实,先后在 2005 年欧洲符号和定性的不确定推

理会议和 2005 年国际人工智能联合大会的偏好研究专题讨论会上明确提出多偏好共存情况下的推理和决策

问题,结合 von Wright 合取扩展原理和 ceteris paribus 原理定义 8 种更细致的偏好,并提出一种多偏好表示语言

及其非单调推理方法[5,6].虽然多偏好共存情况下的决策研究刚刚明确提出,尚未展开,但是有些研究人员已经

开始注意并接受了多偏好同时共存的现状:von Wright[7]提出了 3 种偏好,实际上是为了弥补 von Wright 偏好逻

辑中一种偏好不能描述实际当中很多偏好认知现象的不足;van Benthem 等人[8]从哲学逻辑公理化和形式化偏

好角度提出了 4 种偏好定义的想法;从偏好的简洁表示和知识库设计角度出发,Brewka 等人[9]提出了基于分级

知识库的定性偏好表示语言 LPD,能够描述多种偏好.构造多个逻辑偏好定义共存的逻辑系统(简称为多偏好逻

辑系统)成为偏好表示和推理及其实际应用的重要需求.在文献[5,6]的基础上,针对缺乏多偏好逻辑系统的现

状,文献[10]构造了 MPL(logic of many kinds of preference)逻辑. 
与 von Wright,Kaci 和 van der Torre 以及 van Benthem 的工作相比,MPL 是一个完整的多偏好逻辑系统,能

够表示和刻画多种常见偏好的推理规律.但是 MPL 仍然存在一些缺陷和不足:条件愿望[11]、条件偏好[12]、相对

相似[3]、理性偏好[13]等常见偏好定义,以及 J. van Benthem 的四偏好设想都是建立在偏序结构上,而且实际决策

问题中通常偏好信息是不完全的[2],但是 MPL 的逻辑偏好定义建立在全前序偏好结构上,不能表示不完全偏好

信息,与常见偏好定义相比具有极大的局限性,在实际应用中受到极大的限制. 
针对上述问题,本文首先介绍 MPL,并与相关工作作比较分析,提出解决上述问题面临的 3 个最基本的研究

内容;其次提出 4 个更一般的逻辑偏好定义,使其能够建立在全前序、偏序等完全或者不完全的偏好关系上,并
提出能够表示和推理 4 个新逻辑偏好定义的 GMPL 偏好逻辑;再次,通过常见逻辑偏好定义的 GMPL 重写,表明

GMPL 更强的表达能力;然后,提出一个将 GMPL 的 SAT 问题归结为命题逻辑的 SAT 问题的方法;最后,总结本

文并展望进一步的研究工作. 

1   MPL偏好逻辑 

1.1   MPL逻辑偏好定义 

用 φ 表示命题公式φ的模型集,Kaci和van der Torre划分agent“φ偏好于ψ”的 4 种认知情况如下: 
① 有限乐观(locally optimistic):用 φ∧¬ψ 中最“好”的与 ¬φ∧ψ 中最“好”的作比较. 
② 有限悲观(locally pessimistic):用 φ∧¬ψ 中最“差”的与 ¬φ∧ψ 中最“差”的作比较. 
③ 投机(opportunistic):用 φ∧¬ψ 中最“好”的与 ¬φ∧ψ 中最“差”的作比较. 
④ 谨慎(careful):用 φ∧¬ψ 中最“差”的与 ¬φ∧ψ 中最“好”的作比较. 
据此 ,给定指派集W上的全前序 ,定义M(φ, ={w∈) φ |w′∈ φ ⇒w w′},m(φ, )={w∈ φ |w′∈ φ ⇒ 

w′ w},4 种逻辑偏好定义“φ x≥yψ”解释如下: 
(W, )满足φ x≥yψ当且仅当∀w∈x(φ∧¬ψ , ),∀w′∈y(¬φ∧ψ , )满足 w w′,其中 x,y∈{M,m}. 

通过剔除 von Wright 合取扩展原理的限制,MPL 中重新定义 4 种认知情况如下: 
• 有限乐观(locally optimistic):用 φ 中最“好”的与 ψ 中最“好”的作比较. 
• 有限悲观(locally pessimistic):用 φ 中最“差”的与 ψ 中最“差”的作比较. 
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• 投机(opportunistic):用 φ 中最“好”的与 ψ 中最“差”的作比较. 
• 谨慎(careful):用 φ 中最“差”的与 ψ 中最“好”的作比较. 

依据上述 4 种认知情况, MPL 中 4 种逻辑偏好定义“φ x≥yψ”解释如下: 
(W, ,η)满足φ x≥yψ当且仅当∀w∈x(φ , ),∀w′∈y(ψ , )满足 w w′,其中 x,y∈{M,m}. 

1.2   MPL的语言和语义 

给定有限布尔变量集 VAR={p1,…,pn},基于命题逻辑,添加偏好算子 x≥y,MPL 逻辑语言定义如下: 
• pi∈LMPL;如果φ ,ψ∈LMPL,则¬φ∈LMPL,φ→ψ∈LMPL,φ x≥yψ∈LMPL,其中 x,y∈{M,m}. 
• 其他经典命题逻辑联结词如∨,∧,↔以及一元逻辑符号 ,⊥等可通过算子¬和→来定义,方法与命题逻

辑相同, l≥r 和∨,∧同一优先级,此外,用括号表示优先. 
MPL 的模型定义为三元组 M=(W,R,VAR),其中 VAR 是有限布尔变量集,W 是 VAR 上的指派集,如果记任意

w∈W 为 VAR 子集形式使得 pi∈w 当且仅当 pi 为真,那么 W=2VAR.R 是定义在 W 上的全前序.假设任意非永假

φ∈LMPL 有φ x≥y⊥无条件成立,表示“有选择项总比没有选择好”.MPL 逻辑语义定义如下: 
M,w|=p 当且仅当 p∈w;M,w|=¬φ当且仅当 M,w|=φ不成立;M,w|=φ→ψ当且仅当 M,w|=¬φ或 M,w|=ψ . 
M,w|=φ x≥yψ当且仅当如下两种情况之一成立: 
① M,w|=φ且不存在 w′∈W 满足 M,w′|=ψ ;② ∀w1∈x(φ,R),∀w2∈y(ψ,R)满足 w1Rw2,x,y∈{M,m}. 

其中,对任意公式φ ,定义 M(φ,R)={w|M,w|=φ ,且对于任意 w′∈W,如果 M,w′|=φ则 wRw′},m(φ,R)={w|M,w|=φ ,且对于

任意 w′∈W,如果 M,w′|=φ则 w′Rw}. 

1.3   小 结 

通过剔除 von Wright 合取扩展原理的限制,MPL 逻辑中逻辑偏好定义表达能力更强,MPL 作为一个逻辑系

统,为构造实际偏好推理系统提供了坚实的基础,但是,MPL 的逻辑偏好定义建立在全前序偏好结构上,不能表

示不完全偏好信息,与常见偏好定义相比具有极大的局限性,由此带来了 3 个最基本的研究内容: 
① 如何将 MPL 的语义扩展到偏好结构上来,即三元组 M=(W,R,VAR)中 R 是偏序的情况; 
② 扩展后的 MPL 表达能力如何; 
③ 扩展后,MPL 的可计算性,例如可满足性检测问题的可计算性质. 

2   多偏好逻辑GMPL 

2.1   更一般的逻辑偏好定义 

显然,MPL 无法表示和推理更常见的不完全偏好.在此,重新划分 agent“φ偏好于ψ”的 4 种认知情况如下: 
• 有限乐观(locally optimistic):用 φ 中某些元素与 ψ 的全部元素作比较. 
• 有限悲观(locally pessimistic):用 φ 全部元素与 ψ 中某些元素比较. 
• 投机(opportunistic):用 φ 中某些元素与 ψ 中某些元素作比较. 
• 谨慎(careful):用 φ 的全部元素与 ψ 的全部元素作比较. 
给定命题逻辑语言指派集 W 上的偏好关系 R,定义 4 种逻辑偏好: 
1. φ∀≥∀ψ⇔∀w∈ φ ,∀w′∈ ψ 有wRw′. 
2. φ∀≥∃ψ⇔∀w∈ φ ,∃w′∈ ψ 有wRw′. 
3. φ∃≥∀ψ⇔∃w∈ φ ,∀w′∈ ψ 有wRw′. 
4. φ∃≥∃ψ  ⇔∃w∈ φ ,∃w′∈ ψ 有wRw′. 
显然,通过引入存在量词和全程量词,在上述 4 种认知情况划分和逻辑偏好定义中,无须求“最差”或“最好”,

亦即偏好关系 R 并不要求必须满足完全性.当 R 是全前序时,易知: 
φ M≥mψ⇔φ∀≥∀ψ , 
φ m≥mψ⇔φ∧∀≥∃ψ , 
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φ M≥Mψ⇔φ ∃≥∀ψ , 
φ m≥mψ⇔φ ∃≥∃ψ . 

因此,与 MPL 偏好比较,该偏好定义更一般,能够表示不完全前序偏好上的 4 类认知情况. 

2.2   语  言 

基于命题逻辑,引入∀≥∀,∀≥∃,∃≥∀,∃≥∃作为偏好逻辑算子,给定有限布尔变量集VAR={p1,…,pn},则GMPL逻辑

的语言、语义和证明系统定义如下.值得注意的是,GMPL 逻辑语言 LGMPL 并非仅仅是把 MPL 逻辑语言偏好逻

辑算子作了替换,而且从知识表示的角度出发将 MPL 逻辑语言中难以直观解释的迭代偏好式剔除.其一是命题

逻辑公式集 L0,其二是逻辑偏好公式集 L1.形式定义如下: 
• pi∈L0,且如果φ 0,ψ 0∈L0,则¬φ 0∈L0,φ 0∧ψ 0∈L0. 
• 如果 φ 0,ψ 0∈L0,则 φ 0

∀≥∀ψ 0∈L1,φ 0
∀≥∃ψ 0∈L1,φ 0

∃≥∀ψ 0∈L1,φ 0
∃≥∃ψ 0∈L1,〈S〉φ 0∈L1,〈U〉φ 0∈L1;另外 ,如果 φ1, 

ψ1∈L1,则¬φ1∈L1,φ1∧ψ1∈L1. 
• 其他经典命题逻辑算子如→,∨,↔以及一元逻辑符号 ,⊥等可通过算子¬和∧定义,方法与命题逻辑相

同,¬优先级高于偏好逻辑算子,偏好逻辑算子优先级高于∧,〈S〉和〈U〉优先级高于∧而低于¬,此外,用括号

表示优先. 
其中,〈S〉φ 0 表示“φ 0 是可解释的”,〈U〉φ 0 表示“φ 0 的解释是唯一的”. 

2.3   语  义 

GMPL 的模型定义为偏好结构 M=(W,R,VAR),其中 VAR 是有限布尔变量集,W 是 VAR 上的指派集,R 是定义

在 W 上的偏好关系.给定任意φ∈LGMPL,M|=φ表示φ在 M 中解释为真.如果记任意 w∈W 为 VAR 的子集形式使得

pi∈w 当且仅当 pi 为真,那么 W=2VAR.首先定义 L0 公式在 w 上的满足性如下: 
• M,w|=pi 当且仅当 pi∈w. 
• M,w|=¬φ 0 当且仅当 M,w|=φ 0 不成立. 
• M,w|=φ 0∧ψ 0 当且仅当 M,w|=φ 0 且 M,w|=ψ0. 

记 φ 0 ={w|M,w|=φ 0},定义L1 公式在M上的满足性如下: 
• M =φ 0

∀≥∀ψ 0 当且仅当∀w∈ φ 0 ,∀w′∈ ψ 0 满足wRw′. 
• M|=φ 0

∀≥∃ψ 0 当且仅当∀w∈ φ 0 ,∃w′∈ ψ 0 满足wRw′. 
• M|=φ 0

∃≥∀ψ 0 当且仅当∃w∈ φ 0 ,∀w′∈ ψ 0 满足wRw′. 
• M|=φ 0

∃≥∃ψ 0 当且仅当∃w∈ φ 0 ,∃w′∈ ψ 0 满足wRw′. 
• M|=¬φ1 当且仅当 M|=φ1 不成立. 
• M|=φ1∧ψ1 当且仅当 M|=φ1 且 M|=ψ1. 
• M|=〈S〉φ 0 当且仅当| φ 0 |≠0. 
• M|=〈U〉φ 0 当且仅当| φ 0 |=1. 
显然,〈S〉φ 0 表示“φ 0 能够表达一些指派”,〈U〉φ 0 表示“φ 0 仅能表达一个指派”. 

2.4   证明系统 

随着 R 的不同,4 个逻辑偏好表现的特征和转换关系也不同,与 MPL 相同,把偏好算子 X≥Y 看作命题逻辑合

式公式之间的偏好关系,本质上反映了 R 确定的 2W 上的关系 RXY:对任意 A,B⊆W,ARXYB 当且仅当 Xw∈A,Yw′∈B
满足 wRw′,其中 X,Y∈{∀,∃}.通过考察 RXY 可知,偏好算子 X≥Y 特征及其转换关系: 

1. X≥Y 特征 
通过考察 RXY 的自反性、传递性、完全性得到对应算子 X≥Y 的相应性质. 
2. X≥Y 转换关系考察 
通过对以下 3 个推理模式下 RXY 间的转化关系,考察对应算子 X≥Y 间的转换关系: 
(1) ⊆模式:该模式考察候选项类的“大”“小”变化对 RXY 的影响. 
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• 如果 C⊆A 且 ARXYB,考察 CRX′Y′B; 
• 如果 C⊆B 且 ARXYB,考察 ARX′Y′C; 
• 如果 A⊆C 且 ARXYB,考察 CRX′Y′B; 
• 如果 B⊆C 且 ARXYB,考察 ARX′Y′C. 
(2) ∩模式:该模式考察候选项类通过∩运算的“大”“小”变化对 RXY 的影响. 
• 如果(A∩C)RXYB,考察 CRX′Y′B 和 ARX″Y″B; 
• 如果 ARXY(B∩C),考察 ARX′Y′C 和 ARX″Y″B; 
• 如果 ARXYB,考察(A∩C)RX′Y′B 和(A∩Cc)RX″Y″B; 
• 如果 ARXYB,考察 ARX′Y′(B∩C)和 ARX″Y″(B∩Cc). 
(3) ∪模式:该模式考察候选项类通过∪运算的“大”“小”变化对 RXY 的影响. 
• 如果(A∪C)RXYB,考察 CRX′Y′B 和 ARX″Y″B; 
• 如果 ARXY(B∪C),考察 ARX′Y′C 和 ARX″Y″B; 
• 如果 ARXYB,考察(A∪C)RX′Y′B 和(A∪Cc)RX″Y″B; 
• 如果 ARXYB,考察 ARX′Y′(B∪C)和 ARX″Y″ (B∪Cc). 
由于⊆,∩,∪和补运算c之间的相关性,上述各类偏好的操作模式下的结论并非独立的,它们之间具有因果关

系,可以归结
∗∗
为仅采用⊆,∩和补运算c下的几条性质. 

依照上述模式,对X≥Y特征及其转换关系进行LGMPL描述即可得到相应证明系统.以基于全前序偏好结构(即

M中R为全前序
∗∗∗

)的GMPL证明系统和基于偏序的偏好结构(即M中R为偏序
∗∗∗∗

)的GMPL证明系统为例加以说

明. 
2.4.1   基于全前序的 GMPL 证明系统 

根据作用的不同,基于全前序偏好结构的 GMPL 证明系统可以分为经典命题逻辑公理、偏好性质公理、4
种逻辑偏好算子的转换公理和分离规则四部分. 

基于全前序偏好结构的 GMPL 证明系统. 
• 经典命题逻辑公理 

Taut 命题逻辑重言式. 
• 偏好性质公理 

Sat φ0
X≥Yψ0→〈S〉φ0∧〈S〉ψ0,其中 X,Y∈{∃,∀}. 

Bas 〈U〉φ0∧〈U〉ψ0→(φ0
X≥Yψ0↔φ0

X′≥Y′ψ0),其中 X,Y,X′,Y′∈{∃,∀}. 
Lin φ0

X≥Yψ0∧ψ0
X≥Yγ0→φ0

X≥Yγ0,其中 XY∈{∀∀,∃∀,∀∃}. 
Ref 〈S〉φ0→φ0

X≥Yφ0,其中 XY∈{∃∃,∃∀,∀∃}. 
Com 〈S〉φ0∧〈S〉ψ0→φ0

X≥Yψ0∨φ0
X′≥Y′ψ0,其中 XY∈{∃∃,∃∀,∀∃}. 

• 多偏好转换规则 
RedL φ0→γ0φ0

X≥Yψ0⇒γ0
X′≥Y′ψ0,其中(XY,X′Y′)∈{(∀∃,∃∃),(∀∀,∃∀),(∃∀,∃∀),(∃∃,∃∃)}. 

RedR ψ0→γ0φ0
X≥Yψ0⇒φ0

X′≥Y′γ0,其中(XY,X′Y′)∈{(∃∀,∃∃),(∀∀,∀∃),(∀∃,∀∃),(∃∃,∃∃)}. 
ExtL 〈S〉γ0γ0→φ0φ0

X≥Yψ0⇒γ0
X≥Yψ0,其中 XY∈{∀∃,∀∀}. 

ExtR 〈S〉γ0γ0→ψ0φ0
X≥Yψ0⇒φ0

X≥Yγ0,其中 XY∈{∃∀,∀∀}. 
ConL φ0

X≥Yψ0⇒(γ0∧φ0)X≥Yψ0∨(¬γ0∧φ0)X≥Yψ0,其中 XY∈{∃∀,∃∃}. 

 

∗∗ 在此,归结过程是在按顺序考察 3 种模式的基础上,尽量采用先得到的结论推导后面模式的结论,然后把所有能够用先前的结论推出

的结论去掉,限于篇幅,这里不再赘述. 
∗∗∗ 全前序是自反、传递、完全的关系. 
∗∗∗∗ 偏序是自反、传递、反对称的关系. 
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ConR φ 0
X≥Yψ 0⇒φ 0

X≥Y(γ 0∧ψ 0)∨φ 0
X≥Y(¬γ 0∧ψ 0),其中 XY∈{∀∃,∃∃}. 

• 分离规则 
Mp φ,φ→ψ⇒ψ . 

Taut 公理和 MP 规则说明 GMPL 是经典命题逻辑上的扩展. 
从集合论的角度看,Sat 表明如果 W 的两个子集可比,那么它们非空.Bas 表明,如果 W 的两个子集的模都是

1,那么它们之间的偏好关系 RXY 就是它们各自元素之间的偏好关系 R.Lin 意味着∀≥∀,∃≥∀,∀≥∃是传递的,Ref 意味

着∃≥∀,∀≥∃,∃≥∃是自反的.Comp 表明∃≥∀和∃≥∃是完全的. 
RedL,RedR,ExtL,ExtR 揭示了 X≥Y 前后项描述范围的变化导致的偏好关系转化关系.ConL,ConR 则是由合

取运算导致的偏好变化. 
定理 1. 基于全前序的 GMPL 证明系统合理且完备. 
证明:见附录. □ 

2.4.2   基于偏序的 GMPL 证明系统 
基于偏序证明系统可以分为同样的 4 个部分,它与基于全前序证明系统的差别在于没有完全公理 Com,并

且仅有∃≥∃和∀≥∃满足自反公理 Ref,此外增加了反对称公理 Dsy. 
基于偏前序偏好结构的 GMPL 证明系统. 
• 经典命题逻辑公理 

Taut  命题逻辑重言式. 
• 偏好性质公理 

Sat φ 0
X≥Yψ 0→〈S〉φ 0∧〈S〉ψ 0,其中 X,Y∈{∃,∀}. 

Bas 〈U〉φ 0∧〈U〉ψ 0→(φ 0
X≥Yψ 0↔φ 0

X′≥Y′ψ 0),其中 X,Y,X′,Y′∈{∃,∀}. 
Lin φ 0

X≥Yψ 0∧ψ 0
X≥Yγ 0→φ 0

X≥Yγ 0,其中 XY∈{∀∀,∃∀,∀∃}. 
Ref 〈S〉φ 0→φ 0

X≥Yφ 0,其中 XY∈{∃∃,∀∃}. 
Dsy φ 0

X≥Yψ 0→¬(ψ 0
X≥Yφ 0),其中 XY∈{∀∀}. 

• 多偏好转换规则 
RedL φ 0→γ 0φ 0

X≥Yψ 0⇒γ 0
X′≥Y′ψ 0,其中(XY,X′Y′)∈{(∀∃,∃∃),(∀∀,∃∀),(∃∀,∃∀),(∃∃,∃∃)}. 

RedR ψ 0→γ 0φ 0
X≥Yψ 0⇒φ 0

X′≥Y′γ 0,其中(XY,X′Y′)∈{(∃∀,∃∃),(∀∀,∀∃),(∀∃,∀∃),(∃∃,∃∃)}. 
ExtL 〈S〉γ 0γ 0→φ 0φ 0

X≥Yψ 0⇒γ 0
X≥Yψ 0,其中 XY∈{∀∃,∀∀}. 

ExtR 〈S〉γ 0γ 0→ψ 0φ 0
X≥Yψ 0⇒φ 0

X≥Yγ 0,其中 XY∈{∃∀,∀∀}. 
ConL φ 0

X≥Yψ 0⇒(γ 0∧φ 0)X≥Yψ 0∨(¬γ 0∧φ 0)X≥Yψ 0,其中 XY∈{∃∀,∃∃}. 
ConR φ 0

X≥Yψ 0⇒φ 0
X≥Y(γ 0∧ψ 0)∨φ 0

X≥Y(¬γ 0∧ψ 0),其中 XY∈{∀∃,∃∃}. 
• 分离规则 

Mp φ,φ→ψ⇒ψ . 
定理 2. 基于偏序的 GMPL 证明系统合理且完备. 
证明:见附录. □ 

3   常见逻辑偏好定义的GMPL重写 

通过对最大满足和最大不满足两种偏好策略下分级知识库的重写,文献[7]初步揭示了 MPL 具有较强的表

示能力.在此基础上,通过 4 种常见逻辑偏好定义的 LGMPL 重写进一步表明 GMPL 适于表示和推理很多决策问

题中的偏好现象.4 种常见逻辑偏好定义如下: 
• 条件愿望I(φ|ψ)[11](称作“在条件ψ下 ,agent的愿望是φ”):基于全前序R,I(φ|ψ)当且仅当对∀w0∈{w∈ ψ | 

∀w′∈ ψ 满足wRw′}都有w0|=φ. 
• 条件偏好φ⇒ψγ[12](称作“在条件φ下 ,agent偏爱ψ胜过γ”):基于偏序R,φ⇒ψγ当且仅当对∀w∈ φ∧ψ 和
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∀w′∈ φ∧γ 都有wRw′. 
• 理性偏好φ>ψ[13](表示两个候选项集上的理性偏好关系就是它们各自的最好项之间的偏好关系):基于

全前序R,φ>ψ当且仅当对∀w0∈{w∈ φ |∀w′∈ φ 满足wRw′}和∀w1∈{w∈ ψ |∀w′∈ ψ 满足wRw′}都有

w0Rw1 且¬(w1Rw0). 
• 相对相似φ>>ψ[3](用来定义相似性程度的高低):基于偏序R,φ>>ψ当且仅当对∀w1∈ ψ ,∃w0∈ φ 满足

w0Rw1. 
定理 3. (1) 基于全前序偏好结构,I(φ|ψ)可以重写为¬((¬φ∧ψ)∃≥∀(φ∧ψ)). 
(2) 基于偏序偏好结构,φ⇒ψγ可以重写为(φ∧ψ)∀≥∀(φ∧γ). 
(3) 基于全前序偏好结构,φ>ψ可以重写为φ∃≥∀ψ∧¬(ψ∃≥∀φ). 
(4) 基于偏序偏好结构,φ>>ψ可以重写为〈U〉γ∧(γ→ψ)→φ∃≥∀ψ. 
证明:见附录. □ 

4   GMPL的可满足性检测 

GMPL 的可满足性检测(SAT)问题就是给定一个 GMPL 合式公式φ,基于一个 GMPL 证明系统(如基于全前

序的 GMPL 证明系统,或基于偏序的 GMPL 证明系统),检验是否存在一个偏好结构 M,满足 M|=φ.如果φ∈L0,那么

GMPL 的 SAT 问题就是命题逻辑的 SAT 问题.本节提出一个 GMPL 推理过程,能够将φ∈L1 的可满足性检测也

归结为命题逻辑的 SAT 问题.首先提出一个相关定义和两个引理,并提出归结方法,然后通过一个实例来说明. 
定义 1(完全偏好式). 称形如φX≥Yψ的式子为偏好式,如果φ和ψ都是 VAR 上的完全合取式,则称其为完全偏 

好式. 
引理 1(GMPL 的合取扩展原理). 
(1) 〈S〉(φ∧γ)∧〈S〉(φ∧¬γ)∧φX≥Yψ→(φ∧γ)X≥Yψ∧(φ∧¬γ)X≥Yψ,其中 XY∈{∀∀,∀∃}. 
(2) 〈S〉(ψ∧γ)∧〈S〉(ψ∧¬γ)∧φX≥Yψ→φX≥Y(ψ∧γ)∧φ∧X≥Y(ψ∧¬γ),其中 XY∈{∀∀,∃∀}. 
证明:见附录. □ 
引理 2(GMPL 的析取扩展原理). 
(1) 〈S〉φ∧〈S〉γ∧(φ∨γ)X≥Yψ→φX≥Yψ∧γX≥Yψ,其中 XY∈{∀∀,∀∃}. 
(2) 〈S〉ψ∧〈S〉γ∧φX≥Y(ψ∨γ)→φX≥Yψ∧φ∧X≥Yγ,其中 XY∈{∀∀,∃∀}. 
(3) 〈S〉φ∧〈S〉γ∧(φ∨γ)X≥Yψ→φX≥Yψ∨γX≥Yψ,其中 XY∈{∃∀}. 
(4) 〈S〉ψ∧〈S〉γ∧φX≥Y(ψ∨γ)→φX≥Yψ∨φ∧X≥Yγ,其中 XY∈{∀∃}. 
证明:见附录. □ 
归结方法:给定λ∈L1. 
第 1 步.对λ中形如〈S〉φ或〈U〉φ的式子看作一个新命题变量; 
第 2 步.将偏好式化为完全偏好式: 

(1) 采用摩根定律消除¬:把偏好表达式中形如¬(φ∧ψ)的项化为¬φ∨ψ; 
(2) 采用析取扩展原理消除所有偏好表达式中的析取算子∨; 
(3) 采用合取扩展原理和转换公理将偏好表达式化为完全偏好式; 
(4) 根据 Bas 公理,逻辑偏好算子归一化. 

第 3 步.基于偏好性质公理,做一致性检查: 
(1) 把每个完全偏好式也看作一个新命题变量; 
(2) 对命题变量按照如下原则赋 true 或 false 值: 

1) 如果证明系统中自反公理成立,则φX≥Yφ为 true;如果 R 是反自反的,则φX≥Yφ为 false. 
2) 如果证明系统中传递公理成立,当φX≥Yψ赋值和ψX≥Yγ赋值都为 true 时,则φX≥Yγ赋值也为 true. 
3) 如果证明系统中反对称公理成立,φX≥Yψ为 true,则ψX≥Yφ赋值为 false; 
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4) 如果φ在命题逻辑下可满足,则〈S〉φ为 true,否则为 false;如果φ在命题逻辑下的解释唯一,则〈U〉φ
为 true,否则为 false. 

(3) 通过计算真值表(值得注意的是,此时〈S〉φ或〈U〉φ的真假值是确定的)等命题逻辑 SAT 问题解决方

法检验一致性. 
定理 4. GMPL 的可满足性检测是 NP 完全的. 
证明:见附录. □ 
例:设 p 和 q 分别代表“涨工资”和“降房价”,那么“涨工资总比不涨工资好,并且有些情况下降房价比不降房

价而只涨工资也好”就可以表示为 p∀≥∀¬p∧q∃≥∀¬(q∧¬p).令 VAR={p,q},φ为 p∀≥∀¬p∧q∃≥∀(¬q∨p),那么φ的可满

足性检测过程如下: 
第 1 步.将偏好表达式化为完全偏好式. 
(1) 采用摩根定律将¬(q∧¬p)化为(¬q∨p)得到 p∀≥∀¬p∧q ∃≥∀(¬q∨p); 
(2) 采用析取扩展原理消除所有析取算子∨. 

采用析取扩展原理(2),φ转化为 p∀≥∀¬p∧q∃≥∀¬q∧q∃≥∀p. 
(3) 采用合取扩展原理和转换公理.设有偏好公式γ X≥Yψ,如果存在 v∈VAR且 v没有出现在γ或ψ中,则采用合

取扩展原理或 ConL,ConR 公理添加 v,直到所有命题变量都出现在偏好算子两边为止. 
1) 对 p∀≥∀¬p,采用合取扩展原理(1),则有(p∧q)∀≥∀¬p∧(p∧¬q)∀≥∀¬p,再对(p∧q)∀≥∀¬p 和(p∧¬q)∀≥∀¬p

分别采用合取扩展原理(2),则有(p∧q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧q)∀≥∀(¬p∧¬q)∧(p∧¬q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧¬q)∀≥∀ 
(¬p∧¬q). 

2) 对 q∃≥∀¬q,首先采用 ConL,得到(q∧p)∃≥∀¬q∨(q∧¬p)∃≥∀¬q,再对(q∧p)∃≥∀¬q 和(q∧¬p)∃≥∀¬q 分别采

用 合 取 扩 展 原 理 (2), 则 有 ((q∧p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧p)∃≥∀(¬q∧¬p))∨((q∧¬p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧¬p)∃≥∀ 
(¬q∧¬p)). 

3) 同 2),把 q∃≥∀p 转化为((q∧p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧p)∃≥∀(q∧p))∨((q∧¬p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧¬p)∃≥∀(q∧p)). 
4) 综上,φ转化为(p∧q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧q)∀≥∀(¬p∧¬q)∧(p∧¬q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧¬q)∀≥∀(¬p∧¬q)∧(((q∧ 

p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧p)∃≥∀(¬q∧¬p))∨((q∧¬p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧¬p)∃≥∀(¬q∧¬p)))∧(((q∧p)∃≥∀(¬q∧p)∧(q∧ 
p)∃≥∀(q∧p))∨((q∧¬p)∃≥∀(¬q∧ p)∧(q∧¬p) ∃≥∀(q∧p))). 

(4) 根据 Bas 公理,逻辑偏好算子归一化. 
采用 Bas,φ转化为(p∧q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧q)∀≥∀(¬p∧¬q)∧(p∧¬q)∀≥∀(¬p∧q)∧(p∧¬q)∀≥∀(¬p∧¬q)∧(((q∧ 
p)∀≥∀(¬q∧p)∧(q∧p)∀≥∀(¬q∧¬p))∨((q∧¬p)∀≥∀(¬q∧p)∧(q∧¬p)∀≥∀(¬q∧¬p)))∧(((q∧p)∀≥∀(¬q∧p)∧ 
(q∧p)∀≥∀(q∧p))∨((q∧¬p)∀≥∀(¬q∧p)∧(q∧¬p)∀≥∀(q∧p))). 
\\令 a11 表示 p∧q,a10 表示 p∧¬q,a01 表示¬p∧q,a00 表示¬p∧¬q,则φ简记为 a11

∀≥∀a01∧a11
∀≥∀a00∧a10

∀≥∀ 

a01∧a10
∀≥∀a00∧((a11

∀≥∀a10∧a11
∀≥∀a00)∨(a01

∀≥∀a10∧a01
∀≥∀a00))∧((a11

∀≥∀a10∧a11
∀≥∀a11)∨(a01

∀≥∀a10∧a01 
∀≥∀a11)) 

第 2 步.基于偏好性质公理的一致性检查. 
(1) 把每个完全偏好式看作一个新命题变量. 
(2) 对命题变量按照如下原则赋 true 或 false 值. 

1) 如果证明系统中自反公理成立,则φX≥Yφ为 true;如果 R 是反自反的,则φX≥Yφ为 false. 
2) 如果证明系统中传递公理成立, φX≥Yψ赋值和ψX≥Yγ赋值都为 true,则φX≥Yγ赋值也为 true. 
3) 如果证明系统中反对称公理成立,φX≥Yψ为 true,则ψX≥Yφ赋值为 false. 

(3) 通过命题逻辑 SAT 问题解决方法,如计算真值表等方法来检验一致性. 
经过第 2 步,易验证,φ在基于全前序的 GMPL 证明系统中是一致的(即存在全前序偏好结构 M,满足 M|=φ),φ

在基于偏序的 GMPL 证明系统中也是一致的(即存在偏序偏好结构 M,满足 M|=φ).图 1 所示为一个满足φ的全前

序偏好结构,图 2 所示为满足φ的一个偏序偏好结构. 
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5   结论和展望 

本文从知识表示和推理的角度出发,在 MPL 逻辑基础上提出了更一般的逻辑偏好定义,且构造了能够表示

和推理不完全偏好的多偏好逻辑系统 GMPL,给出了构造 GMPL 证明系统的模式,并以基于全前序偏好结构的

GMPL 证明系统和基于偏序的偏好结构的 GMPL 证明系统的构造为例进行了说明.诸如基于偏序,严格线序等

偏好结构的 GMPL 证明系统也可在此模式下构造.然后,通过对常见逻辑偏好定义的重写,展示了 GMPL 的表达

能力和实际应用前景.最后通过将 GMPL 的可满足性检测归结为命题逻辑 SAT 问题,证明了 GMPL 的可满足性

检测问题是 NP完全的.为进一步设计实现相关推理算法提供了基础.GMPL推理的逻辑程序设计和实现将是进

一步的工作内容. 
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To increase wage ∧ To lower house price 

To increase wage ∧ Not to lower house price 

Not to increase wage ∧ To lower house price 

Not to increase wage ∧ Not to lower house price 

Fig.1  Total pre-order structure satisfying φ 
图 1  φ的一个全前序偏好结构模型 

Fig.2  Partial pre-order structure satisfying φ 
图 2  φ的一个偏序偏好结构模型 
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附录. 定理的证明 

1. 定理 1 的证明 
(1) 合理性证明.只要证明公理在语义下是正确的.给定基于全前序的偏好结构 M=(W,R,VAR). 
1) Taut,Sat,Bas,Mp 显然成立. 
2) 根据第 2.3 节公理构造方法的说明,证明 Lin 只要证明 R∀∀,R∃∀,R∀∃是传递的. 
3) 证明 Ref 只要证明 R∃∃,R∃∀,R∀∃是自反的.  
4) 证明 Com 只要证明 R∃∃,R∃∀,R∀∃是完全的. 
5) 证明 RedL 只要由 A⊆C 和 ARXYB 证明 CRX′Y′B,其中(XY,X′Y′)∈{(∀∃,∃∃),(∀∀,∃∀),(∃∀,∃∀),(∃∃,∃∃)}. 
6) 证明 RedR 只要由 B⊆C 和 ARXYB 证明 ARX′Y′C,其中(XY,X′Y′)∈{(∃∀,∃∃),(∀∀,∀∃),(∀∃,∀∃),(∃∃,∃∃)}. 
7) 证明 ExtL 只要由 C 非空,C⊆A 和 ARXYB 证明 CRXYB,其中 XY∈{∀∃,∀∀}. 
8) 证明 ExtR 只要由 C 非空,C⊆B 和 ARXYB 证明 ARXYC,其中 XY∈{∃∀,∀∀}. 
9) 证明 ConL 只要由 ARXYB 证明(A∩C)RXYB 和(A∩Cc)RXYB,其中 XY∈{∃∀,∃∃}. 
10) 证明 ConL 只要由 ARXYB 证明 ARXY(B∩C)和 ARXY(B∩Cc),其中 XY∈{∀∃,∃∃}. 
从上述集合论角度证明系统的合理性,过程比较简单,在此不再赘述. 
(2) 完备性证明.证明系统是完备的当且仅当关于全前序偏好结构有效的公式,在该证明系统都是可证的.

为此,只要证明对于每个协调公式φ,都存在一个偏好模型,使得φ在这个模型中是可满足的,进而只要证明对于

极大协调集 Sm,可以构造 M,使得 M|=γ当且仅当γ∈Sm.因为该证明系统的公理和规则是直接建立在命题逻辑重言

式和基于全前序性质和操作的基础上的,所以只要构造模型 M=(W,R,VAR),使得 R 是全前序即可.令 SP={α 

X≥Yβ∈Sm|α,β是完全合取式},构造 M=(W,R,VAR):W=2VAR 可以表示为完全合取式集合,即 W={γ |γ是完全合取

式 },R={(α,β)|α X≥Yβ∈SP}, 亦即 αRβ⇔αX≥Yβ∈SP. 根据 Bas, 有 R={(α,β)|α∀≥∀β∈SP}={(α,β)|α∃≥∀β∈SP}={(α, 
β)|α∀≥∃β∈SP}={(α,β)|α ∃≥∃β∈SP},再根据序偏好性质公理 Lin,Ref,Com,容易推出 R 必然满足自反性、传递性和

完全性,因而 R 是全前序. 
2. 定理 2 的证明 
(1) 合理性证明.只要证明公理在语义下是正确的.给定基于偏序的偏好结构 M=(W,R,VAR). 
1) Taut,Sat,Bas,Mp 显然成立. 
2) 根据第 2.3 节公理构造方法的说明,证明 Lin 只要证明 R∀∀,R∃∀,R∀∃是传递的. 
3) 证明 Ref 只要证明 R∃∃,R∀∃是自反的. 
4) 证明 Dsy 只要证明 R∀∀是反对称的. 
5) 证明 RedL 只要由 A⊆C 和 ARXYB 证明 CRX′Y′B,其中(XY,X′Y′)∈{(∀∃, ∃∃),(∀∀,∃∀),(∃∀,∃∀),(∃∃,∃∃)}. 
6) 证明 RedR 只要由 B⊆C 和 ARXYB 证明 ARX′Y′C,其中(XY,X′Y′)∈{(∃∀,∃∃),(∀∀,∀∃),(∀∃,∀∃),(∃∃,∃∃)}. 
7) 证明 ExtL 只要由 C 非空,C⊆A 和 ARXYB 证明 CRXYB,其中 XY∈{∀∃,∀∀}. 
8) 证明 ExtR 只要由 C 非空,C⊆B 和 ARXYB 证明 ARXYC,其中 XY∈{∃∀,∀∀}. 
9) 证明 ConL 只要由 ARXYB 证明(A∩C)RXYB 和(A∩Cc)RXYB,其中 XY∈{∃∀,∃∃}. 
10) 证明 ConL 只要由 ARXYB 证明 ARXY(B∩C)和 ARXY(B∩Cc),其中 XY∈{∀∃,∃∃}. 
从上述集合论角度证明系统的合理性,过程比较简单,这里不再赘述. 
(2) 完备性证明.证明系统是完备的当且仅当关于偏序偏好结构有效的公式,在该证明系统都是可证的.为

此,只要证明对于每个协调公式φ,都存在一个偏好模型,使得φ在这个模型中是可满足的,进而只要证明对于极

大协调集 Sm,可以构造 M,使得 M|=γ当且仅当γ∈Sm.因为该证明系统的公理和规则是直接建立在命题逻辑重言式

和基于偏序性质和操作的基础上,所以只要构造模型 M=(W,R,VAR)使得 R 是偏序即可.令 SP={α X≥Yβ∈Sm|α,β是
完全合取式},构造 M=(W,R,VAR):W=2VAR 可以表示为完全合取式集合,即 W={γ|γ是完全合取式},R={(α,β)|α 

X≥Yβ∈SP},亦即αRβ⇔αX≥Yβ∈SP.根据 Bas,有 R={(α,β)|α∀≥∀β∈SP}={(α,β)|α∃≥∀β∈SP}={(α,β)|α∀≥∃β∈SP}={(α, 
β)|α ∃≥∃β∈SP},再根据序偏好性质公理 Lin,Ref 和 Dsy 容易推出 R 必然满足自反性、传递性和反对称性,因而 R
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是偏序. 
3. 定理 3 的证明 
(1) 给定全前序偏好结构M=(W,R,VAR),根据定义M|=I(φ|ψ)当且仅当对 I(φ|ψ )当且仅当对∀w0∈{w∈ ψ | 

∀w′∈ ψ 满足wRw′}都有w0|=φ.也就是{w∈ ψ |∀w′∈ ψ 满足wRw′}⊆ ψ ∩ φ ,亦即¬∃w∈ ψ ∩ φ c,∀w′∈ ψ ∩ 
φ ,使得wRw′,即M|=¬((¬φ∧ψ )∃≥∀(φ∧ψ )). 

(2) 给定偏序偏好结构M=(W,R,VAR),根据定义M|=φ⇒ψ γ当且仅当对∀w∈ φ∧ψ 和∀w′∈ φ γ∧ 都有wRw′,即
M|=(φ∧ψ )∀≥∀(φ∧γ ). 

(3) 给定全前序偏好结构M=(W,R,VAR),根据定义M|=φ>ψ当且仅当对∀w0∈{w∈ φ |∀w′∈ φ 满足wRw′}和
∀w1∈{w∈ ψ |∀w′∈ ψ 满足wRw′}都有w0Rw1 且¬(w1Rw0),亦即∃w0∈ φ ,∀w1∈ ψ 有w0Rw1,并且¬∃w1∈ ψ , 
∀w0∈ φ 使得w1Rw0.即M|= φ ∃≥∀ψ∧¬(ψ ∃≥∀φ). 

(4) 给定偏序偏好结构M=(W,R,VAR),根据定义M|=φ>>ψ当且仅当对∀w1∈ ψ ,∃w0∈ φ 满足w0Rw1.显然M|= 
〈U〉γ ∧(γ →ψ )→φ ∃≥∀γ. 

4. 引理 1 的证明 
引理 1 中(1)可由公理 Sat 和 ExtL 直接推出,引理 1 中(2)可由公理 Sat 和 ExtR 直接推出. 
5. 引理 2 的证明 
引理 2 中(1)可由公理 Sat 和 ExtL 直接推出,引理 2 中(2)可由公理 Sat 和 ExtR 直接推出.引理 2 中(3)可由

公理 Sat 和 ConL 直接推出,引理 2 中(4)可由公理 Sat 和 ConR 直接推出. 
6. 定理 4 的证明 
如果λ∈L0,那么 GMPL 的 SAT 问题显然就是命题逻辑的 SAT 问题. 
如果λ∈L1,则: 
(1) 在命题变量有限的情况下,通过摩根定律、析取扩展原理、合取扩展原理和转换公理,λ中的任意偏好

式化为完全偏好式的过程显然是多项式时间的(该过程可借鉴一般命题公式化为范式的方法). 
(2) 对于λ中形如〈S〉φ或〈U〉φ的式子,由 GMPL 的语义定义可知,〈S〉φ的语义就是判定φ在命题逻辑下是否可

满足的,因而是命题逻辑 SAT 问题,而〈U〉φ是判定φ在命题逻辑下的解释是否唯一,显然也可以归结为

对真值表的遍历,归结为命题逻辑 SAT 问题. 
(3) λ的可满足性检测规约为命题逻辑 SAT 问题(〈S〉φ或〈U〉φ的真假值已确定). 

因此,λ的可满足性检测直接是命题逻辑的 SAT 问题,或可在多项式时间内归结为命题逻辑 SAT 问题,是 NP 完  
全的. 
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