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Abstract: An algorithm for estimating aircraft approach angle using computer vision is proposed in this paper. 
During the landing of an aircraft, the descent of the aircraft may be approximately considered as a pure translation 
motion. In this case the epipole has the same coordinates in all images and is called the Focus-of-Expansion (FOE), 
and the vanishing line of the ground plane is termed the Horizon. Furthermore, how the Focus-of-Expansion and the 
Horizon are extracted from a few calibrated sequential images is first introduced, then the aircraft approach angle is 
derived from these parameters. Simulated and real experiments validate this algorithm. 
Key words: aircraft approach angle; FOE (focus-of-expansion); horizon 

摘  要: 提出了一种基于图像序列的飞行器接近角的估计方法.飞行器的接近角对于飞行器的着陆来说是一
个非常重要的参数,是指飞行器在着陆时的飞行轨迹与地平面之间的夹角.飞行器在着陆时近似作平移运动,在
这种情况下,图像上的极点称作 FOE(focus-of-expansion),地平面的消失线被称作 Horizon.首先给出了从已标定
的图像序列中提取 FOE和Horizon的方法,然后由这两个参数估计出飞行器的接近角.模拟实验和真实图像实验
表明该方法是可行的. 
关键词: 飞行器接近角;FOE(focus-of-expansion);horizon 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

在过去的 20多年中,无人驾驶飞机(unmanned aerial vehicle,简称 UAV)在许多领域获得了广泛的应用,如可
应用于气象监测、人工降雨、大地测量、海岸巡逻、森林防火、交通管理等多个领域.许多研究人员对无人驾
驶飞机进行了系统的研究[1,2].近些年来,无人驾驶飞机在着陆时位置的估计逐渐成为一个研究热点[3−10].早期的
无人驾驶飞机通常是依靠飞机上的 GPS(global positioning system)和 INS(inertial navigation system)来定位和导
航的.然而,随着计算机技术的迅速发展,计算机视觉在无人驾驶飞机着陆时的应用已经得到广泛关注,有许多
学者提出了仅仅应用视觉来估计无人驾驶飞机的位置和运动[5−10]的观点.与基于 GPS 的定位方法相比,基于视
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觉的方法仅仅依赖于飞机上安装的摄像机,费用较低. 
飞行器的接近角是指飞行器在着陆时近似作平移运动的飞行轨迹与地平面之间的夹角.飞行器的接近角

对于飞行器的着陆是一个非常重要的参数.通常情况下,飞行员通过与机场地面控制人员的联系,从地面信号获
得着陆时需要的接近角.然而,当无人驾驶飞机在野外执行任务时,就难以从地面信号获得着陆时所需要的接近
角.为了自动地获得无人驾驶飞机着陆时的信息,文献[6]提出了一种基于视觉的飞行器着陆接近角的估计方法.
该文献认为,在摄像机预先标定的情况下,估计接近角需要提取 3 个参数:飞行器着陆时的近似平移运动方向在
图像平面上的图像点、地平面在图像平面上的消失线以及图像平面的主点(principal point).在此基础上,本文给
出了一种基于图像序列的飞行器着陆的接近角的估计方法. 
在本文中,我们研究仅仅应用计算机视觉的相关知识来估计飞行器着陆时的接近角.假设摄像机已经标定,

飞行器上的摄像机在不同时刻对地平面拍摄一组图像,根据地平面上的特征点在图像上的像点可以计算出图
像间的单应矩阵,若对单应矩阵进行特征值分解可以提取出摄像机平移运动方向的图像点和地平面在图像上
的消失线,从而可以估计出飞行器的接近角. 

1   接近角的估计 

1.1   接近角的几何解释 

我们首先考察飞行器的着陆过程.飞行器在着陆过程中是逐渐下降的,当飞行器下降到某一高度时,摄像机
的运动可以近似为纯平移运动,通过飞行器上的摄像机可以获得地平面的一幅图像,依此类推,摄像机可以获得
地平面的多幅图像.在纯平移运动中,所有图像上的极点(epipole)都是一个固定的点(即在所有图像上的极点有
相同的坐标),此时的极点通常被称作 FOE(focus-of-expansion).如果在摄像机坐标系中,坐标原点设置在摄像机
的光心,则摄像机的主轴(principal axis,或称光轴)是一条通过摄像机的光心并且与图像平面垂直的直线.主轴与
图像平面的交点被称作主点,也被称作 FOVC(field of view center).地平面的消失线是地平面在图像平面上的投
影,这条消失线在文中被称作 Horizon. 
图 1是飞行器着陆时,飞行器上摄像机的运动模拟示意图.在图 1中,虚线 P0Pn表示摄像机的近似平移运动

轨迹,它的延长线与图像平面相交于 FOE 点,与地平面相交于 W 点;虚线 PnV 表示地平面的法线,它与图像平面
和地平面分别相交于 VP 点和 V 点,点 VP 是地平面的法线在图像平面上的投影点(也称作法线的消失点);点
P0,P1,…,Pn分别表示飞行器在时刻 t0,t1,…,tn摄像机的光心所在的位置;点 FOVC表示图像平面的主点.图中角α
表示飞行器的接近角. 
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Fig.1  Geometry of the aircraft approach angle 
图 1  飞行器接近角的几何示意图 

  



 祝海江 等:一种基于视觉的飞行器接近角估计方法 961 

 
1.2   计算接近角 

飞行器接近角的详细示意图如图 2 所示.在图 2 中,Pn是摄像机的光心;Horizon 是地平面的消失线;FOE 是
摄像机平移运动的方向在图像平面上的投影点;VP 是地平面的法线的消失点.由简单的三角几何学可知,接近
角α与角β是互为余角的关系,而角β可以看成是摄像机平移运动的方向和地平面的法线方向的夹角.由文献[11]
可知,在摄像机内参数已知的情况下,角β可以由 FOE和 VP计算出来. 
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Fig.2  Measurement of the approach angle α 
图 2  接近角α的测量 

如果摄像机内参数矩阵为 K,则绝对二次曲线在图像平面上的像为 w=K−TK−1,若 FOE 和 VP 分别用三维齐
次向量 e和 v表示,则角β可以由下面的公式计算出来 
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计算出∠β之后,接近角α 也就确定了. 

2   估计图像点 FOE和 VP 

本节我们将提取估计飞行器的接近角所需要的参数.假设摄像机模型是针孔模型,而摄像机标定方法采用
张正友的基于平面模板的方法[12]. 
如图 2 所示,点 FOE 是摄像机的平移运动方向在图像平面上的像点,点 VP 是地平面的法线方向在图像平

面上的像点.若已知 FOE 和 VP,则可以由式(1)计算出接近角.文献[13,14]提出了从多幅图像提取 FOE 的方法.
下面,我们介绍一种基于单应矩阵的估计 FOE和 VP的方法. 
假如三维点 X 是地平面上任意一点,它在第 1 幅图像上的像点是 x,在第 2 幅图像上的像点是 x′,则这两个

图像点之间有如下关系:sx′=Hx,其中,H为两幅图像间的单应矩阵,它是一个 3×3的矩阵;s是非零常数因子. 

如果令两个图像点在图像平面上的坐标分别为 x=[u,v,1]T 和 [ ]Ti vu 1,, ′′=′x ,单应矩阵 H 为
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因此,每一对图像点可以提供两个关于单应矩阵 H 中未知元素的 2 个线性约束.若两幅图像之间有 n 对对
应点,即 ′ (i=1,2,…,n),则有 i ↔ ixx
 A⋅h=0 (2) 
其中: 

[ ]Thhhhhhhhh 333231232221131211=h ; 
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通过对矩阵 A作奇异值分解,可以求解出单应矩阵 H.一般来说,在相差一个常数因子的意义下,由 4对对应
点可以唯一计算出两幅图像之间的单应矩阵 H.为了避免求解的图像之间的单应矩阵出现退化情况,要求 4 个
空间点所在的平面不能通过摄像机光心,并且空间 4个点中任意 3个点不共线[11]. 
由上面所述可知,由作平移运动的摄像机对地平面拍摄的两幅图像可以求出地平面在两幅图像之间诱导

的单应矩阵 H.这个单应矩阵有一个不动的点和一条不动的直线[15],如图 3中的点 u1和直线 l.实际上,不动点 u1

是摄像机作平移运动的方向在图像平面上的投影点,它在所有图像平面上具有相同的坐标;而不动直线 l 是地
平面在所有图像平面上的消失线. 

u3 

u2

u1 

l 

Fig.3  Geometry of Homography H 
图 3  单应矩阵 H的几何示意图 

若对 H进行特征值分解可得 H⋅U=U⋅V,其中: [ ]321 uuuU = (ui是矩阵 U的第 i列向量);V是一个 3×3的
对角矩阵,即 
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其中,λI(i=1,2,3)是单应矩阵 H的特征值,并且有两个特征值相等.若令特征值λ2=λ3,则特征值λ1对应的特征向量

u1就是我们所要估计的 FOE;特征值λ2,λ3所对应的特征向量 u2和 u3组成的直线 l就是地平面在图像平面上的
消失线 Horizon. 
由文献[15]可知,如果空间中的一条直线和一个平面是正交的,则这条直线和平面在图像上对应的消失点

和消失线关于绝对二次曲线的像 w是共轭的.即假如消失线和消失点分别为 lp和 vp,则它们之间的关系为 
 lp=w⋅vp (3) 
因此,在估计出地平面的消失线 Horizon之后,根据公式(3)可以估计出图像点 VP来. 
讨论:本文的方法在估计单应矩阵时,仅仅要求地平面上 4 个特征点中的任意 3 个点不在一条直线上,并且

不需要已知 4个特征点之间的相互位置.然而,当地平面上 4个特征点之间的距离已知时,利用基于共面 P4P方
法[16]是否也可以提取出图像点 FOE和 VP呢？ 
由于空间 4点共面,我们可以将地平面π定义为世界坐标系中 Z=0的平面,则根据地平面与图像平面之间的

4 对对应点,可以求出地平面与图像平面之间的单应矩阵 Hπ,且 Hπ=K[r1,r2,t],其中:K 为摄像机内参数矩阵;r1,r2

为世界坐标系到摄像机坐标系间旋转矩阵 R 的前两列向量;t 为平移向量.在摄像机已经标定的情况下,我们可
以从 Hπ很方便地求解出旋转矩阵 R和平移向量 t. 
若令 R1,R2和 t1,t2分别是第 1 幅图像及第 2 幅图像与地平面间的旋转矩阵和平移向量,则我们可以求出图
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由于两幅图像是由摄像机经过平移运动得到,因而旋转矩阵R1和R2是相同的,从而我们可以得到图像极点
e1=e2=K(t2−t1),这就是我们所要提取的图像点 FOE.另外,根据地平面与两幅图像间的单应矩阵可以很方便地求
取图像点 VP. 

3   算法概述 

综上所述,可以得到基于图像序列的飞行器接近角的估计算法. 
(1) 标定摄像机,如张正友基于平面模板的简易标定方法[12]; 
(2) 根据地平面上的特征点在图像平面上的图像点间的对应,由公式(2)计算出图像间的单应矩阵 H; 
(3) 对单应矩阵进行特征值分解,计算出图像的极点 FOE 和地平面的消失线 Horizon;然后,根据公式(3)计

算出地平面的法线方向的消失点 VP; 
(4) 最后,由第 1.2节中的公式(1)计算出飞行器的接近角. 

4   实  验 

4.1   模拟实验 

在模拟实验中,模拟的摄像机内参数为 fu=1200, fv=1000,s=0,u0=320,v0=240. 
(1) 不同噪声水平下的模拟实验 
在该实验中,我们选择 4 个特征点分别为 A,B,C,D,令这 4 个点所在的平面在世界坐标系中的坐标为 Z=0,

且这 4个点的坐标分别为 XA=[10,10,0]T,XB=[40,10,0]T,XC=[50,20,0]T,XD=[20,30,0]T.世界坐标系和摄像机之间的
旋转轴方向设定为 r=(0.8568,−0.3549,0.3740)T,旋转角θ =0.5325π (由 r和θ可求解出世界坐标系和摄像机坐标
系之间的旋转矩阵 R).摄像机平移运动方向和选择的空间平面所构成的接近角模拟真实值为
α∈[15°,75°],|∆α|=10°,r=z/tan(α),z=200.第 1 个摄像机的光心坐标和平移向量分别为 C1=(0.707r,0.707r,z)T 和

t1=−R⋅C1;第 2 个摄像机的光心坐标和平移向量分别为 C2=(0.471r,0.471r,0.667z)T和 t2=−R⋅C2.根据上面的数据
生成模拟图像,图像的大小为 600×600 像素.并在图像点分别加上均值为 0,方差为σ(0−2.0)的高斯噪声.于是,根
据文中描述的方法提取出图像点 FOE 和 VP,并计算出接近角.对于每一个模拟的接近角真实值,我们在每一种
噪声水平下进行了 100次独立实验,本文的方法和基于共面 P4P方法估计出的接近角均值如图 4(a)和图 4(b)所
示.另外,我们计算了接近角的 RMS(root mean square)误差,图 5(a)和图 5(b)分别表示本文的方法与基于共面 P4P
方法估计的接近角在不同噪声水平下的 RMS误差.从模拟实验结果来看,应用本文方法得到的接近角的均值更
接近于模拟的真实值;估计的接近角的 RMS误差基本上都随噪声增大而呈线性增大,但本文方法估计的接近角
的 RMS误差比基于共面 P4P方法还要小一些. 

(2) 不同图像数目对接近角估计结果的影响 
这个模拟实验的目的是测试图像数目对接近角的估计结果的影响.该实验中,我们选择不同的摄像机光心

和平移向量模拟生成 6幅图像.我们分别采用 2,3,…,6幅图像来估计接近角.对每个图像数目,我们均进行了 100
次独立实验,每次实验所加的图像点噪声是均值为 0,方差为 0.5 的高斯噪声.估计接近角的方法采用本文的方
法.模拟实验结果如图 6 所示,其中,图 6(a)和图 6(b)分别是模拟接近角真实值为 15°,30°,45°时,在不同图像数目
下的均值及 RMS 误差.从图中可以看出,随着图像数目的增加,接近角的估计值更接近模拟真实值,接近角估计
值的 RMS误差也呈降低的趋势. 
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(b) Based on P4P method 
(b) 基于共面 P4P的方法 
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Fig.4  The averages of the estimated approach angle under different noise levels 
图 4  在不同噪声水平下的估计接近角的均值 
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(b) Based on P4P method 
(b) 基于共面 P4P的方法 
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Fig.5  The RMS errors of the estimated approach angle under different noise levels 
图 5  在不同噪声水平下的估计接近角的 RMS误差 
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(a) The averages of the estimated approach angle 
(a) 估计接近角的均值 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

(b) The RMS errors of the estimated approach angle 
(b) 估计接近角的 RMS误差 
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Fig.6  The averages and the RMS errors of the estimated approach angle under different number of images 
图 6  在不同图像数目下的估计接近角的均值与 RMS误差 

4.2   真实图像实验 

在实验室中,我们将电动位移台倾斜放置在桌面上,并将摄像机固定在电动位移台上,通过调节旋钮可以使
摄像机从电动位移台的顶端平移至底端,这个过程模拟了着陆时飞行器上摄像机的运动.摄像机平移运动的方
向与地平面的夹角可以通过测量得到.这个角被看作接近角的真实值. 
我们对实验室内场景分别拍摄了两组图像,其中,图 7 为第 1 组图像序列中的 6 幅图像,摄像机的平移方向

与地平面所构成的接近角真实值约为 15°;图 8为第 2组图像序列中的 6幅图像,此时的接近角真实值约为 35°.
我们先根据张正友方法[12]标定好摄像机,利用 Canny 算子提取出图像的边沿,并估计出实验室地平面上 4 个小
球的图像坐标(如图中白色点所示);再根据本文的方法提取出图像的极点 FOE和地面的消失线 Horizon,最后估
计出的接近角.在实验中,我们由第 1 组图像估计的接近角为 15.37°,由第 2组图像估计的接近角为 35.81°.从实
验结果来看,应用本文的方法估计的接近角都比较接近真实值. 

   

   
Fig.7  The 1st image sequence of the lab. scene 
图 7  实验室场景图像序列 1 
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Fig.8  The 2nd image sequence of the lab. scene 
图 8  实验室场景图像序列 2 

此外,为了进一步验证本文方法的可行性,我们通过调整电动位移台的倾斜角度,使得摄像机的平移方向与
墙面所构成的接近角真实值近似为 72.6°,摄像机对实验室室内的墙面拍摄了一组图像,其中的 3幅如图 9所示
(图中白色点为提取的特征点).在标定好摄像机之后 ,应用本文的方法从图像序列中提取 FOE 和消失线
Horizon;估计出的接近角为 72.49°.真实图像实验结果说明该方法是正确而有效的.在实验中我们发现,提取特
征点以及单应矩阵的计算精度对接近角的估计是非常关键的. 

   

Fig.9  The 3rd image sequence of the lab. scene 
图 9  实验室场景图像序列 3 

5   结束语 

在本文中,我们提出了一种基于多幅图像估计飞行器着陆时接近角的方法.在该方法中,必须从摄像机经过
平移运动得到的图像序列中提取出极点以及地平面在图像平面上的消失线.当然,由于设备的限制,我们不能对
无人驾驶飞机上的摄像机拍摄的图像进行实验.本文仅对实验室模拟飞行器着陆时获得的图像进行了实验.真
实实验结果说明了本文方法的可行性. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的中国科学院自动化研究所模式识别国家重点实验室机器
人视觉组的同学表示感谢. 
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