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Abstract: The need to solve complicated problems in the real world is the direct driving force for the quest of 
flexible logic system, which is the future of current development of logics. The theory of universal logic is a new 
flexible logic system, developed by He Hua-Can during his exploration of the flexibility of logic. This paper 
discusses the flexibility of probability logic based on the ideas and methods in the implementation of flexible logic. 
Theoretically, probability logic is a special example of the universal logics. So it is possible to build flexible 
probability logic in the framework of universal logics. 
Key words: universal logics; probability logic; flexibility 

摘  要: 建立柔性逻辑体系,既是现实世界复杂问题求解的需要,也是逻辑学发展的一种必然趋势.泛逻辑学是
何华灿在探索复杂世界逻辑规律中建立起来的一个柔性逻辑体系.在分析其实现逻辑关系柔性化的思想和方法
的基础上,探讨了概率逻辑关系柔性化的问题.理论上,概率逻辑是泛逻辑学的一个特例,因此应该能够在泛逻辑
学框架内建立起柔性的概率逻辑体系. 
关键词: 泛逻辑学;概率逻辑;柔性化 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

目前,逻辑学正在孕育着第二次大的革命,其总纲领就是要适应现实世界不确定问题求解的需求,打破标准
逻辑的“三律一性”,使数理逻辑由“排斥一切不确定性”的刚性逻辑学向“包容各种不确定性”的柔性逻辑学过
渡,建立起一种新的柔性逻辑体系,最终实现论域(真值)、联结词(关系)、量词(程度)、推理模式和维数的柔 
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性化[1]. 
为了建立这种柔性化的逻辑体系 ,何华灿从模糊逻辑入手,在大量研究的基础上,创立了泛逻辑学,实现了

模糊逻辑关系的柔性化[2].按照泛逻辑学的观点,模糊逻辑和概率逻辑都是它的具体特例,它们在逻辑关系柔性
化方面的思想是一致的.因此,基于泛逻辑学实现模糊逻辑关系柔性化的思想和方法,研究概率逻辑关系的柔性
化问题,是在泛逻辑学框架内实现概率逻辑关系柔性化的一条有效途径. 

1   泛逻辑学实现模糊逻辑关系柔性化的思想和方法 

泛逻辑学针对模糊逻辑关系存在的缺陷,基于三角范数理论,利用相关性解决了模糊命题联结词为什么应
该是一组连续可变的算子簇和如何使用该算子簇中的算子这样两个重大问题,真正实现了模糊逻辑关系的柔
性化[3]. 

1.1   模糊逻辑关系存在的主要缺陷 

在模糊逻辑中,其命题真值可以通过在[0,1]区间连续取值的隶属函数µ来刻画,是柔性的.但其逻辑关系却
只能通过固定的模糊运算联结词¬,∧,∨,→,↔来实现,是刚性的.由于刚性的模糊运算联结词仅能用来描述那种
完全确定的逻辑关系,而无法描述现实世界中大量存在的不确定的逻辑关系,因此逻辑关系的刚性化问题是模
糊逻辑存在的一个主要缺陷.这一缺陷说明,模糊逻辑关系不应该是一组固定不变的算子,而应该用一组不确定
的算子簇来定义. 

为了寻找这组不确定的算子簇,有关科学家进行了大量探索,早在泛逻辑学出现之前人们就已经提出了一
些修补性方法.例如,模糊与/或算子对⊗/⊕,模糊蕴含/等价算子对⇒/⇔,广义模糊算子对⊗*/⊕*,基于三角范数的
模糊算子等.但是,这些方法都未能真正实现模糊逻辑关系的连续可变性,也都未能从逻辑学上找到存在这种连
续可变运算模型的合理性和客观依据[2]. 

1.2   泛逻辑学实现模糊逻辑关系柔性化的思想 

泛逻辑学认为模糊命题的相关性是引起模糊逻辑关系柔性的主要原因,它把相关性分为广义自相关性和
广义相关性两种类型,并用这两种相关性来刻画各种逻辑关系的柔性. 
1.2.1   用广义自相关性描述模糊非运算的柔性 

广义自相关性是指一个命题与其非命题之间的关联性,它由模糊命题真值的测量误差所引起,并将影响到
模糊非命题的真值.广义自相关性表现的是一种连续变化的特性,其大小是用一个在[0,1]区间连续变化的广义
自相关系数 k(0≤k≤1)来表示的.k代表的是模糊非运算 N(x,k)的风险程度,它的一些特殊值的含义如下: 

当 k=1时,表示逻辑上的最大否定,对应于最冒险估计; 
当 k=0.5时,表示逻辑上的适度否定,对应于精确估计; 
当 k=0时,表示逻辑上的最小可能否定,对应于保险估计.并且当 k由 1→0时,N(x,k)能够在这些状态之间平

滑过渡,从而可以实现逻辑非运算的柔性化. 
1.2.2   用广义相关性描述模糊与/或运算的柔性 

广义相关性是指不同模糊命题之间的关联性,它将影响到二元复合命题的真值计算.泛逻辑学中的广义相
关性又包含了模糊命题之间的相生和相克关系.其中,相生关系是各种包容关系和共生关系的抽象,可用一个在
[−1,1]区间连续变化的相生系数 g来描述,当 g=1时,表示为最大相吸状态;g=0时,表示为独立状态;g=−1时,表示
为最大相斥状态.相克关系是各种抑制关系(如敌对关系和生存竞争关系)的抽象,可用一个在[−1,1]区间连续变
化的相克系数 f 来描述,当 f=1 时,表示为最大相克状态;f=0 时,表现为僵持状态;f=−1 时,表示为最小相克 
状态. 

实际上,最小相克与最大相斥是同一种状态,即相生性与相克性的分界线.它说明,相生性与相克性既相互
独立,又可连续过渡.泛逻辑学对广义相关性的这种连续变化特性是用一个统一描述相关性大小的广义相关系
数 h(0≤h≤1)来表示的.对 h的一些特殊值,受其控制的与运算 T(x,y,h)和或运算 S(x,y,h)的情况如下: 

h=1,表示最大相吸状态,T(x,y,1)=min(x,y),S(x,y,1)=max(x,y),这是著名的 Zadeh算子. 
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h=0.75,表示独立相关状态,T(x,y,0.75)=xy,S(x,y,0.75)=x+y−xy,这是著名的概率算子. 
h=0.5,表示最大相斥或最小相克状态,T(x,y,0.5)=max(0,x+y−1),S(x,y,0.5)=min(1,x+y),这是著名的有界算子. 
h=0,表示最大相克状态,T(x,y,0)=ite{min(x,y)|max(x,y)=1;0},S(x,y,0)=ite{max(x,y)|min(x,y)=0;1},这是著名的

突变算子.其中 ite{β|α;γ}是条件表达式.如果α则β,否则γ. 
可见,当 h在[0,1]区间由 1→0时,T(x,y,h)和 S(x,y,h)能够在这些状态之间平滑过渡,这就为实现与/或关系的

柔性化提供了可能. 

1.3   泛逻辑学实现模糊逻辑关系柔性化的方法 

泛逻辑学实现模糊逻辑关系柔性化的基本方法是,首先根据不确定性问题的模糊测度是否存在误差,将其
划分为零级不确定性问题或一级不确定性问题,然后对零级或一级不确定性问题,分别用零级范数完整簇或一
级范数完整超簇来处理. 
1.3.1   零级/一级不确定性问题 

零级不确定性问题是指模糊测度无误差,能够精确得到模糊命题真值的问题.此时,k=0.5,模糊非运算是单
一的,即 N(x,0.5)=N(x)=1−x.但由于广义相关性的存在,模糊与/或/蕴含/等价等运算并不单一,而是一组受 h 控制
的变化的公式簇,即零级 T/S/I/Q范数完整簇. 

一级不确定性问题是指模糊测度有误差,不能精确得到模糊命题真值的问题.此时,k≠0.5,模糊非运算不再
单一,而是一组受 k控制的变化的公式簇,即 N性生成元完整簇.同样,由于广义相关性的存在,其模糊与/或/蕴含/
等价等算子也不单一,而是一组受 k和 h控制的变化的公式簇,即一级 T/S/I/Q范数完整超簇. 
1.3.2   N范数与 N范数完整簇 

N 范数是三角范数理论中研究的一个涉及模糊非运算的算子,也是泛逻辑学研究模糊非运算的数学基础.
利用 N范数,可以从理论上解释和定义广义自相关性对模糊非运算模型的影响. 

在零级不确定性问题中,k=0.5,模糊非运算为 N范数的一个特例.但在一级不确定性问题中,k≠0.5,模糊非运
算 N(x)≠1−x.这时,需要用一个受 k 控制的广义自相关性修正函数来对误差进行修正,这个修正函数被称为一级
泛逻辑运算的 N性生成元完整簇,由它又可生成 N范数完整簇.常用的 N性生成元完整簇模型有多项式模型和
指数模型两种,与其对应的 N范数完整簇也有多项式模型 N1和指数模型 N2两种.它们分别是: 

λλλλ /)1)1(/)21(),1/()1(),( 2/12
1 −+=−=+−= kkkxxkxN 或其中 , 

nnn kknxkxN /1
2

/1
2 2log/1,)1(),( −=−=−= 或其中 . 

由于广义自相关系数 k 是连续变化的,因此会有无限多个连续的 N 算子.其中,k=0.5 仅是 N 算子的一个特
例,其值 N(x,k)=N(x,0.5)=N(x),此时 N算子退化为 Zadeh算子. 
1.3.3   T/S范数完整簇与 T/S范数完整超簇 

T 范数和 S 范数是三角范数理论研究中涉及到模糊与/或运算的两个算子,也是泛逻辑学研究模糊与/或运
算的数学基础.利用 T/S范数,可以从理论上解释和定义广义相关性对模糊与/或运算模型的影响. 

(1) 零级 T/S范数完整簇 
对零级不确定性问题,模糊与/或运算仅受广义相关性的影响,因此可分别用两个仅受 h 控制的函数 F0(x,h)

和 G0(x,h)来表示这种影响.这两个函数分别被称为零级 S 性生成元完整簇和零级 T 性生成元完整簇,由它们所
分别生成的零级 T范数完整簇 T(x,y,h)和 S范数完整簇 S(x,y,h)如下: 

T(x,y,h)=(max(0m,xm+ym−1))1/m,m∈R,h∈(0,1), 
S(x,y,h)=1−(max(0m,(1−x)m+(1−y)m−1))1/m,m∈R,h∈(0,1), 

其中,m=(3−4h)/(4h(1−h));h=(1+m)−((1+m)2−3m)1/2)/(2m). 
由于广义相关系数 h是连续变化的,因此会有无限多个连续的 T(x,y,h)算子和 S(x,y,h)算子.其中,h=1是 T算

子的一个特例,其值 T(x,y,h)=T(x,y,1)=T(x,y),退化为 Zadeh算子.同样,h=1也是 S算子的一个特例,其值 S(x,y,h)= 
S(x,y,1)=S(x,y),也退化为 Zadeh算子. 

(2) 一级 T/S范数完整超簇 
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对一级不确定性问题,h和 k都会对模糊与/或运算产生影响,因此需要分别用两个均受到 h和 k控制的函数
F(x,h,k)和 G(x,h,k)来表示这种影响.这两个函数分别被称为一级泛逻辑运算的 T性生成元完整超簇和 S性生成
元完整超簇.由它们又可分别生成一级 T 范数完整超簇 T(x,y,h,k)和一级 S 范数完整超簇 S(x,y,h,k).以纯指数型
为例,一级 T/S范数完整超簇分别为 

T(x,y,h,k)=(max(0nm,xnm+ynm−1))1/nm, 
S(x,y,h,k)=1−(1−(1−max(0m,(1−xn)m+(1−yn)m−1))1/m)1/n,m∈R,h∈(0,1), 

其中,n=−1/log2k,k∈(0,1);k=2−1/n,n∈R+,m=(3−4h)/(4h(1−h));h=((1+m)−((1+m)2−3m)1/2)/(2m),h∈(0,1),m∈R. 
同样,由于广义自相关系数 k 和广义相关数 h 是连续变化的,因此也会有无限多个连续的 T(x,y,h,k)算子和

S(x,y,h,k)算子.其中,k=0.5是一个特例,此时,T(x,y,h,k)和 S(x,y,h,k)均退化为零级模型. 
1.3.4   T/S相容算子簇 

上述 T/S算子簇都是与/或运算的近似公式,当 k=0.5,h∈[0.5,1]时,经典模糊测度满足可加性,其 T/S算子满足
相容律,可使用精确的 Frank算子簇.Frank算子簇是目前唯一被发现的一对相容算子簇,其定义为 

)).1)/(1)(1(1(log1),,(
)),1)/(11)((1(log),,(

11 −−−+−=
−−−+=

−− aaahyxS
aaahyxT

yx
a

yx
a  

对应的 T/S性生成元分别为 

.),1)/(1((log)(
,)),11)/(((log1)(

1
+

−
+

∈−−=
∈−−−=
Raaaxg

Raaaxf
x

a

x
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从 Frank算子簇的定义可以看出: 
当 a→0时,T(x,y,h)→T3,S(x,y,h)→S3,对应于 h→1, 
当 a→1时,T(x,y,h)→T2,S(x,y,h)→S2,对应于 h→0.75, 
当 a→∞时,T(x,y,h)→T1,S(x,y,h)→S1,对应于 h→0.5. 
Frank 算子簇是零级算子簇,它只有相容部分,没有相克部分,仅适应于 h∈(0.5,1)的情况,即概率逻辑的讨论

范围. 
1.3.5   I/Q范数完整簇与 I/Q范数完整超簇 

对于泛蕴含算子 I和泛等价算子Q,也可根据零级/一级不确定性问题的划分,将其分为零级 I/Q范数完整簇
和一级 I/Q范数完整超簇,并且它们都可以由前面讨论过的不同级别的 N/T/S算子直接推出.至于其推导过程和
由该过程所导出的零级 I/Q 范数完整簇 I(x,y,h)/Q(x,y,h)和一级 I/Q 范数完整超簇 I(x,y,h,k)/Q(x,y,h,k)可参考文
献[2]. 

通过以上讨论可以看出,无论是 N/T/S/I/Q 范数完整簇,还是 T/S/I/Q 范数完整超簇,都是受 k 或 h 控制的连
续函数.因此,由它们所描述的模糊逻辑关系也都应该是连续变化的,即真正实现了模糊逻辑关系的柔性化. 

2   基于泛逻辑学的概率逻辑关系柔性化问题 

概率是解决因随机引起的不确定性问题的一种有效方法,在现有的不确定推理方法中有不少是基于概率
论的,例如确定性理论、主观 Bayes方法、证据理论等.但是,这些不确定性推理方法也仅仅是基于概率,而不能
真正实现逻辑框架内的概率逻辑不确定推理.产生这种现象的主要原因是概率逻辑自身存在着缺陷,尤其是存
在着逻辑关系的刚性化问题. 

2.1   概率逻辑研究概述 

概率逻辑是由 Keynes 于 1921 年首先提出的,虽然目前已有多种不同的逻辑模型,但它们都还很不完善,各
种模型都存在着自身的缺陷. 
2.1.1   概率逻辑的概念 

在基于σ代数的标准概率论中,概率是定义在标准概率空间(Ω,B,P)上的.它满足非负性、规范性、可列可加
性、有限可加性、次可加性、可减性、单调性、P(Φ)=0及 P(¬a)=1−P(a)等,常用的概率运算主要包括:补、加、
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乘、条件概率等. 
按照 Carnap 的观点,概率应分为两大类,一类是逻辑概率,是指概率的逻辑解释;另一类是统计概率,是指概

率的频率解释.概率逻辑就是指概率的逻辑解释,它是在概率空间上定义的一个逻辑体系. 
2.1.2   传统概率逻辑的主要模型 

传统概率逻辑模型主要包括基于标准概率空间的标准概率逻辑模型,基于概率最大熵原则的可能世界模
型,以及扩充概率空间的条件事件代数模型. 

(1) 标准概率逻辑模型 
该模型是指在标准概率空间上建立的一种标准概率逻辑体系 .卡尔纳普 (Carnap)概率逻辑和波普尔

(Popper)概率逻辑是这种模型的两个典型代表[4]. 
Popper 概率逻辑包括 Popper 先验概率和 Popper 条件概率.其中,Popper 先验概率是由 Popper 基于概率逻

辑的自主性描述于 1938年提出的先验概率函数来定义的,该函数的基本性质包括:非负性、正规性、可加性、
交换律、结合律、幂等律.Popper 先验概率函数的这些基本性质通常被看做是先验概率函数的标准公理系
统.Popper条件概率是由 Popper本人基于概率逻辑的自主性描述,分别于 1955年和 1959年提出的条件概率函
数来定义的,该条件概率函数的基本性质包括:非负性、正规性、可加性、乘法律、左交换律、右交换律. 

Carnap 概率逻辑也包括 Carnap 先验概率和 Carnap 条件概率 ,其先验概率和条件概率分别是由
Carnap(1950)函数和 Carnap(1952)函数所描述的.其中,Carnap(1950)函数实际上是在前述 Popper 先验概率函数
标准公理系统的基础上,增加了以下限制条件: 

“如果 P(a)=0,那么 a是逻辑假” 
后所得到的. 

(2) 可能世界概率逻辑模型 
该模型是 Nilsson于 1986年基于概率分布的最大熵原则提出的一种表示不确定推理的概率逻辑模型[5],该

模型的概率逻辑空间可用一个四元组(Γ,Ω,Π,P)来表示.其中:Γ是经典逻辑中的命题集,Ω是Γ的相容真值指派
域,Π是Γ上的概率逻辑真值分布,P 是Ω上的一个概率分布.它们之间的关系可用矩阵表示为Π=VP.该矩阵表示
形式实际上是一个非线性方程组. 

(3) 条件事件代数模型 
条件事件代数是在确保规则概率与条件概率相容的前提下,把布尔代数上的逻辑运算推广到条件事件(规

则)集合中得到的一个代数系统.在二值逻辑中,逻辑蕴含算子“→”是一个重要的推理公式,但在概率逻辑中,却
不能用 P(b→a)对 P(a|b)进行度量.Lewis 定理表明,在概率空间中无法给出一种与 P(a|b)相一致的 P(b→a)的定
义.其主要原因是,在基于σ代数的标准概率论中,概率空间是由一些非条件事件及其相应的概率分配所决定的,
而条件事件在概率空间(Ω,B,P)中没有被定义 .因此 ,基于标准概率空间的概率逻辑也就无法进行条件推理 
了[6,7]. 

要解决条件概率推理问题,就必须对仅包含基本事件的标准概率空间(Ω,B,P)进行扩充,使其能够包含条件
事件.关于条件事件代数的定义,现有多种描述方式,GNW 条件事件代数是其中较有代表性的一种[6,7].该代数系
统是从标准概率空间出发,去寻找一个新的可测空间(Ω0,B0,P0),使该可测空间不仅包含概率论中的基本事件,而
且还包含诸如“if  E  then  H”等规则形式的“条件事件”,这样就可以进行条件推理了. 
2.1.3   传统概率逻辑模型的简单分析 

从上述传统概率模型的介绍可以看出,标准概率逻辑模型并没有突破标准概率空间的限制,是一种在逻辑
框架内解决概率逻辑不确定性推理的方法.但由于标准概率空间中仅包含了基本事件,没有包含条件事件,因此
它无法实现逻辑框架内的条件推理.另外,该模型中定义的逻辑关系都是刚性化的,这种刚性化的逻辑关系无法
满足现实问题对逻辑关系柔性化的需求. 

可能世界概率逻辑模型是通过扩充概率空间来实现的.尽管它可以用类似于经典逻辑中的假言推理来解
决概率推理中的概率蕴含问题,但仍存在以下两个严重问题:第 1,这种模型仅适应于命题集较小的情况,当命题
集较大时,非线性方程组的次数会随命题集中命题个数的增加而升高;第 2,利用解方程组的方法超出了逻辑学
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的范畴,未能在逻辑框架内解决问题. 
GNW条件事件代数模型虽然通过扩充概率逻辑空间能够解决条件推理问题,但也存在两个严重缺陷:第 1,

该模型不是完全布尔型的,概率论中的一些典型定理在该模型中已不再适用;第 2,对概率测度 P 扩张以后得到
的 P0,也已不是一个概率测度.例如, 

P0((a|b)∨(c|d))≠P(a|b)+P(c|d)−P((a|b)∧(c|d)). 
此外,当 bd=∅时,有 

P0((a|b)∧(c|d))=0,P0((a|b)∨(c|d))=1. 
这些都是人们所不希望的.因此,条件事件代数也不是在逻辑框架内解决概率逻辑推理问题的最佳方法. 
通过对这些传统概率模型的分析可以看出,要解决概率逻辑关系的柔性化问题,实现逻辑框架内的概率逻

辑不确定推理,必须寻求新的逻辑学模型.泛逻辑学的出现为解决这一问题提供了可能. 

2.2   概率逻辑关系柔性化的思想 

从泛逻辑学的角度来看,广义相关系数 h=0.75是一种独立相关状态,对应着概率算子: 
T(x,y,0.75)=xy, S(x,y,0.75)=x+y−xy. 

它说明,现有概率逻辑仅是泛逻辑学在 k=0,h∈[0.5,1]时的一种特例.基于泛逻辑学的这一思想,从逻辑关系
柔性化的角度分析概率逻辑算子¬,∨,∧及|,可得到以下两个重要启示: 

(1) 概率逻辑作为泛逻辑学在 k=0.5,h∈[0.5,1]时的一个特例,其算子将受到广义相关系数 h 的影响.即当 h
在区间[0.5,1]中发生变化时,概率逻辑算子应该随着 h 的改变而作柔性变化.但是,现有概率逻辑算子¬,∨,∧都没
有考虑广义相关性的影响,也都没有建立这些逻辑算子和 h 之间的联系.实际上,应该能够在泛逻辑学框架内建
立起这种受 h控制的柔性的¬,∨,∧算子函数. 

(2) 条件概率 P(a|b)虽然考虑到了独立性,也定义了独立相关时的条件概率公式,但对非独立相关时的条件
概率却没有建立起它与 h之间的联系.事实上,独立性与条件概率存在以下关系: 

当 a与 b相互独立(即 h=0.75)时,P(a|b)=P(a∧b)/P(b)=(P(a)×P(b))/P(b)=P(a); 
当 a与 b互不独立(即 0.5≤h<0.75或 0.75<h≤1)时,P(a|b)=P(a∧b)/P(b). 
它说明,广义相关性与条件概率之间是存在一定联系的,我们应该能够在泛逻辑学框架内用一个受 h 控制

的条件概率函数来描述它们之间的这种联系. 

2.3   概率逻辑关系柔性化的方法 

由于泛逻辑学在 k=0.5,h∈[0.5,1]时所研究的问题对应于概率逻辑问题,这就为我们在泛逻辑学框架内解决
概率逻辑关系柔性化问题提供了理论依据. 

在泛逻辑学中,k=0.5 属零级不确定性问题,因此可用其零级 N/T/S 泛数完整簇来构造柔性的概率逻辑算子
函数,包括¬,∨,∧,|等.以条件概率算子“|”为例,可将描述与运算的 T范数完整簇: 

mmmm yxhyxT
1

))1,0(max(),,( −+= , 
代入条件概率公式 P(b|a)=P(a∧b)/p(a)中,即用 T(x,y,h)替换 P(a∧b),再经转换、化简即可. 

又由于当 h∈[0.5,1]时,概率逻辑的与/或运算满足相容律,即 
P(a∨b)+P(a∧b)=(P(a)+P(b)−P(a∧b))+P(a∧b)=P(a)+P(b). 

因此,可使用精确的 Frank相容算子簇来构造概率逻辑的¬,∨,∧,|等算子函数. 
按照这种方法,就可以在泛逻辑学框架内建立起一个柔性化的新的概率逻辑体系.这种新的概率逻辑体系

能够改进经典概率逻辑的推理性能.仍以条件概率为例,由于经典概率论中的条件概率是基于独立性定义的,并
没有考虑广义相关性的影响,因此盲目使用条件概率就有可能会出现偏差.而对受 h 控制的新的条件概率函数,
则可避免这种偏差,保证条件概率使用的正确性. 
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3   结  论 

泛逻辑学对模糊逻辑关系柔性化的研究,为在逻辑框架内解决逻辑关系的柔性化问题指明了方向,是逻辑
学发展史上的又一次飞跃.基于泛逻辑学的思想和方法,在逻辑学框架内建立起柔性化的新的概率逻辑体系,不
仅对概率逻辑,而且对基于概率的各种不确定性推理方法都将具有重要的学术意义和实用价值. 
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