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Abstract: Outliers are data values that lie away from the general clusters of other data values. It may be that an 
outlier implies the most important feature of a dataset. In this paper, a new fuzzy kernel clustering algorithm is 
presented to locate the critical areas that are often represented by only a few outliers. Through mercer kernel 
functions, the data in the original space are firstly mapped to a high-dimensional feature space. Then a modified 
objective function for fuzzy clustering is introduced in the feature space. An additional weighting factor is assigned 
to each vector in the feature space, and the weight value is updated using the iterative functions derived from the 
objective function. The final weight of a datum represents a kind of representativeness of the corresponding datum. 
With these weights, the experts can identify the outliers easily. The simulations demonstrate the feasibility of this 
method. 
Key words: outlier; fuzzy; kernel function; feature space; clustering algorithm 

摘  要: 一般说来,离群点是远离其他数据点的数据,但很可能包含着极其重要的信息.提出了一种新的离群模

糊核聚类算法来发现样本集中的离群点.通过 Mercer 核把原来的数据空间映射到特征空间,并为特征空间的每
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个向量分配一个动态权值,在经典的 FCM 模糊聚类算法的基础上得到了一个特征空间内的全新的聚类目标函

数,通过对目标函数的优化,最终得到了各个数据的权值,根据权值的大小标识出样本集中的离群点.仿真实验的

结果表明了该离群模糊核聚类算法的可行性和有效性. 
关键词: 离群;模糊;核函数;特征空间;聚类算法 
中图法分类号: TP18   文献标识码: A 

离群点是样本集中一些远离其他数据点的数据,离群点可能是表明一些特殊的情况信息,对这种离群点要

加以重点地研究和分析;也有可能是在收集数据的过程中造成错误从而导致了离群点的出现,对于这种离群点

要剔除.由于离群点在整个数据集中只占很小的一部分,所以以前在处理数据的时候,往往会把这些离群点忽略

掉,从而导致一些重要信息的丢失.近几年,对于离群点的发现越来越引起人们的关注.很多学者提出了不同的

发现离群点的方法.总的说来,目前主要有两类发现离群点的方法:主观发现法和客观发现法.在主观方法中,用
户直接把自己的知识融入定义参数的过程中,如“非常远”、“低密度”等,从这一点来说,主观发现方法对于不同

的用户可能会导致不同的结果,并且其可扩展性也比较差[1],而且这种主观发现的方法只适用于一些小数据集,
对于大数据集来说,将是一个非常耗时的过程.在客观发现的方法中,算法将根据数据点的分布情况,自动地发

现一些离群点.文献[2]给出了一种基于图形方法的客观发现方法,这种方法通过构建一个 box plot 来描述数据

样本的分布情况.实际上,已经有学者开始把模糊聚类算法应用于发现离群点的过程中,并取得了很好的结果[3],
该算法是基于 FCM 模糊聚类算法,通过对每一个样本分配一个动态的权值,从而最终通过权值发现离群点,该
算法对于线性可分的数据集能取得较好的效果.实际上,现实生活中常常会出现一些线性不可分但非线性可分

的数据集,对于这种数据集,文献[3]的算法将不能很好地聚类并发现相应的离群点.我们知道,对于非线性可分

的数据样本,可以在其特征空间内进行线性的聚类[4],很多非线性聚类技术就是采用了这种思想,如支撑向量机
[5]、非线性区分分析[6]等.为此,本文提出了一种新的离群模糊核聚类算法,通过 Mercer 核函数,我们首先把数据

样本空间映射到特征空间,对特征空间的每一个向量分配一个动态的权值,并在 FCM 模糊聚类的基础上得到一

个新的包括向量权值的目标函数,在特征空间内,通过对该新目标函数的优化,最终得到了各个数据点的权值,
从而根据这个权值发现数据样本中的离群点.该算法对于非线性可分的数据样本集仍能够给出令人满意的聚

类效果,并发现样本集中的离群点.并且,也从理论上证明了离群模糊核聚类算法的收敛性.仿真实验验证了该

算法的有效性和可行性. 

1   离群模糊核聚类算法 

1.1   Mercer核 

设 ),...,2,1( KkRx N
k =∈
v

是观察空间内的一组样本集,用一个非线性连续函数φ对这组样本进行映射,就能得

到高维空间 H 中的一组向量集, )( 1xvφ , )( 2xvφ ,…, )( Kxvφ ,这样,特征空间中的点积就能用观察空间中的核来表示: 
v ))()((),( jiji xxxxK vvv φφ ⋅=  (1) 

vv
所有的这些样本就组成了一个核函数矩阵 ),( jiij xxKK = [7] ,这是众多非线性分类技术的基础 ,如支撑向量 

机[4]、非线性区分分析[5]等.核函数具有以下两个特征: 
• 对称性 

 ),(),( xyKyxK vvvv
=  (2) 

• 满足 Cauchy-Schwarz 不等式 

 ),(),(),( 2 yyKxxKyxK vvvvvv
≤  (3) 

目前,对于核函数的选择还没有一个通用的标准,常用的核函数有以下几种: 
• 多项式核函数 

 dyxyxK )1(),( +⋅=
vvvv  (4) 

其中 d 是用户定义的整数. 
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• 高斯核函数 

 






 −−
= 2

2

2
||||exp),(

σ
yxyxK
vv

vv  (5) 

其中σ为高斯函数的宽度. 
• 二层神经网络 sigmoidal 核函数 

 ))(tanh(),( cyxbyxK −⋅−=
vvvv  (6) 

其中 b,c 是用户自定义的参数. 
上述高斯核函数是最常用的核函数,因为高斯核函数所对应的特征空间是无穷维的,有限的样本在该特征

空间中肯定是线性可分的.在本文中,将采用高斯核函数作为映射函数. 

1.2   离群问题 

对于离群问题的定义,很多学者对于不同问题提出了不同的定义,但其内在含义是一致的,即离群点是在收

集数据的过程中由于误操作或者异常情况的出现,从而出现了一些不符合正常特征的数据点.对于这些离群点,
如果是由于误操作而得到的,则要剔除掉,从而提高数据样本的质量;如果是由于出现了新规律而导致离群点的

产生,则应该对这些点加以重点的分析.在以前的数据处理中,常常会把离群点当作小概率事件而不加以处理,
从而造成了很大的损失.当前,对于发现离群点越来越引起人们的注意.图 1 中类似 1,2 两点的数据与其他数据

样本的性质不同,本文所提出的离群模糊核聚类算法就是为了发现这些离群数据以供专家对其作进一步的 
分析. 
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1.3   离群模糊核聚类算法 

许多聚类的算法是基于平方误差

通常的目标函数定义成如下形式: 

 J

其中 C 是类别数, ]1,0[∈ikµ 是 kxv 属于

地发现离群点,文献[3]为每一个样本点

 XJ (

其中 是第 k 个样本的权值,且kw ∑
=

K

k
w

1

当用一个平滑而连续的非线性核
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Fig.1  A sample dataset with outliers 
图 1  含有离群点的数据样本 

和的方法[8,9].给定观察空间中的一个有限数据集合 ,),...,2,1( KkRx N
k =∈
v

 (7) ∑∑
= =

−−=
C

i

K

k

T
ikik

m
ik vxvxvUX

1 1
))((),,( vvvvµ

v
第 i 类的隶属度, kx 为第 k 个样本向量, ivv 表示第 i 类中心向量.为了更方便

分配了一个动态的权值,得到了如下目标函数: 

∑∑
= =

−−=
C

i

K

k

T
ikikq

k

m
ik vxvx

w
vU

1 1
))((1),, vvvvµ  (8) 

,w 为用户定义的一个常量. =k w

函数φ把数据样本集映射到高维空间 H 时, 

XxHR N vv
→→:φ , 
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原数据空间中的数据样本的拓扑结构将保持不变[6],所以,式(8)目标函数在特征空间 H 中就可以写成如下形式: 

 ∑∑
= =

−−=
C

i

K

k

T
ikikq

k

m
ikH mxmx

w
J

1 1
))()()((1 φφ φφµ vvvv  (9) 

其中 表示特征空间 H 中第 i 类的中心. φ
imv

应该注意到,JH 是由特征空间中的一系列的点积所构成的,正如前面所述,内积可以通过核函数来进行运

算.通过一个特定的核函数,内积就定义了一个到特征空间的非线性映射φ[4],所以特征空间中的平方和准则就

可以根据一个对称的 K×K 的核矩阵的元素写出,式(9)所定义的目标函数就可以写成 

 ∑∑
= =

=
C

i

K

k
ikq

k

m
ikH Q

w
J

1 1

1
µ  (10) 

其中, 

 ∑∑∑
= ==

+−=
K

j

K

l
jlilij

K

j i
kjij

i
kkik K

N
K

N
KQ

1 11
2

12
µµµ  (11) 

其中, , )∑
=

=
K

k
ikiN

1
µ ,( jiij xxkK vv

= 是所用的核函数, 表示特征空间中第 k 个向量到第 i 类中心的距离.式(10)将

作为离群模糊核聚类算法的优化目标函数. 

ikQ

众多研究成果已经表明,离群信息往往是数据样本集中最重要的特征[3],所以离群模糊核聚类算法的目标

是对普通数据样本分配一个小权值 (kw q
kw
1

就大),而一般地,离群点将远离任何一个类中心,从而分配一个大权

值 (kw q
kw
1

就小)给离群点.参数 q 在聚类过程中起到重要的作用:当 q 足够大时,每个数据样本的权重值将趋近

相等
K
w ,也就是说,权重对于所有的样本都有相同的影响;当 时,权重影响将达到最大. 0→q

下面导出 的迭代公式,考虑限制条件 ,由 Lagrange 函数可以得到下面的无限制的方程: kw ∑
=

=
K

k
k ww

1

 ∑∑∑
== =

−+=
K

k
k

C

i

K

k
ikq

k

m
ikH wwQ

w
J

11 1
)(1

λµ  (12) 

式(12)对 求偏微分可得 kw

 ∑
=

+ +⋅⋅⋅−=
∂
∂ C

i
ik

m
ikq

kk

H Q
w

q
w
J

1
1

1
λµ  (13) 

令 0=
∂
∂

k

H

w
J ,可求得 

 ∑
=

+ ⋅⋅⋅=
C

i
ik

m
ikq

k

Q
w

q
1

1

1
µλ  (14) 

由上式可求得 

 

1
1
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
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
⋅⋅

=
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qC
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Qq
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µ
 (15) 

根据 ,由式(15)得 ∑
=

=
K

k
k ww

1

 ∑
∑

=

+

=
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
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i
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m
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1
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µ
 (16) 
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所以, 

 ∑ ∑
= =

++ ⋅⋅⋅=
K

k
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i

q
ik

m
ik

q

w
Qq

1 1

1
1

1
1

1)( µλ  (17) 
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qC

i
ik

m
ik w

Qq µλ  (18) 

由式(14)、式(18)可得 

 w

Qq

Qq
w

K
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qC

i
ik

m
ik
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i
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m
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k ⋅
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i
ik

m
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qC

i
ik

m
ik

⋅
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






⋅









⋅

=
+

= =

+

=

∑ ∑

∑

1
1

1 1

1
1

1

µ

µ
 (19) 

这样,就导出了 的迭代公式.在对目标函数的优化过程中,很多学者提出了多种优化的方法,比如,文献

[8,10]提出了推测优化算法等.仿照著名的 FCM 模糊聚类算法,根据上述 Q 度量,很容易推导出下面的隶属度迭

代公式: 

kw

 

∑
=

−











=

C

j

m

jk

ik

ik

Q
Q

1

1
1

1µ  (20) 

在考虑类中心的迭代公式时,须考虑权值的关系: 

 
∑

∑

=

== K

j
ij

k

K

k
ik

i

x
m

1

1

µ

µ v

 (21) 

其中, q
k

m
ik

ik w
µµ = . 

离群模糊核聚类算法通过在高维空间进行模糊聚类,得到了相应数据样本的权值,从而发现数据样本集中

的离群信息,其复杂度与著名的 FCM 算法相同,也可以仿照 FCM 算法的相关证明而得到.该离群模糊核聚类算

法可以总结如下: 
离群模糊核聚类算法 FKCO(fuzzy kernel clustering with outliers). 
(1) 初始化算法参数 C,q,m,ε,其中 C 为聚类数目,q 为权重指数,m 为模糊因子,ε为一个很小的正数,设算法

迭代记数 t=1. 
(2) 初始化样本集中样本隶属度参数. 

(3) 根据式(11)计算向量样本到类中心距离 . 
)(t

ikQ

(4) 根据 ,重新计算每一样本向量的隶属度 . 
)(t

ikQ )(t
ikµ

(5) 根据式(19)计算得到每个样本向量权重系数 . )(t
kw

(6) 如果 ε>−− ))1()(( tJtJ HH , 1+← tt ,转(3). 

否则,算法终止. 
下面给出离群模糊核聚类算法的收敛性证明. 
定理 1. 在离群模糊核聚类算法中, ),...,2,1,,...,2,1( KjCiij ==µ 和 ),...,2,1( Kjwj = 是 JH 局部最优的必要条

件是

∑
=

−











=

C

k

m

kj

ij

ij

Q
Q

1

1
1

1µ 满足∑ 且 由式(19)得到,满足 限制条件. 
=

=
C

i
ij

1
1µ jw ∑

=

=
K

j
jw

1
w
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证明:首先假设 固定,问题就变成求 Jjw H 对 ijµ 的最小值且满足 限制条件由 Lagrange 函数可得: ∑
=

=
C

i
ij

1
1µ

  (22) ∑ ∑
= =









−−=

K

j

C

i
ijjHJWL

1 1
1),( µλλ

求得偏微分方程: 

 01),( 1 =−=
∂

∂ −
jijq

j

m
ij

ij

Q
w

mWL λµ
µ

λ  (23) 

 01),(
1

=−=
∂

∂ ∑
=

C

i
ij

j

WL
µ

λ
λ  (24) 

则由式(23)可解得 
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1
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把式(25)代入式(24)得 
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把式(26)代入式(25)得到隶属度迭代函数式(20). 

要证明 由式(19)得到,满足 限制条件,其过程类似于 迭代公式的推导,这里从略. □ jw ∑
=

=
K

j
j ww

1
jw

定理 2. 设 HJU =)(φ ,其中U KCij ×= ][µ , ) 固定且对所有的,...,2,1( Kjwj = KjCi ≤≤≤≤ 1,1 有 ,那么,U

是

0≠ijQ

)(Uφ 的一个局部最优,当且仅当 jw ,1( j ),...,2 K= 由式(19)算出. 

证明:必要性已由定理 1 证明得到.要证明其充分性,考虑由式(20)得到的 Lagrange )(Uφ 的 Hessian 矩阵

)(φH .由式(22)可得 
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其中 stµ 由式(20)得到 .从式(27)可以看出 为一对角阵 .由于对所有的 1 都有

, 0 ,所以上述 Hessian 矩阵 为一个正定阵.所以式(20)为最小化

)]([)( , UhUH ijst=

)(UH

,1, KjCi ≤≤≤≤

)U1 ijQ>m ,0 >> jw (φ 的充分条件. □ 

定理 3. 设 HJW =)(φ , U KCij ×= ][µ 固定,对所有 Ci ≤≤1 , Kj ≤≤1 都有 0≠ijQ , 1 ,那么 是>m ),...,2,1( Kjwj =

)(Wφ 的局部最优,当且仅当 )K,...,2,1( jw j = 由式(19)所计算出. 

证明:必要性由前面的定理已经证明出.要证明其充分性,由式(12)可得: 
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也就是说,其 Hessian 矩阵为一个正定阵,所以式(19)是优化 )(Wφ 的充分条件. □ 

由定理 2、定理 3 能够证明得到 

 )  (29) ,(),( 11 tt
H

tt
H WUJWUJ ≤++

也就是说,JH 是 t 的递减函数,所以,离群模糊核聚类算法将最终收敛. 
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2   仿真实验 

为了测试本文提出的模糊核聚类算法的性能,分别用线性可分、线性不可分以及高维的数据样本集进行测

试.实验表明,模糊核聚类算法对这 3 种数据样本集都能取得令人满意的结果. 
实验 1. 首先,我们把离群模糊核聚类算法应用于线性可分的样本集.图 2 显示了该数据样本集.我们对该

样本集进行了 3 种算法的实验:FCM(如图 3 所示)、文献[3]中的算法(如图 4 所示)以及离群模糊核聚类算法(如
图 5 所示).设 m=2,q=1,w=200. 
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算法对该数据样本集的聚类效果以及根据   图 5  FKCO 算法对该数据样本集的聚类 
权重线标识离群点的结果图              效果以及根据等权重线发现离群点的结果图 

5 可以看出,当算法结束时,根据最终得到的权值,可以作出等权重线,在一定的等权重线之外的

是该样本集在该权重下的离群点,权重的选择由专家给出.对于线性可分的数据样本集,离群模

对数据样本集取得令人满意的聚类效果,并在发现离群点的过程中,取得了与文献[3]相似的结

出,本文所提离群模糊核聚类算法其权值变化幅度较小,也就是说,对待离群点更谨慎些,而这一

待离群点的正常思维方式. 
这个实验中,一个线性不可分的数据样本集被用来测试离群模糊核聚类算法的性能.图 6 给出了

图 7 显示了 FCM 的聚类效果,文献[3]中的算法的聚类效果如图 8 所示.从图 7、图 8 可以看出,
和文献[3]中算法均是在观察空间中聚类,所以这两种算法对于此种样本集将不能给出令人满意

]中的硬核聚类算法的聚类效果如图 9、图 10 给出了离群模糊核聚类算法的分类效果以及根据

群点的结果,由于这两种算法均为在特征空间中进行聚类,所以虽然算法不一样,但都能取得较
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好的聚类效果.另外,由于本文提出的算法加入了权值的概念,所以能够更容易地发现样本集中的离群点.设参

数 m=2,q=1,w=200. 
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图 10  离群模糊核聚类算法的聚类以及发现离群点的结果 

从上面的结果可以看出,对于线性不可分的数据样本集,传统的聚类算法如 FCM 以及其变形算法[3]将要失

败,当把数据空间用核函数映射到其特征空间以后,就能取得较好的聚类效果.根据最终得到的权重,离群模糊
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核聚类算法就能很容易地发现离群信息. 
实验 3. 这个实验将把著名的 IRIS 数据样本集作为测试样本测试本文所提算法处理高维数据样本集的能

力.表 1 对比了本文提出的 FKCO 算法以及文献[3]中算法分别对于 IRIS 数据样本集的聚类效果.从结果可以看

出,当映射到高维空间以后,FKCO 对于高维的 IRIS 数据样本集聚类结果要优于 FCM 以及文献[3]中的算法. 
Table 1  Comparison of clustering performances on IRIS dataset 

表 1  IRIS 数据样本集聚类结果对比 
Algorithms Numbers of data wrongly clustered 

FCM 15 
FKCO 14 

The algorithm in Ref.[3] 16 
众所周知,研究已经发现,在 IRIS 数据样本集中没有明显的离群信息,也就是说权值的变化范围越小越能体

现这一特性.为了证明这一点,表 2 分别给出了 FKCO 算法以及文献[3]中算法权重变化范围 ( )jijiw ww −=
,

maxV ,

由表 2 可以看出,FKCO 算法的权重变化范围要小于文献[3]中算法权值变化范围.所以这一点也从另外一个侧

面说明了当映射到高维空间以后,算法具有更强的分辨效率. 
Table 2  Weight’s change scopes between two algorithms 

表 2  两种算法权值变化区域 Vw 比较 
Algorithms  Weight’s change scope Vw 

FKCO   2.979 6 
The algorithm in Ref.[3]   3.365 4 

3   结  论 

本文提出了一种新的离群模糊核聚类算法.该算法首先用核函数把原数据空间映射到特征空间,通过为特

征空间中的向量分配一个动态的权值,最终在得到好的聚类的同时,能借助权值发现样本集中的离群点;特别是

对于一些线性不可分的样本集,在运用传统算法失败的情况下,离群模糊核聚类算法仍然能在取得良好的聚类

效果的同时发现其离群点.同时,我们也证明了离群模糊核聚类算法的收敛性.仿真实验表明了离群模糊核聚类

算法的有效性. 
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