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Abstract: A technique for metric reconstruction based on one triplet of corresponding vanishing line in three 
images is proposed in this paper. Firstly, the infinite homography is computed by using the vanishing line 
correspondence and the modulus constraint. Then the camera intrinsic parameters are determined linearly by using 
the property that the infinite homography preserves the image of the absolute conic. Finally a metric reconstruction 
is obtained. Experiments with simulated data as well as with real images show that the proposed method is workable 
and applicable in real applications. 
Key words: corresponding vanishing line; plane at infinity; infinite homography; camera calibration; metric 

reconstruction 

摘  要: 提出了一种由 3 幅图像间一组对应消失线进行度量重建的方法.首先利用对应的消失线和模值约束

计算出无穷远平面的单应矩阵,然后根据无穷远平面的单应矩阵保持绝对二次曲线的像不动的性质,线性求解

摄像机内参数,最后得到度量重建.模拟实验和真实图像实验均验证了这种度量重建方法的可行性和正确性. 
关键词: 对应消失线;无穷远平面;无穷远单应矩阵;摄像机标定;度量重建 
中图法分类号: TP391   文献标识码: A 

从图像序列重建出场景的三维结构是计算机视觉的主要目标之一.目前,它仍然是计算机视觉领域中的研

究热点之一.根据已知信息的不同,三维场景重建主要有以下两类方法:一类是在摄像机运动参数(或称摄像机

的外参数)的某些约束[1]或摄像机内参数的某些约束[2,3]下进行的三维重建;另一类是在场景几何结构[4]的某些

约束下进行的三维重建. 

                                                             

∗ Supported by the National Natural Science Foundation of China under Grant Nos.60075004, 60275009 (国家自然科学基金); the 

National High-Tech Research and Development Plan of China under Grant No.2002AA422230 (国家高技术研究发展计划(863)) 

作者简介: 祝海江(1971－),男,江西樟树人,博士生,主要研究领域为计算机视觉,三维重建;吴福朝(1957－),男,研究员,博士生

导师,主要研究领域为计算机视觉,人工智能. 

 



 祝海江 等:基于一组对应消失线的度量重建 667 

就场景几何结构约束的三维重建方法而言,文献[5~7]都要求场景中包含 3组不同的平行方向或 3个互相垂

直的方向,先由场景的图像估计出消失点,然后对摄像机进行标定,进而实现度量重建.文献[8]则综合利用由场

景中的几何关系(例如建筑物的平行和垂直关系)得到的约束以及关于摄像机的约束对摄像机进行标定,并且通

过计算一个物体平面的圆环点,给出对物体平面图像进行校正的方法.文献[9]研究了基于矩形标定摄像机内参

数的线性方法.该方法首先通过空间平面上两个非平行矩形的图像来计算两个圆环点的图像,然后由圆环点对

摄像机内参数的约束方程来标定摄像机的内参数.总之,以上方法是直接从图像到欧氏空间的重建,要么需要计

算出圆环点,要么需要较多的几何信息. 
在上述方法中,大多都可以归结为从 3 组对应消失线实现度量重建.本文将给出仅从一组对应消失线进行

度量重建的方法.首先,我们利用一组对应消失线和模值约束[10]求解无穷远平面的单应矩阵,通常利用模值约束

需要求解一个三元四次方程组,而本文仅需求解一元四次方程;然后,再利用无穷远平面的单应矩阵保持绝对二

次曲线像不动的性质线性求解摄像机内参数;最后得到度量重建.我们还进一步讨论了这种方法的退化条件.与
其他基于几何信息的重建方法相比较,本文的方法主要优点如下: 

(1) 它是一个分层重建的过程,即从图像到射影空间,再到仿射空间,最后到欧氏空间的重建过程.这样的重

建过程要比直接从图像到欧氏空间的重建鲁棒. 
(2) 它是基于直线的重建,而不是基于圆环点在图像平面上的图像点的重建,从而提高了算法的鲁棒性. 
(3) 它需要的几何信息少,仅需要已知每幅图像上的 1 条消失线.这在许多场景(特别是人造场景)中都可以

得到.例如,从空间中一组平行平面或从空间中任意两组平行线等等,都能获得一条消失线. 

1   无穷远平面的单应矩阵与对应消失线 

1.1   五参数模型 

在本文中,摄像机模型为经典的小孔模型,即摄像机的内参数矩阵为 
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其中, 表示主点坐标, 分别为图像 轴和 轴上的尺度因子,),( 00 vu vu ff , u v s 是畸变因子.并且假定摄像机在移动

过程中,内参数保持不变. 

1.2   无穷远平面的单应矩阵 

一条直线的消失点(vanishing point)是该直线与无穷远平面的交点(即无穷远点)在图像平面上的投影点.三
维空间中的一组平行线相交于一个无穷远点,因此平行直线有相同的消失点,即消失点只与直线的方向有关而

与直线的位置无关.平面的消失线(vanishing line)是该平面与无穷远平面的交线(即无穷远直线)在图像平面上

的像直线.三维空间中的平行平面相交于一条无穷远直线,因此消失线只与平面的法方向有关而与平面的位置

无关.两个消失点惟一确定一条消失线. 
若设 与 分别是无穷远平面上的点 在两幅图像平面上的图像点,如果矩阵 使得 x x′ ∞X ∞H

,0 xHx ∞=′λ  
其中 0λ 为非零常数因子,则称矩阵 为无穷远平面关于两幅图像间的单应矩阵.单应矩阵在相差一个非零常

数因子的意义下是惟一的,它实现了两幅图像上像点之间的一一对应关系. 
∞H

无穷远直线在两幅图像平面上的像直线之间也存在对应关系,这个对应关系也可以通过无穷远平面的单

应矩阵来描述.更确切地说,令无穷远直线 在两幅图像中的像直线分别记为 和 ,则必有 ∞L 1
∞L 2

∞L

  (1) 21
1 )( ∞∞∞ = LHL Tλ

其中λ1 为非零常数因子. 
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2   基于一组对应消失线的欧氏重建方法 

2.1   确定无穷远平面单应矩阵 

假设射影重建已经得到(这可以从图像基元对应计算出来[4]),即获得 3 幅图像的摄像机投影矩阵: 
 , , ]|[1 0IP = ]|[ 222 eHP = ]|[ 333 eHP =  (2) 
其中, 为单位矩阵, 和 是由空间某一个平面在图像 1 和图像 2 之间以及图像 1 和图像 3 之间诱导的单

应矩阵(homography), 和 分别是图像 2 和图像 3 关于图像 1 的极点. 
I 2H

2e
3H

3e

若存在一个空间变换矩阵: 
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是摄像机在仿射空间下的投影矩阵,则无穷远平面在图像 1 与图像 2 之间诱导的无穷远单应矩阵[11]为 

 )  (6) ( 222
)12( Ts aeHH −=∞

无穷远平面在图像 1 与图像 3 之间诱导的无穷远单应矩阵为 

 )  (7) ( 333
)13( Ts aeHH −=∞

其中 是非零常数因子, 是无穷远平面在射影重建坐标系中的方向. ,2s 3s a
下面我们利用一组对应消失线和模值约束求解向量 ,从而可以确定无穷远平面的单应矩阵.令直线 和

是图像 1 和图像 2 之间的对应消失线,由式(1)有 
a 1L

2L

 ( ) 2
)12(

12 LHL T
∞=λ  (8) 

其中 2λ 是未知的非零常数.将式(6)代入到式(8)中可得 
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将式(9)代入式(6)中,可得 

 TTT
T

x
s 12222222

)12(

2
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令 2222222
~ HLeHLeH TT −= ,则由式(10),有 

 Tx 122
)12( ~ LeHH ⋅+≈∞  (11) 

其中“≈”表示在相差一个常数因子的意义下相等. 

不难计算:矩阵 Tx 122
~ LeH ⋅+ 的特征多项式为 

 )()()())~(()( 23
122 xcxbxaxDetxp T +++=⋅+−= λλλλ LeHI  (12) 

其中: 

),~()()( 212 HLe trxxa T −⋅−=  
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这里, )~( 2Htr 表示矩阵的迹, ),(~
2 jjH 是矩阵 2H 的对角线上的元素所对应的二阶子矩阵, *

2 )~(H 表示 2
~H 的伴随

矩阵.根据模相等约束[10],可以得到下面的方程: 
[ ] [ ] .0)()()( 33 =− xaxcxb  

由于 至多是)(),(),( xcxbxa x 的一次式,所以上式至多是一个四次方程: 

  (13) 0)( 11
2

1
3

1
4

11 =+⋅+⋅+⋅+⋅= exdxcxbxaxf
其中 1是常数因子. 1111 ,,,, edcba

将式(9)代入式(7),根据模值约束相等,同理我们可以得到未知数 x 的另一个四次方程: 

  (14) 0)( 22
2

2
3

2
4

22 =+⋅+⋅+⋅+⋅= exdxcxbxaxf
其中 是常数因子. 22222 ,,,, edcba

在一般情况下,通过求解式(13)和式(14)联立组成的方程组,我们可以惟一确定 x 的值,从而得到无穷远单

应矩阵. 

2.2   确定摄像机的内参数和运动参数 

由上一节可知,我们可以从 3 幅图像间的一组对应消失线,计算出无穷远平面在图像 1 与图像 2 及在图像 1
与图像 3之间诱导的单应矩阵 与 .在本节中,我们主要给出如何从无穷远单应矩阵 与 计算

摄像机内参数和运动参数. 

)12(
∞H )13(

∞H )12(
∞H )13(

∞H

记摄像机内参数矩阵为 ,图像 2 关于图像 1 的摄像机运动参数为( ),图像 3 关于图像 1 的摄像

机运动参数为 其中 是旋转矩阵, 是平移向量. 

K
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• 计算摄像机的内参数矩阵 

将 的行列式归一化,归一化后的矩阵仍记为 ,则必有 ,)12(
∞H )13(

∞H ,)12(
∞H )13(
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并且 
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其中 1312 ,λλ 是未知的非零常数. 

由式(15),有 
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)13()13( KRKH =∞

两边转置,有 

 ,   (18) )()( )12()12( TTTT KRHK =∞
TTTT KRHK )()( )13()13( =∞

由式(17)和式(18)可以得到关于内参数的约束方程: 

 ,  (19) CHCH =∞∞
T)( )12()12( CHCH =∞∞
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其中, 是绝对二次曲线图像的对偶.式(19)表明绝对二次曲线的图像在无穷远平面单应矩阵变换下是

保持不变的.令 
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并记 ,则式(19)可以写成等价的线性方程组的形式: ),,,,( 54321 ccccc=c

 dcA =⋅  (20) 

由于 的旋转轴不同,所以线性方程组(20)有惟一解,)12(R )13(R [4].在求解出矩阵 以后,对它进行 Cholesky
分解就可以得到摄像机的内参数矩阵  

C
.K
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• 计算摄像机运动参数 

在确定了摄像机的内参数矩阵 之后,由式(15)得到旋转矩阵 : K ,)12(R )13(R
 ,  (21) KHKR )12(1)12(

∞
−= KHKR )13(1)13(

∞
−=

由式(16)可得平移向量 : ,)12(t )13(t

 ,  (22) 2
1

12
)12( eKt −= λ 3

1
13

)13( eKt −= λ

注意,由于没有物体空间的绝对欧氏度量,我们仅能在相差一个常数因子的意义下求解平移向量[4]. 
综合上面的讨论,可以得到基于一组对应消失线的度量重建算法,概述如下: 

(1) 根据对应消失线和模值约束计算无穷远平面的单应性矩阵 ; ,)12(
∞H )13(

∞H
(2) 求解线性方程组(20),得到矩阵  ;C
(3) 对矩阵 进行 cholesky 分解,得到摄像机的内参数矩阵C ;K  

(4) 由式(21)和式(22)计算摄像机的运动参数. 

2.3   退化情况分析 

本节我们将指出,由 3 个摄像机光心确定平面的消失线不能对无穷远单应矩阵构成约束,此时本文的方法

将失效,即 3 个摄像机光心确定的平面所形成的消失线是本文方法的退化情况. 
证明:假设 3 幅图像上的消失线是无穷远平面与 3 个相机光心所在平面的交线的投影,如图 1 所示. 

e32

L2

e31e13 

L1 

e12

e23L2e21 

C2

C1 C3

Fig.1  Degeneracy of corresponding vanishing line in three images 
图 1  3 幅图像上对应消失线的退化情况 

于是,3 条消失线分别为 
[ ] ,131213121 eeeeL ×=×=  
[ ] ,232123212 eeeeL ×=×=  
[ ] .323132313 eeeeL ×=×=  

根据式(6)~式(8)可得 

( ) 2
)12(

1 LHL T
∞=⋅λ 22112 )( LaeH TT⋅−= [ ] [ ] .232121232112 eeeaeeH ×× ⋅−= TT  

因为 ,所以[ ] 0232121 =×eeeT [ ] 2321121 eeHL ×=⋅ Tλ ,因此,当 3 条消失线是无穷远平面与 3 个相机光心所在平面交

线的投影时,它们对无穷远平面在射影重建坐标系中的方向 不能构成约束,因此对无穷远平面单应矩阵也不

能构成约束. 
a

3   实验结果 

3.1   模拟实验 

模拟实验的目的是研究本文方法计算摄像机内参数、运动参数对数据噪声的敏感性. 
在模拟实验中,摄像机内参数的理论值为 ,03.0,256,256,960,1200 00 ===== svuff vu 图像大小为 512 512×
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像素. 
图像 2 关于图像 1 的摄像机运动参数为:旋转轴 r 旋转角 ,平

移 向 量 图 像 3 关 于图 像 1 的 摄像 机 运 动 参数 为 : 旋 转 轴  

旋转角 平移向量  

,)9160.5758,0.30.7177,()12( T−−=

5367.72,8358.99,3525.56()13( −=t

17.8828)12( o=θ
)13(r.)4138.33,5562.78,6883.37()12( T−=t

,)174,0.8577 T .771144)13( =θ

=

0.4065,0.3( ,o .)T

在空间中选取两组不同方向的平行直线,每条直线上均匀取 50 个点,通过摄像机投影矩阵的理论值得到每

条直线上 50 个点的图像点.然后,将随机均匀噪声加在图像点上,产生带有噪声的图像点,应用最小二乘法拟合

含有噪声的图像点得到每条图像直线的方程,由这些图像直线计算出消失点(每幅图像上有两个消失点),从而

得到 3 幅图像上的对应消失线.最后,根据第 2 节描述的方法,应用上述所得到的消失线计算摄像机内参数与运

动参数. 
• 内参数的实验结果 
在每种噪声水平下随机实验 100 次,表 1 是摄像机内参数平均值的统计结果,表 2 给出了不同噪声水平下

摄像机内参数值的标准差.模拟实验结果表明,采用本文的方法,即使在噪声水平较高的情况下,也能得到令人

满意的定标结果.这说明本文的方法具有较好的鲁棒性和稳定性. 
Table 1  The averages of the estimated intrinsic parameters under different noise levels 

表 1  在不同噪声水平下估计的内参数均值 
Noise levels (pixel) f u f v u0 v0 s 

0.0 
0.4 
0.8 
1.2 
1.6 

1 200.000 0
1 254.236 4
1 244.058 7
1 181.035 8
1 286.388 8

960.000 0 
999.533 8 
986.022 8 
936.654 1 

1 016.861 9 

255.999 9 
231.038 1 
250.843 2 
301.999 1 
228.272 4 

256.000 0 
273.177 2 
295.399 9 
281.087 7 
290.234 2 

0.030 0 
−2.215 6 
−4.921 3 
19.911 5 
−19.769 9 

Table 2  The standard deviations of the estimated intrinsic parameters under different noise levels 
表 2  在不同噪声水平下估计的内参数值的标准差 

Noise levels (pixel) f u f v u0 v0 s 
0.0 0 0 0 0 0 
0.4 21.986 4 18.159 7 25.8242 20.391 3 7.758 6 
0.8 26.819 9 21.774 5 33.7090 27.809 9 10.231 7 
1.2 33.370 8 25.986 9 38.1495 36.952 7 12.578 9 
1.6 34.990 5 26.357 1 40.9071 43.510 7 18.637 0 

• 运动参数的实验结果 
为了检验本文的算法求解摄像机运动参数的鲁棒性,我们使用以下检验指标:旋转轴的理论值与计算值之

间的夹角,旋转角的理论值与计算值之间的绝对误差,平移方向的理论值与计算值之间的夹角. 
表 3~表 5 分别是摄像机运动参数的模拟实验结果(每种噪声水平下实验 100 次),图 2 是在不同噪声水平下

摄像机运动参数的变化曲线,其中,图 2(a)和图 2(b)分别是 和 的旋转轴的计算值与理论值之间的夹角

绝对误差均值随噪声的变化曲线;图 2(c)和图 2(d)分别是 和 的旋转角计算值与理论值之间的绝对误

差均值随噪声的变化曲线;图 2(e)和图 2(f)分别是 和 的方向的计算值与理论值之间的夹角随噪声的变

化曲线.实验结果表明,在噪声水平较高的情况下,应用本文的方法可以较为精确地计算出摄像机的旋转矩阵和

平移向量. 

)12(R
)12(R

)13(t

)13(R
)13(R

)12(t

Table 3  The estimated rotation axis of R(12)and R(13) 
表 3  R(12),R(13)的旋转轴的估计结果 

Noise levels (pixel) Rotation axes of R(12) Rotation axes of R(13) 
0.0 (−0.717 7, −0.575 8, 0.391 7) (0.406 5, 0.314 7, 0.857 7) 
0.4 (−0.714 7, −0.584 5, 0.384 0) (0.410 3, 0.289 1, 0.864 8) 
0.8 (−0.727 1, −0.575 5, 0.374 1) (0.404 8, 0.280 9, 0.870 1) 
1.2 (−0.703 4, −0.580 6, 0.409 8) (0.390 2, 0.257 2, 0.884 0) 
1.6 (−0.736 2, −0.585 5, 0.339 2) (0.391 8, 0.248 0, 0.885 9) 
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Table 4  The estimated rotation angles of R(12) and R(13) 
表 4  R(12),R(13)的旋转角的估计结果 

Noise levels (pixel) Rotation angle of R(12) Rotation angle of R(13) 
0.0 17.882 8 44.771 1 
0.4 18.667 7 44.794 0 
0.8 17.385 1 44.639 7 
1.2 18.370 1 44.844 7 
1.6 17.423 0 44.857 8 

Table 5  The estimated translations of t (12) and t (13) 
表 5  平移方向 t (12),t (13)的估计结果 

Noise levels (pixel) t (12) t (13) 
0.0 (−1.127 9, 2.351 0, 1.000 0) (0.776 9, −1.376 3, 1.000 0) 
0.4 (−1.113 7, 2.316 3, 1.000 0) (0.768 6, −1.367 7, 1.000 0) 
0.8 (−1.108 9, 2.304 4, 1.000 0) (0.765 1, −1.363 1, 1.000 0) 
1.2 (−1.106 5, 2.295 3, 1.000 0) (0.763 5, −1.360 4, 1.000 0) 
1.6 (−1.103 6, 2.288 8, 1.000 0) (0.761 4, −1.358 1, 1.000 0) 

 

 
(a) (b) (c) 

 
(d) (e) (f) 

Fig.2  The averages of absolute errors of the camera extrinsic parameters under different noise levels 
图 2  摄像机运动参数绝对误差的平均值在不同噪声水平下的变化曲线 

3.2   真实图像实验 

在真实图像实验中,我们使用的摄像机型号为 Nikon Coolpix 990.用摄像机从 3 个不同位置对定标块拍摄

了 3 幅图像(如图 3 所示,从左到右依次为图像 1、图像 2 和图像 3),图像大小为1024 768× 像素.首先通过边沿检

测和直线拟合方法,提取出每幅定标块图像中同一个平面上的两组平行线(如图 4所示),图中白色的直线是拟合

的不同方向的两组平行线,这里只给出了在图像 1 中定标块的一个平面上两个方向的平行线,然后计算出每幅

图像上的消失线.利用本文第 2 节所描述的方法计算出的图像 1 与图像 2 之间以及图像 1 与图像 3 之间的无穷

远单应矩阵分别为 













−
−

−
=∞

040435.1000017.0000114.0
619665.59994628.0084832.0
735757.468098845.0905702.0

12H , 
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











−
−−

−
=∞

002188.1000038.0000040.0
608583.135015274.1036763.0

137947.119043533.0971425.0
13H , 

而计算出的摄像机内参数为 












=

100
53.45749.20020
71.61835.8254.1817

K . 

   
Fig.3  Three calibration object images used for experiment 

图 3  用于实验的 3 幅定标块图像 

  
The white lines show two sets of parallel lines of a plane in calibration object. 

白线表示定标块同一个平面上两个不同方向的平行线 

Fig.4  Computation of the vanishing line 
图 4  消失线的计算 

我们选取前面用于定标的 3 幅图像中的前两幅,重建出了定标块的结构.图 5 给出了重建的三维空间点、

三角化及贴纹理显示后的结果.从图中可以看出,重建出的每个面上的点基本上是共面的. 

   

Fig.5  The reconstructed result of calibration object 
图 5  定标块的重建结果 

另外,为了检验重建精度,我们根据重建的 3个面计算了定标块 3个平面间的夹角.若 表示左边平面,

表示右边平面, 表示顶部平面,则 与

1Π 2Π

3Π 1Π 2Π , 与1Π 3Π , 2Π 与 3Π 间的夹角分别为 88 , , ,这与

真实值 基本上是吻合的. 

o33. o49.88 o33.90
o90

最后,我们拍摄了一个真实建筑物的 3幅图像(如图 6所示),利用本文的方法对该建筑物进行了重建.重建结
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果如图 7 所示,其中图 7(a)是重建出的三维空间点,图 7(b)为贴纹理后的显示效果图.真实图像实验也表明本文

的方法是可行的,并有较好的重建效果. 

   
Fig.6  Three architecture images used for experiment 

图 6  用于实验的 3 幅建筑物图像 

  
(a) (b) 

Fig.7  The reconstructed result of an architecture 
图 7  建筑物的重建结果 

4   结束语 

本文给出了从 3 幅图像间一组对应消失线进行度量重建的方法,模拟实验和真实图像实验也验证了本文

方法的正确性和可行性.与其他基于几何信息的重建方法相比,本文的方法具有如下优点:(1) 它是一个分层重

建的过程,比直接从图像到欧氏空间的重建要鲁棒;(2) 它是基于直线的重建,不需要计算圆环点在图像平面上

投影,从而提高了算法的鲁棒性;(3) 它需要的几何信息少,仅需要一组对应消失线.因此本文的工作不仅具有理

论意义,而且也具有一定的实用价值. 

致谢  在此,我们向对本文的工作给予支持和建议的模式识别国家重点实验室机器人视觉组的胡占义研究员、

吴毅红副研究员以及其他同学表示感谢. 
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