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Abstract: An efficient method is introduced for discovering minimal functional dependencies from large database. 
It is based on the concept of agree sets. From agree sets, maximal sets and its complements are derived, and all 
minimal non-trivial functional dependencies can be generated. The computation of agree sets can be decreased by 
using stripped partition database. A levelwise algorithm is used for computing the left hand sides of minimal 
non-trivial functional dependencies. This method can be used to attribute reduction, clustering and mining associate 
rules, etc. in knowledge discovery as well as reorganization and design of databases. 
Key words: minimal functional dependencies; agree set; hypergraph; attribute reduction 

摘  要: 介绍了一种发现最小函数依赖集的方法.这种方法基于一致集的概念,根据一致集导出最大集及其补

集,然后生成最小非平凡函数依赖集.通过使用带状划分数据库减少求一致集的运算次数,使用逐层求精的算法

来计算最小非平凡函数依赖集的左部.其结果可用于数据库的重新组织和设计、属性约简、聚类、关联规则提

取等知识发现工作中. 
关键词: 最小函数依赖集;一致集;超图;属性约简 
中图法分类号: TP311   文献标识码: A 

函数依赖反映了现实世界中数据的完整性约束,对关系数据库的设计和分析起着重要的作用.从大量数据

中发现的函数依赖反映了属性间的关联性和数据的完整性约束.数据库管理员通过对这些函数依赖的评价,能
够极为方便地对数据库进行维护以及对它们的关系模式进行重新组织.已有多种方法[1~3]来发现一个数据库中

的函数依赖.文献[1]中提出了一个发现最小非平凡函数依赖的架构.它基于一致集(agree set)的概念[4],根据一致

集导出最大集(maximal set),然后生成最小非平凡函数依赖集.我们介绍一种新的方法来计算一致集、最大集和
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最小非平凡函数依赖集的左部(LHS)[5],对其中的结论给出了证明.我们发现,对最小非平凡函数依赖集的发现

方法可以用到对一致决策表的属性约简上. 
本文第 1 节介绍关系数据库中的一些术语;第 2 节介绍新的方法,并对其中的结论给出证明;第 3 节介绍这

种方法用在一致决策表的属性约简上;第 4 节是结束语. 

1   基本定义 

本节给出与第 2 节有关的一些术语. 
设 R 是一个关系模式,R 上的一个函数依赖表示为 X→A,X⊆R,A∈R.r 表示 R 的关系,r 中的一个函数依赖

X→A(表示为 r|=X→A)成立 iff ∀t,t ′∈r,t[X]=t ′[X]⇒t[A]=t ′[A].若 X→A,X ′⊂X,不成立 X ′→A,则称 X→A 是最小的函

数依赖.若 A∈X,则称 X→A 是平凡的函数依赖. 
用 dep(r)表示 r 中成立的所有函数依赖集,即 dep(r)={X→A|X∪A⊆R,r|=X→A}. 
设 t,t ′∈r,X⊆R;若 t[X]=t ′[X],则称 t 和 t ′在 X 上一致 .t 和 t′的一致集 (agree set)定义为 ag(t,t ′)= 

{A∈R|t[A]=t ′[A]}.关系 r 的一致集定义为 ag(r)={ag(t,t ′)|t,t ′∈r,t≠t ′}. 
设 A∈R,属性 A 的最大集(maximal set)max(dep(r),A)是 r 中不能决定 A 的最大属性集 X 的集合,即

max(dep(r),A)={X⊆R|r|≠X→A and ∀Y⊆R,X⊂Y,r|=Y→A}. 
设 A∈R,r 中函数依赖集 dep(r)的左部集定义为 lhs(dep(r),A)={X⊆R|r|=X→A and ∀X ′⊂X,r|≠X ′→A}.显

然,{X→A|X∈lhs(dep(r),A),A∈R}与 dep(r)等价. 

2   一种发现最小非平凡函数依赖集的方法 

这种方法的步骤是计算一致集 ag(r),根据 ag(r)计算最大集 max(dep(r),A)和它的补集 cmax(dep(r),A),由
cmax 集算出 lhs(dep(r),A),其中只有计算 ag(r)与关系 r 有关.因为 ag(r)={ag(t,t ′)|t,t ′∈r,t≠t ′},若 r 中有 m 个元组,
则不同元组的配对数达到 O(m2);计算每对元组 t,t ′的 ag(t,t ′)需要 O(n),n 为 R 的属性个数;这样,朴素计算 ag(r)
的时间复杂度达到 O(nm2)(没有考虑数据内外存交换的时间).所以,当 m 足够大时,这样计算 ag(r)就变得不实际

了.这里介绍一种计算 ag(r)的新方法[5],对其结论进行了证明.在不影响计算结果的前提下,减少候选的元组对,
把对计算 ag(r)无贡献的元组对排除掉;这种方法使用带状划分数据库(stripped partition database)[2,5]概念来

实现. 

2.1   带状划分数据库 

设 X⊆R,t∈r, [ ={t ′∈r|t[A]=t ′[A],∀A∈X},则 是 X 的一个基本等价类;X 在 r 中形成的基本等价类的集合

构成 r 的一个划分(partition),表示为

xt] xt][
*X ={ [ |t∈r}.若划分xt] *X 中的一个等价类只有一个元组,则 r 中没有与它

在 X 上一致的其他元组.所以,我们定义属性集 X 的带状划分(stripped partition) *X ={c∈ *X ||c|>1}. 

例 1:下面的关系表示职工分派到部门(系)的情况[5]. 

元组号 empnum Depnum year depname Mgr 
1 1 1 1980 Mathematics 5 
2 1 5 1992 Admission 7 
3 2 2 1990 Computer Science 3 
4 3 2 1996 Computer Science 3 
5 4 3 1996 Physics 3 
6 5 1 1978 Mathematics 5 
7 6 5 1986 Admission 7 

为了简便,我们把表中 5 个属性分别用 A,B,C,D,E 来代表.属性 A 的划分 *A ={{1,2},{3},{4},{5},{6},{7}},A
的带状划分 *A ＝{{1,2}}. 

设 r 是 R 的一个关系,r 的带状划分数据库 r 由 R 上每个属性 A 的带状划分 *A 构成,即 r ={ *A |A∈R},可直

接从 r 计算出来,其最坏时间复杂度为 O(mn). 
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2.2   计算一致集ag(r) 

我们先定义一个最大等价类的集合 MC=Max⊆{c∈ *A | *A ∈ r },其中的算子“Max⊆”是求集合中的按⊆最大

的成员. 
例 2 (Cont.):例 1 中的 MC={{1,2},{1,6},{2,7},{3,4,5}}. 
定理 1. ag(r)=∪c∈MCag(c),其中 ag(c)={ag(t,t ′)|t,t ′∈c,t≠t ′}. 
证明:设 t,t ′∈r,t≠t ′. 
若 ag(t,t ′)≠∅,不妨设 A∈ag(t,t ′). 

∴t[A]=t ′[A],∴∃c′∈ *A ,t,t ′∈c′. 
根据 MC 的定义,∃c∈MC,c′⊆c,∴t,t ′∈c. 
∴ag(r)=∪c∈MCag(c). □ 
根据定理 1,当计算 ag(r)时,只需考虑 MC 等价类中配对的元组.当 r 中属性的取值大不相同时,通过带状划

分数据库 r 去除掉很多单元组组成的等价类,使其不与其他元组配成对,这样就使计算 ag(r)的时间大大减少了. 
例 3 (Cont.):根据例 2 的 MC 产生的配对元组有(1,2),(1,6),(2,7),(3,4),(3,5),(4,5);ag(r)={A,BDE,E,CE}. 

2.3   计算最大集max(dep(r),A)和它的补集cmax(dep(r),A) 

定理 2. 设 A∈R,max(dep(r),A)=Max⊆{X∈ag(r)|A∉X}. 
证明:设 X∈Max⊆{X∈ag(r)|A∉X}. 
∴∃t,t ′∈r,ag(t,t ′)=X,∴t[X]=t ′[X]. 
∵A∉X,∴A∉ag(t,t ′),∴t[A]≠t ′[A]. 
∴r|≠X→A. 
对 X 的任意一个超集 X ′⊆R,若 A∈X ′,则 r|=X ′→A;若 A∉X ′,则根据 X 的性质,X ′∉ag(r),所以∀t,t ′∈r,t≠t ′,t[X ′]≠ 

t ′[X ′],∴r|=X ′→A.所以,X∈max(dep(r),A). 
另一方面,设 X∈max(dep(r),A)={X|r|≠X→A,X 的任意一个超集 X ′⊆R,r|=X ′→A}. 
∵r|≠X→A,∴A∉X,并且∃t,t ′∈r,X⊆ag(t,t ′). 
若∃B∈ag(t,t ′),B∉X,则 r|≠BX→A,这与 X 的性质矛盾,所以 X=ag(t,t ′).同时,由 X 的最大的性质,不存在 X 的超

集 X ′⊆R,X ′∈ag(r)且 A∉X ′,所以 X∈Max⊆{X∈ag(r)|A∉X}. □ 
定义 cmax(dep(r),A)={R−X|X∈max(dep(r),A)},A∈R. 
例 4 (Cont.): max(dep(r),A)={BDE,CE},cmax(dep(r),A)={AC,ABD}. 

2.4   计算函数依赖集左部lhs(dep(r),A) 

我们引进超图(hypergraph)概念.R 的属性集组成的 H 构成一个简单的超图,H 中的属性集称为超图的边,每
个属性称为超图的顶点.H 的一个横截(transversal)T 是 R 的一个属性集,它与 H 的每一条边都相交.H 的一个最

小横截 T 满足:T 是 H 的一个横截,∀T ′⊂T,T ′不是 H 的横截.H 的所有最小横截集记为 Tr(H).把 cmax(dep(r),A)
看成一个超图,则有下面的结论: 

定理 3: (cmax(dep(r),A))=lhs(dep(r),A). rT

证明:一方面,设 T∈Tr(cmax(dep(r),A)). 
若 r|≠T→A,则∃X∈max(dep(r),A),T⊆X. 

∴ XT I =∅,其中 X =R−X∈cmax(dep(r),A),与 T∈Tr(cmax(dep(r),A))矛盾.所以,r|=T→A. 
又 T 是最小的横截,∴∀T ′⊂T,∃ X ∈cmax(dep(r),A), XI′T =∅. 
∴ =T ′,X=R−XT I′ X ∈max(dep(r),A),∴r|≠T ′→A,∴T∈lhs(dep(r),A). 
另一方面,设 Y∈lhs(dep(r),A). 

若 Y∉Tr(cmax(dep(r),A)),则∃ X ∈cmax(dep(r),A), XIY =∅. 
∴Y⊆X,X=R− X ∈max(dep(r),A),∴r|≠Y→A,与 Y∈lhs(dep(r),A)矛盾. 
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∴Y∈Tr(cmax(dep(r),A)). □ 
下面给出计算 lhs(dep(r))的算法. 
算法. 计算 lhs(dep(r)). 
输入:cmax(dep(r)); 
输出:最小函数依赖集的左部 lhs(dep(r)). 
for ∀A ∈R do 
    begin i:=1; 
         Li:={{B}|B∈X,X∈cmax(dep(r), A)}; 
         While Li≠∅ do 
             begin 
               LHSi[A]:={l∈Li|l∩X≠∅,∀X∈cmax(dep(r),A)}; 
               Li:=Li−LHSi[A]; 
               Li+1:={l ′||l ′|=i+1 and ∀l⊂l ′,|l|=i⇒l∈Li}; 
               i:=i+1; 
             end 
          lhs(dep(r),A)=∪LHSi[A] 
     end 
例 5 (Cont.):lhs(dep(r),A)={A,BC,CD},lhs(dep(r),B)={AC,AE,B,D}等. 
由 lhs(dep(r),A)得到关于 A 的最小函数依赖集: 

r|=BC→A,r|=CD→A. 
文献[2]中提出的 Tane 算法是基于逐层求精的算法,按从小到大顺序搜索函数依赖集的左部,通过验证在左

部一致的元组在其右部是否也一致来确定一个函数依赖是否成立.该算法最坏时间复杂度为 O((m+n2.5)2n).在
本文介绍的方法中 ,设 s 为由 MC 中配对的元组对的数目 ,k=|ag(r)|,则该方法的时间复杂度的上界为

O(mn+sn+n2k).若 s<<mn,k<<2n,则算法的时间复杂度较优. 

3   一致决策表上属性约简 

一个决策表 T=(U,A,C,D),其中 U 是非空、有限的个体集合,A 是非空、有限的属性集合,A=C∪D,C∩

D=∅;C,D 分别称为 A 的条件属性集和决策属性集. 

设 k=| |/| |,其中 =∪)(DPODC U )(DPODC X∈D* C X, C X=∪{Y∈ |Y⊆X}.在一个决策表 T 中,决策属性 D 依

赖于条件属性 C 的程度以 k(0≤k≤1)来反映.若 k=1,则 D 完全(totally)依赖于 C,记为 T|=C→D.这意味着:在已知条

件C下,可将U上全部个体分成D基本等价类.当 T|=C→D时,我们称 T是一致的.设E⊆C, ＝

且 E 中每个属性都不可被约去,即∀E′⊂E, ≠ ,则称 E 是 D_约简. 

*C

)(DPODE )(DPODC

)(DPODE ′ )(DEPOD

从上面分析可以得出,在一致决策表 T=(U,A,C,D)中寻找 C 的 D_约简,就是从 T 中找出满足 T|=E→D,E⊆C,
且∀E′⊂E,T|≠E′→D 的 E.由于 T|=E→D 就是 T 中满足的函数依赖,所以在一致决策表中求 E 就变成了求

lhs(dep(T ),D). 
例 6:考察下面的一致决策表,其中 C={a,b,c},D={d,e}.我们求得 lhs(dep(T),D)={ac,bc},所以 T 中的两个约简

是{a,c}和{b,c},其核心为属性 c. 
U a b c d e
1 1 0 2 1 1
2 2 1 0 1 0
3 2 1 2 0 2
4 1 2 2 1 1
5 1 2 0 0 2
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4   结  语 

本文介绍了一种在大量的数据中发现最小函数依赖集的方法以及在一致决策表上属性约简的应用.依赖

集反映了数据中存在的完整性约束,便于 DBA 对数据库进行重新组织和设计;属性的约简广泛地应用于数据挖

掘的预处理、决策规则提取等过程中. 
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